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SUR LES TYPES DES PROPOSITIONS COMPOSEES

G. POLYA

Il s'agit d'un probléme combinatoire de logique formelle, formulé par
Jevons;' il sera expliqué en détails dans ce qui suit (voir no. 1). Jevons lui-
méme n’a traité le probléme que dans les cas les plus simples (n = 1, 2, 3);
un cag plus difficile (n = 4) 2 été traité par Clifford;® le cas général (n quel-
conque) a été 3 peine abordé.!

Le but de ce travail est de faire remarquer que ce probléme de Jevons et de
Clifford est contenu comme cas particulier dans un probléme combinatoire
général que j’ai traité ailleurs.! La méthode générale raméne le probléme
présent a 1'étude d’un certain groupe de permutations d’ordre 12", étroitement
lié au groupe symétrique d’ordre n!. J’ai fait les calculs nécessaires pour
n=1,2 3,4, Mes résultats numériques sont compldtement en accord avee
les résultats de Jevons, mais ils ne s’accordent qu’en partie avee lea résultats
de Clifford.

1. Le probléme. Une proposition peut étre vraie ou fausse. On peut ex-
primer la méme chose en disant que nous pouvons attribuer & une proposition
'une ou l'autre des deux ‘valeurs logiques” qui s'excluent mutuellement:
la *“vérité” et la “fanssetd.”

Considérons n propositions distinctes, P, Py, - .-, P,. En attribuant 3
chacune de ces propositions une valeur logique déterminée, nous caractérisons
la “gituation logique des propositions Py, Py, -- ., P,” ou, exptimé plus bridve-
ment, la situation de Py, Py, --- |, P,. On peut g'imaginer plusieurs situations
différentes des mémes propesitions. On peut représenter une situation quel-
conque par un symbole de la forme (g, &, -+, &). Si Prest vraie ¢ = 1, i
P, est fausse ¢, = —1;si P; est vraie e = 1, si P, est fausse ¢ = —1; et ainsi
de suite. On voit que le nombre des situations différentes possibles de n pro-
positiona données est exactement 2", En prenant e, e, - - - , ¢, comme coordon-
nées rectangulaires dans un espace & n dimensions, les situations possibles des

Received June 28, 1940,

LW, 8. Jevons, The principles of science (London and New York, second edition, re-
print 1892}, Voir p, 134-148.

1W. K. Clifford, Mathematical papers (London 1882}, p. 1-186.

1 E. Schrider, Algebra der Logik, t. I, Anhang @ {voir en particulier p. 659-683) traite
le probléme en détail et en donne une représentation géométrique importante qui sera
utilisée dana ce qui suit. Schrider, voir p. 671, ne comprend pas tout 4 fait le point
de vue de Jevona qui sera expliqué plus loin; voir no. 3, remarque 1, p. 102. Voir aussi A,
Nagy, Monatshefte fiir Mathematik und Physik, t. 5 (1894), p. 331-345; on y trouve quel-
ques autres citations.

1G. PSlya, (a) Zeitschrift flir Kristallographie (A), t. 93 (1938), p. 415-443; (b) Acta
mathematica, t. 68 (1937), p. 145-264. Le travail {a) est plus détaillé en certaing points,
maia ne doune pas lea démonstrations qui se trouvent en (b).
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propositions Py, Ps, ..+, P, sont représentées par les 2" sommets d'un hy-
pereube A n dimensions. - '

" Nous dirons que la proposition € est composée des propositions données
Py, P, ..., P,, lorsque la connaissance de la situation des propositions
Py, P, ---, P. entrafne la connaissance de la vérité ou de la fausseté de la
proposition C. [Voici un exemple d'une proposition composée de P et de Q:
“P et Q sont équivalentes.” On peut exprimer la méme proposition composée
par les mots: “P et @ tiennent et tombent ensemble” ou par le symbole:
“P ~ @"" Cette proposition composée est vraie dans les situations (1, 1),
(~1, —1) et fausse dans les situations (1, —1), (—1, 1).] Ayant compria une
proposition ¢ composée de Py, Py, - .., P,, nous pouvons dire dans chacune
des 2" situations possibles de Py, Py, ..., P, 8i € est vraie ou fausse, donc nous
pouvons attacher 4 chaque sommet de I"hypereube qui représente les situations
possibles, soit la marque “'vraie’ soit la marque “fausse.” Nous considérerons
deux propositions composées qui engendrent la méme distribution des marques
“yraie’ et “fausse’” sur les 2" situations (sur les 2" sommets de 'hypercube)
comme essentiellement indentiques. Ainsi le nombre des propositiona essen-
tiellement distinctes, composées de n propositions données, est 2°; danas ce
nombre sont comprises la praposition ‘‘identiquement vraie' et la proposition
“identiquement fausse” (la premidre est toujours vraie, la seconde toujours
fausse, quelle que soit la nature de Py, P, - - - , Pu).

Nous dirons que deux propositions C' et C” composées des mémes proposi-
tions Py, Py, - - -, P. sont de méme fype lorsqu’on peut changer I'une en 'autre,
en échangeant entre elles les propositions Py, Py, - .- , P, d’'une maniére quel-
conque et en changeant certaines de ces propositions (un nombre quelconque
entre 0 et n, limites comprises) en leur négation. [P.e. les deux propositions
composées

“P et Q sont équivalentes (en symboles P ~ Q)"

“P ot @ s'excluent mutuellement (en symboles P ~ §)"
sont différentes, mais du méme type.—La proposition identiquement vraie et
la proposition identiquement fausse sont de types différents.'] Le nombre
des changements considérés est n!2"; ils constituent un groupe de cet ordre.
Ce groupe peut étre considéré comme un groupe de permutations de degré 2%,
puisqu’il échange entre eux 2" éléments (les 2" situations, les 2" sommets de
I'hypercube). Le méme groupe peut étre considéré comme le groupe de tous
les mouvements (de premitre et de seconde espee, rotations et rotations com-
binées de symétrie) qui raménent I’hypercube considéré sur lui-méme. _

Une proposition composée est caractérisée par la distribution de 2° marques
de deux sortes (“vraie” et ‘fausse’) sur les 2" sommets de 1'nypercube,
considéré comme fixe dans Vespace. Mais considérons l'hypereube comme
mobile, c.a.d. ne faisons pas de distinetion entre ses différentes positions; en
outre, ne faisons pas de distinetion entre 'hypercube original et celui qui en

8 J'écris les signes logiques & la maniére adoptée par D. Hilbert et W, Ackermann,
Grundziige der theoretischen Logik {(Berlin 1928},

4 Au cas n=2 on a 18 propositions composées de 6 types différents; voir I'énumeration
compléte & 1a fin du no. 2 (p. 101}. : ’
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dérive par une symétrie (par rapport & un plan passant par le centre et parallele
4 'une des faces). Ces distinctions négligées, deux distributions de marques,
qui peuvent étre changées I'une en 'autre par une des n!2" permutations eon-
sidérées, deviendront indiscernables. Il noua restera exactement autant de
distributions discernables qu’il ¥ a de types différents de propositions composées
de n propositions distinetes données,

Quel est le nombre T, de ces types différents?t Voild une partie de notre pro-
bléme. Notre but est de répondre 4 la question un peu plus précise que voici:
Quel est le nombre N des types différents de propositions composées de n proposi-
tions daonnées, ces proposilions composées blant telles qulelles sofend vraies en
exactement 8 situations? (Observons que deux propositions composées de méme
type, C’ et C”, deviennent vraies dans d’autres situations peut-8tre, mais cer-
tainement dans le méme nombre de situations.)

On 2 évidemment

) To=NO 4+ NO + N® 4 ... 4 N,

On voit facilement (échanger les deux sortes de marques!) que
@ NP = N,

2. La solution. En se servant de linterprétation géométrique donnée, on
obtiendra sans difficulté les nombres combinatoires cherchés N’ pour n =
1,2,3. Il{faut trouver intuitivement de combien de manitres on peut peindre
avec deux couleurs données (p.ex. rouge et blanc) les 2 bouts d'un segment
rectiligne, lea 4 coins d'un carré, les 8 sommets d'un cube, si deux manidres de
peindre, qui se raménent l'une & l'autre par mouvement ou symétrie, sont
considérées comme indiseernables. Mais cette méthode intuitive ne s'étend
plus au cas # = 4. .

J'ai exposé ailleurs (L.c. note 4) une méthode pour la solution d'un probléme
combinatoire plus général et j’ai donné de nombreuses applications particulidres,
dont plusieurs sont trés voisines du probléme qui nous oceupe ici. Je ne revi-
endrai pas sur la méthode générale; je me bomerai & expaoser I'slgorithme précis
qu'elle fournit pour le cas spéeial n = 2 du probléme présent, comme simple
“recette,” sans démonstration, mais j'énoncerai la “recette’ de telle manidre
Que son extension aux valeurs de n différentes de 2 soit plausible.

1°. Ily a,le repos compris, 212° = 8 mouvements différents (de premidre et
de seconde espice) qui raménent un carré sur lui-méme. Chacun de ces 8
mouvements occasionne une permutation des 4 sommets du carréd. Décom-
posons chacune de ces 8 permutations de 4 éléments en un produit de cyclea
sans élément commun. Faisons correspondre & un eycle de k éléments l'indé-
terminée fy (k = 1, 2, 3, -- ) et & chague produit de eyeles le produit des in-
déterminées correspondantes.

J'énumere les produits correspondants aux différentes sortes de mouvement:

fi repos (chaque sommet constitue un cyele);

3 rotation de 180°, I'axe normal au carré;

Ji rotation de 90° P’axe normal au carré;



S8UR LES TYPES DES PROPOSITIONS COMPOSEES 101

Jif2 symétrie par rapport A une diagonale;

Ji symétrie par rapport A une droite paralitle & deux cbtés.

Les 2 premidftes sortes de mouvement ne sont réalisées qu'une fois, les 3
dernidres chacune deux fois. Nous avons donc bien 8 mouvements (rotations
et symétries) en tout. Nommons indicaleur des cycles du groupe de permuta-
tions considéré la moyenne arithmétique des 8 produits obtenus:

ﬁ+w+%+%@

3 3
2°, Posons
(4) fi=14+2

(k =1,2,3,...). Alorslindicateur des cycles (3) devient un polyndme en z.
Développons ce polyndme suivant les puissances croissantes de . Dans ce
développement, le coefficient de z* vaut exactement N

J'écris le développement qu'on obtient de (3) en faisant la substitution (4) et
en ordonnant l'expression suivant les puissances ascendantes de z. J'éeris
au-dessous de chaque terme les propositions différentes, composées des deux
propositions données P et §, dont les types sont énumérés par le coefficient du
terme; s'll y & plusieurs propositions du méme type, elles sont réunies par une
parentheése; la proposition identiquement fausse est désignée par O, la proposi-
tion identiquement vraie par I:

1 + =z + 227 4+ £ + &
0 SP&Q P §PvQ I

P&Q Q Pv

P&Q P Pv@Q

IP&Q Q lPVQ
{F28

3. Les résultats, Par une extension plausible de ce qui préeéde, le probléme
de caleuler les 2° + 1 nombres N, N, ..., N peut étre résolu en deux
étapes (voir la démonstration l.c. note 4):

1°. Construire l'indicateur des cyeles du groupe des permutations, d'ordre
n!2" et de degré 2°, qui échange entre eux les 2" sommets de I'hypercube, en
faisant subir & celui-ci toutes les rotations et symétries qui le font coincider avee
lui-méme.

2°. Dans l'indicateur des eycles construit, poser fi = 1 + 2" (k = 1,2, 3, -..)
et trouver le coefficient de z* dans le développement: c'est le nombre N
cherché,

C'est seulement la premitre étape qui présente une difficulté non-triviale.
Mais pour un n donné, ce n'est qu'une question de patience de construire
Vindicateur des cycles par le calcul effectif des »12" substitutions et de leur
décomposition en cycles. J'ai fait ce caleul pourn = 1,2,3,4. En 'effectuant,
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on trouve nombreuses simplifications que je ne mentionnerai pas ici. Je donne
mes résultats en deux tableaux.

Dans le Tableau I, j'ai éerit ebaque indicateur des eycles de maniére A faire
apparaitre une certaine connexion.avece l'indicateur des cycles (bien connu) du
groupe symétrique correspondant—connexion qui paraft eusceptible de
généralisation.’

Les nombres du Tableau II sont & comparer aux résultats de Jevons et de
Clifford; il convient de faire deux remarques:

1. Jevons ne s'occupe pas de toutes les propositions composées de n proposi-
tions données Py, Py, ... , P, mais seulement de celles dont la vérité n'implique
ni la vérté ni la fausseté d’aucune des propositions Py, Py, ---, P.. (Les
marques “vraie” et “fausse” sont distribuées sur les 2" sommets de I’hypercube
de manitre qu'aucune des faces ne contienne toutes les marques “vraie.””) Le
nombre de ces propositions composées est inférieur & 2"; il est d'ajlleurs
exactement’

(-0~ + )':(—1)*(:)2’“%.
=0 .
Le nombre des types de ces prapositions composées est
NS — N, lorsque 852",
N® lorsque 8 > 2",

2. Clifford trouve, par une méthode laborieuse, les valeurs N = 47, N =
55, N¥ = 78, tandis que je trouve les nombres 50, 56, 74. Des vérificationa
variées de mes calculs et Yuniformité de ma méthode me font eroire que mes
nombres sont justes,

Le probléme des types des propositions composées a un certain intérét pour
I’ “heuristique” comme j'aurai peut-&tre 'occasion de montrer ailleurs.

Nous nous sommes oceupéa du probléme des types en nous mettant, naturelle-
ment, au point de vue de la logique classique; on pourrait le poser et le résoudre,
en ge servant de la méme méthode générale, pour une logique & troia oy & plu-
sieurs valeurs; mais je ne vois, en attendant, aucun intérét & cette généralisation

possible.

£COLE POLYTECHNIQUE FEDERALE, EURICH

t Le groupe d'ordre ni2* desa mouvemenia de }'hypercube qui échange entre eux lag 2%
sommeta de I’bypercube échange également entre ellea les 2n facea de 1'hypereube (ou, co
qui revient au méme, lea 2n sommets de ]'hyperoctaddre placés au milieu de cea faces) et
oceasionne ainai un groupe de permutations d'ordre ni2» et de degré 2n. La atrueture da
ce dernier groupe peut &tre complétement caractériaée par le aymbole &,[&,] et, par con-
aéquent, son indicateur des cycles peut tre conatruit explicitement. Voir Le., note 4,
p. 178-180 et, pour Uexemple n=3, p. 213-214.

01, 7,198, 63775 pour nwi, 2, 3, 4. Voir Jevons L.c. note 1.
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TABLEAU I

Indicateur des cycles du groupe d’ordre n!2" et de degré 2" échangeant les 2*
sommets de 'hypercube (n = 1, 2, §, 4).

ﬁ+fs

2
1 1+ 372 +.ﬂ+:‘b’=}
2'_ 22 2

(=N

A+ HMifi *2|"f=.fs 4+ aUitas+ 2:'1]
2 2

1| 11578 | fis + 808+ 41F L1t 4 31
ﬂl: - +6 = _[_31:2’ 1

ol ginst f:]

TABLEAU II.

N, nombre des types des propositions composées de n propositions donndes,
la proposition composée étant vraie en s situations des
propositions données.

N | sm0o 1 2 3 4 5 ) 7 8 | Ta
n =1 1 1 1 3
2 1 1 2 1 1 é

3 1 1 3 3 6 3 3 1 1 22

4 1 1 4 6 19 27 50 56 74 (402



