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RESUMO

Atualmente, é esperado que o campo das redes neurais artificiais se beneficie forte-
mente dos avangos na computagao quantica. Em particular, a aprendizagem de méquina
quantica, uma classe de algoritmos que utiliza conceitos da mecanica quantica para criar
algoritmos inteligentes, proporcionara um aumento na velocidade de processamento para
realizar tarefas como reconhecimento de padroes, agrupamento e aprendizado de maquina
em geral. Ja existem perceptrons quanticos com funcoes de ativacao especificas e é
possivel reproduzir algumas funcoes de ativacao experimentalmente, embora haja impacto
de parametros de implementacao nao identificados durante a reproducao. Neste trabalho,
objetiva-se adaptar os experimentos de um algoritmo quantico proposto em ”Quantum
Activation Function for Quantum Neural Network”, utilizando a biblioteca Qiskit para

gerar fungoes de ativacao arbitrarias.

Palavras-chave: Computacao Quantica, Inteligéncia Artificial, Fungoes de Ativacao, Qis-

kit, Aprendizado de Maquina Quantico.



ABSTRACT

Currently, the field of artificial neural networks is expected to benefit greatly thanks
to advances in quantum computing. In particular, quantum machine learning, a class of
algorithms that use quantum mechanics concepts to create intelligent algorithms, will
provide an increase in processing speed to perform tasks such as pattern recognition,
clustering, and machine learning in general. Quantum perceptrons with specific acti-
vation functions already exist, and although some alternatives are already available to
perform arbitrary activation functions in the quantum processor, they still have their im-
plementation limitations. In this work, the objective is to replicate the experiments of
a proposed quantum algorithm in ”Quantum Activation Function for Quantum Neural

Network”using the Qiskit to generate arbitrary activation functions.

Keywords: Quantum Computing, Artificial Intelligence, Activation Functions, Qiskit,

Quantum Machine Learning.
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1 INTRODUCAO

Uma rede neural quantica (QNN - Quantum Neural Network) é codificada através
de qubits no processador quantico. Na computacao cldssica um neuronio é implementado
através de fungdes matematicas. Por exemplo, o perceptron de Rosenblatt (1952) [1] é a
rede neural mais simples que é constituida por uma camada de entrada com N neuronios
e uma camada de salda com apenas um neuroénio que se comporta como a funcao de
ativagdo da rede. Perceptrons de multiplas camadas [2] sdo arquiteturas um pouco mais
complexas do que o perceptron, isso porque além das camadas de entrada e de saida, esses
perceptrons também podem possuir uma ou mais camadas intermediarias de neuronios
que agem como aproximadores universais de fungoes. Nessa camada intermedidria, as
funcoes comprimem os valores reais em valores normalizados, agindo como uma func¢ao
de ativagao [3].

Em principio, computadores quanticos sao adequados para realizar calculos de pro-
duto tensorial [4,5]. De fato, os qubits podem ser arranjados em circuitos agindo como as
camadas do andlogo quantico de redes neurais. Se combinados com fungoes de ativagoes
classicas como a sigmédide e tangente hiperbdlica, elas devem ser capazes de processar
algoritmos de aprendizagem profunda como os usados para problemas de classificacao, re-
conhecimento de padroes, clusterizagao e tomada de decisao. Como depois do processo de
medicao o qubit perde suas propriedades e se torna um bit cldssico, implementar fungoes
de ativagao numa QNN é um desafio que requer uma abordagem mais imediata. Nosso
objetivo é preservar o maximo de informacao possivel do qubit enquanto nos aproveitamos
de cada computacao da rede ao mesmo tempo. Entao precisamos atrasar a medicao até
o fim do fluxo computacional, depois de ter processado a informacao pelos neuroénios com
uma fungao de ativacao adequada. No aprendizado de maquina quantica (QML- Quan-
tum Machine Learning) [6,7], ignorando a implementagao de redes neurais quanticas em
computadores quanticos adiabaticos [8], existem duas maneiras de se codificar uma QNN
num modelo quantico baseado em portas quanticas. A primeira consiste em definir uma
QNN como um circuito quantico variacional, onde a nao-linearidade é introduzida através
de medigdes [9,10]. Essas QNNs néo sao baseadas em teoremas matematicos mas em mo-
delos heuristicos que sao empiricos [11]. Além disso, esse tipo de modelos baseados em

algoritmos quanticos variacionais sofrem de um problema, o desaparecimento de gradi-
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entes exponenciais, conhecido como problema de barren plateau [12], que precisam de
técnicas para mitigé-los [13,14]. Bem diferente, a segunda abordagem busca implementar
um algoritmo verdadeiramente quantico para computacao de rede neural e para realmente
cumprir os requisitos de aproximacao do teorema de Hornik [15], talvez ao custo de um cir-
cuito de maior profundidade. Tal abordagem diz respeito a modelos semi cldssicos [16,17]
ou totalmente quanticos [18,19] onde a funcao de ativacdo também é computada através
da medicao.

Além disso, existem varias formas de codificar os valores de entrada nos qubits.
Ja que um qubit representa uma superposicao dos estados 0 e 1, alguns métodos de
codificacao sao diferenciados pelo relacionamento entre o nimero de qubit e a capacidade
maxima de codificacao. A primeira é a opgao 1-para-1 pela qual cada neuronio de entrada
da rede corresponde a um qubit [20-22]. A implementacao mais simples consiste em
armazenar as informagoes numa sequéncia de bits atribuidos aos estados da base cléassica
do espaco quantico. Um método semelhante de 1-para-1 consiste em armazenar uma
superposicao de dados binarios como uma série de bit em um estado de multiplos qubits.
Tais redes neurais quanticas sao baseadas no conceito de memoria associativa quantica
[23,24]. Uma outra maneira de usar 1-para-1 é dada pelo quron [25]. Um quron é um
qubit onde os estados 0 e 1 representam a rede em repouso e ativada, respectivamente [25].

Alternativamente, outra maneira de codificar os qubit é fazendo a amplitude dos
estados quanticos em superposigao guardarem a informacao do vetor de entrada [26-30]. A
eficiéncia de codificagao torna-se exponencial como um estado com n-qubits ¢ um elemento
de um espaco vetorial de dimensao n?.

No entanto, codificar as entradas como coeficientes de uma superposicao de esta-
dos quéanticos requer um algoritmo genérico para preparacoes de estado quantico [31-33]
ou, alternativamente, para alimentar diretamente dados quanticos para a rede [34]. Ge-
ralmente, para preparar um estado quantico arbitrario de n-qubits requer um niimero de
portas quanticas que escalam exponencialmente com n. Mas a longo prazo, uma codi-
ficacao de tipo n-para-2" garante uma melhor aplicabilidade a problemas reais do que as
opcoes 1-para-1. Além disso, tal método de codificacao satisfaz os requisitos do teorema
de Hornik para garantir a capacidade de aproximagao da func¢do universal [15]. Apesar
de algumas restri¢oes relativamente pesadas, como a codificacao digital e o fato de que

a funcao de ativacao envolve medidas irreversiveis, exemplos para essa declaracao foram
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relatados em [27,29, 30].

Definimos um método de codificacao n-para-2" que envolve entradas, pesos e um
bias no intervalo de [-1, 1] em R. O modelo usa uma arquitetura baseada em por-
tas quanticas para criar fungoes de ativacao de aproximacao arbitrarias usando apenas
operacoes reversiveis. O algoritmo consiste em iterar todas as computacoes de produto
interno até d-ésima ordem, onde d é um conjunto de qubits adicionado ao circuito que
nao faz parte do conjunto de entrada n. Consequentemente, a aproximacao das fungoes
de ativacao mais comuns podem ser calculadas reconstruindo a série de Taylor na d-ésima

ordem.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo adaptar o algoritmo quantico que gera funcoes de
ativacoes arbitrarias e usar esse algoritmo para construir o perceptron quantico proposto
em "Quantum Activation Function for Quantum Neural Network”, modelo construido

com métricas de desempenho de classificacao.

1.2 Organizacao do texto

O algoritmo é implementado utilizando python e a biblioteca Qiskit [36] para
construir um perceptron de uma unica camada com 4 neuronios e diferentes fungoes de
ativacao como sigmoéide e seno, truncadas pela sétima ordem. Os préximos capitulos
deste trabalho estao organizados da seguinte forma: na secao 2, algumas definigoes e a
abordagem geral sao definidas; na secao 3 detalhamos o que sao neurdnios classicos e
quanticos, na se¢ao 4 explicitamos os detalhes da implementacao dos autores do artigo e
deste trabalho, passando por cada algoritmo que foi construido; Na se¢ao 5, descrevemos
os resultados e comparamos os resultados obtidos por mim com os resultados dos autores;

e por fim, concluo na secao 6 com o que podemos esperar no futuro.
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2 CONCEITOS DA AREA

Nesta sessao abordo alguns conceitos importantes para o entendimento do trabalho

2.1 Inteligéncia Artificial

Historicamente, pesquisadores tém buscado varias versoes diferentes de Inteligéncia
Artificial (AI - Artificial Intelligence). Alguns definiram a inteligéncia em termos de fide-
lidade ao desempenho humano, enquanto outros preferem uma defini¢ao abstrata e formal
de inteligéncia chamada racionalidade, falando livremente, fazendo a “coisa certa”. O as-
sunto em si também varia: alguns consideram a inteligéncia uma propriedade de processos
internos de pensamento e raciocinio, enquanto outros se concentram no comportamento
inteligente, uma caracterizagao externa. [35]

Aos olhos do publico, as vezes ha confusao entre os termos “inteligéncia artificial” e
“aprendizado de méquina”. O aprendizado de maquina é um subcampo de Al que estuda
a capacidade de melhorar o desempenho com base na experiéncia. Alguns sistemas de
Al usam métodos de aprendizado de maquina para alcancar competéncia, mas outros
nao. [35]

Na inteligéncia artificial, um agente inteligente é qualquer coisa que perceba seu
ambiente, age de forma autonoma para atingir objetivos, e pode melhorar seu desempenho
com o aprendizado ou pode utilizar o conhecimento . Eles podem ser simples ou complexos
- um termostato é considerado um exemplo de agente inteligente, assim como um ser
humano, como qualquer sistema que se enquadre na defini¢ao, como uma empresa, um

estado ou um bioma.

2.2 Aprendizado de Maquina

Um agente estd aprendendo se melhorar seu desempenho depois de fazer ob-
servacoes sobre o mundo. O aprendizado pode variar do trivial, como anotar uma lista
de compras, ou profundo, como quando Albert Einstein inferiu uma nova teoria do uni-
verso. Quando o agente é um computador, chamamos isso de aprendizado de maquina:
um computador observa alguns dados, constréi um modelo com base nos dados e usa o

modelo como uma hipétese sobre o mundo e um software que pode resolver problemas.
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Por que queremos que uma maquina aprenda? Por que nao apenas programa-lo
da maneira certa para comecar? H&a duas razoes principais. Primeiro, os projetistas nao
podem prever todas as situagoes futuras possiveis. Por exemplo, um robo projetado para
navegar em labirintos deve aprender o layout de cada novo labirinto que encontra; um
programa para prever os precos do mercado de acoes deve aprender a se adaptar quando
as condi¢coes mudam de alta para queda. Em segundo lugar, as vezes os designers nao
tém ideia de como programar uma solucao por conta prépria.

Quando a saida do aprendizado é um conjunto finito de valores (como ensola-
rado/nublado/chuvoso ou verdadeiro/falso), o problema de aprendizado é chamado de
classificagdo. Quando é um numero (como a temperatura de amanha, medida como um
numero inteiro ou um nuimero real), o problema de aprendizado é uma regressao. Exis-
tem tres tipos de feedback que podem acompanhar as entradas e que determinam os trés
principais tipos de aprendizagem:

No aprendizado supervisionado, o agente observa os pares de entrada-saida
e aprende uma funcao que mapeia da entrada para a saida. Por exemplo, as entradas
podem ser imagens de cameras, cada uma acompanhada por uma saida dizendo “6nibus”
ou “pedestre”, etc. Uma saida como essa é chamada de réotulo. O agente aprende uma
funcao que, ao receber uma nova imagem, preve o rétulo apropriado.

No aprendizado nao-supervisionado, o agente aprende padroes na entrada sem
nenhum feedback explicito. A tarefa de aprendizado nao supervisionada mais comum é o
agrupamento: detectar agrupamentos potencialmente tteis de exemplos de entrada.

Na aprendizado por reforco o agente aprende a partir de uma série de reforcos:
recompensas e punicoes. Cabe ao agente decidir quais das agoes anteriores ao reforco
foram as maiores responsaveis por ele, e alterar suas agoes visando mais recompensas no

futuro. [35]

2.3 Redes Neurais

Redes Neurais Artificiais sao técnicas populares de aprendizado de maquina que
simulam o mecanismo de aprendizagem bioldgica. Numa rede de camada tnica, um
conjunto de entradas é mapeado diretamente para uma saida usando uma variagao gene-
ralizada de uma funcao linear. Essa simples instanciacao de uma rede neural também é

chamada de perceptron. Em redes neurais multicamadas, os neuronios sao organizados
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em camadas, em que as camadas de entrada e saida sao separadas por um grupo de ca-
madas ocultas. Essa arquitetura de camada da rede neural também é chamada de rede

feed-forward.

INPUT NODES INPUT NODES

X =’Ow\ OUTPUT NODE
w

(a) Perceptron without bias (b) Perceptron with bias

Figura 1: Estrutura de um neurénio classico, Perceptron

A rede neural mais simples é chamada de perceptron. A arquitetura basica do
perceptron é mostrada na Figura 1(a). Esta rede neural contém uma tnica camada de
entrada e um no de saida. Considere uma situagao em que cada instancia de treinamento
é da forma (X,y), onde cada X = [z, ..., 24| contém d varidveis e y € {—1,+1} contém o

¢

valor observado do variavel de classe binaria. Por “valor observado” nos referimos ao fato
de que ele nos é dado como parte dos dados de treinamento, e nosso objetivo é prever a
variavel de classe para casos em que ela nao é observada.

A camada de entrada contém d ndés que transmitem as d caracteristicas X =
[x1,...,x4) com arestas de peso W = [wy, ..., wg] para um né de saida. A camada de
entrada nao executa nenhum calculo por si s6. A fungao linear WX = Zle w; * x; é
calculada no né de saida. Posteriormente, o sinal desse valor real é usado para prever a

variavel dependente de X. Portanto, a previsao g é calculada da seguinte forma:

d
§=sign{WX} = sz’gn{z w; * T} (2.1)

=1
A funcao sign mapeia um valor real para +1 ou —1, que é apropriado para classi-
ficacao binaria. Observe o circunflexo no topo da variavel y para indicar que é um valor
previsto em vez de um valor observado. A fun¢ao sign cumpre o papel de uma funcao de
ativacao. Diferentes opgoes de funcoes de ativacao podem ser usadas para simular dife-

rentes tipos de modelos usados em aprendizado de maquina, como regressao de minimos
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quadrados com alvos numéricos, a maquina de vetores de suporte ou um classificador de
regressao logistica. A maioria dos modelos basicos de aprendizado de méquina pode ser
facilmente representada como arquiteturas simples de rede neural. E um exercicio 1til
modelar técnicas tradicionais de aprendizado de maquina como arquiteturas neurais, pois
fornece uma imagem mais clara de como o aprendizado profundo generaliza o aprendizado
de maquina tradicional.

Em muitas configuragoes, ha uma parte invariavel da previsao, que é chamada
de viés. Por exemplo, considere uma configuragao em que as variaveis sao centradas na
média, mas a média da previsao da classe bindria de {—1,+1} nao é 0. Isso tendera a
ocorrer em situagoes em que a distribuicao da classe bindria ¢ altamente desequilibrada.
Nesse caso, a abordagem acima mencionada nao é suficiente para a previsao. Precisamos

incorporar uma variavel de viés adicional b que captura essa parte invariavel da previsao:

d
§ = sign{WX +b} = sz’gn{z w; * x; + b} (2.2)

=1
O viés pode ser incorporada como o peso de uma aresta usando um neurénio com
viés. Isso é conseguido adicionando um neurdnio que sempre transmite um valor de 1
para o n6 de saida. O peso da aresta que conecta o neuronio ao né de saida fornece o

viés. Um exemplo de um neurénio com viés é mostrado na Figura 1(b). [36]

2.4 Computagao Quantica

A computacao quantica é uma fusao da fisica quantica com a ciéncia da com-
putacao. Ele incorpora algumas das ideias da fisica do século XX para uma maneira
inteiramente nova de pensar a computacgao. A unidade bésica da computacao quantica é
o qubit. Um bit cldssico é 0 ou 1. Se for 0 e medirmos, obteremos 0. Se for 1 e medirmos
1, obteremos 1. Em ambos os casos, o bit permanece inalterado. A situacao é totalmente
diferente para qubits. Um qubit pode estar em um numero infinito de estados - uma
superposicao de 0 e 1, mas quando o medimos, como no caso classico, obtemos apenas
um de dois valores, 0 ou 1. O ato de medir muda o qubit. Um modelo matematico sim-
ples descreve tudo isso com precisao. Qubits também podem ser emaranhados. Quando
fazemos uma medicao de um deles, isso afeta o estado do outro.

Essas trés coisas — superposicao, medicao e emaranhamento — sao as ideias-chave
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da mecanica quantica. Uma vez que sabemos o que eles significam, podemos ver como
eles podem ser usados na computacao.

Definimos um qubit como qualquer unidade ket em R2. Normalmente, dado um
qubit, queremos medi-lo. Se vamos medi-lo, também precisamos incluir uma dire¢ao de
medigao. Isso é feito introduzindo uma base ortonormal ordenada (|by), |b1)) O qubit pode
ser escrito como uma combinagao linear - muitas vezes chamada de superposicao linear
- dos vetores de base. Em geral, terd a forma dy|by) + d1]b1). Depois de medirmos, seu
estado saltard para |by) ou |b;). A probabilidade de ser |by) ¢ d3; a probabilidade de |b;) ¢
d?. Este é exatamente o mesmo modelo que temos usado, mas agora conectamos os bits
classicos 0 e 1 aos vetores de base. Vamos associar o vetor de base |by) com o bit 0 e o
vetor de base |b;) com o bit 1. Assim, quando medirmos o qubit dy|by) 4 dy|b1) obteremos
0 com probabilidade d3 e 1 com probabilidade d3.

Na mecanica quantica, para realizar alguma medigao, temos que interagir com o
sistema. Essas interagoes vao perturbar nosso sistema. Como veremos, nosso modelo
nao leva em consideracao a “for¢ca” da medida. Em vez disso, é o processo real de fazer
a medicao, como quer que seja feito, que afeta o sistema. Cada vez que uma medicao
é feita, veremos que o sistema é alterado de certas maneiras prescritas; essas formas
prescritas dependem do tipo de medicao que esta sendo feita, mas nao da forca da medicao.
Incorporar medicoes na teoria é uma das diferengas entre a mecanica classica e a quantica.
[37]

O emaranhamento quantico descreve quando pares ou grupos de particulas sao
gerados ou interagem de maneira que o estado quantico de cada particula nao pode ser
descrito independentemente e o estado quantico é um sistema completo. No sistema ema-
ranhado, as medidas de propriedades fisicas como posi¢ao, momento, spin e polarizagao
sao adequadamente correlacionadas. Se um par de particulas é gerado de forma tao ema-
ranhada que seu spin total é zero. Uma particula de um par emaranhado sabe qual
medicao foi realizada na outra, que no momento da medicao pode estar separada por

distancias arbitrariamente grandes. [3§]
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3 NEURONIOS

Explicar um pouco da relagado de neurdnios artificiais com os neurénios humanos

3.1 Neuronio Classico

Um neurdnio classico é uma funcao que leva n variaveis x1, xs, ..., ,, € mapeia-os
para o valor de saida a = o(wyx1 + waxs + ... + Wy x, +b) com w; e b sendo 0s pesos e viés
sinépticos, respectivamente (Figura 1). A fun¢ao ¢ = wyzy + ... + w,z, + b é chamado de
sinal de entrada para o neuronio. A funcao de ativacdo o é uma fungdo nao linear.

Um neuronio pode estar em um estado ativo ou em um estado de repouso, re-
presentado por 1 ou 0 em notagdo matematica. A Figura 1 mostra a estrutura de um
neurdnio: entrada (x1,xs, ..., z,) € seus pesos correspondentes (wy, ws, ..., wy,) e viés b e a
funcao de ativacao f que combina todos os componentes da entrada para gerar uma saida.
Note que sem f, a saida é uma transformacao linear direta da entrada. Um neurdnio é

uma simples unidade de deslocamento com muitas entradas e uma saida.

3.2 Neuronio Quantico

A fim de imitar, usando um circuito quantico, a funcao do neuronio classico onde
as entradas zi,...,z, € {0,1} sdo combinadas linearmente para formar uma entrada
0 = wiry + - - - + wyx, + b, pode-se simplesmente usar o estado |z) = |zy ... x,) como um
estado de controle e aplicar R,(2w;) em um qubit ancilla condicionado no iésimo-qubit,
seguido por R, (2b) no qubit ancilla. Isso equivale a aplicar o R,(26) no ancilla qubit
condicionado ao estado |z) dos neurdnios de entrada (Figura 2 b e ¢). O segundo passo é
realizar uma rotacao por R,(20(6)) onde o é uma fungdo nao linear (sigméide ou funcao
de limiar). Aproximamos essa rotacdo por uma classe de circuitos chamados circuitos
de repeticao até o sucesso (RUS - Repeat Until Succes) [39]. A Figura 2-c mostra um
circuito que implementa R,(2¢(f)) onde ¢(f) = arctan(tan?#) é uma fungdo nao linear
do tipo sigméide (Figura 2-d). A ac@o de um circuito RUS no qubit de saida depende do
resultado da medic¢ao do qubit ancilla. Se a medi¢ao retornar |0), isso indica que a rotagao
por 2¢°*(0) foi aplicado com sucesso ao qubit de saida. Caso contrario, se o qubit ancilla

medir |1), isso indica que o circuito implementou uma rotagdo R,(7/2) no qubit ancilla.
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Neste caso corrigimos a operacao aplicando R,(—m/2) e depois repetimos o circuito até

que |0) seja medido no ancilla qubit, dai 0 nome repetigao até sucesso.

Input state

- Ancilla qubit Output qubit
T W oW s c
\\ 1)
= S e
i A

(a) (b)

Input state  |x) %

1
Ancilla qubit |0} —|H_,,{2H]|}I{R;( %J—HL(;EHJ
Output qubit |1 b
(c)

—qlz)

=== g% (x)
. _q.:it{-r}
q.‘zl';{_f_}

Function value

Figura 2: Configuragao basica do modelo de neurénio quantico. a) O neurénio cléssico
(marcado com caixas tracejadas). As entradas xy, ..., 2, sa@o combinados com pesos es-
pecificos w; , e tendenciosos por b para formar ¢ = wixy + ... + w,z, + b. A ativacao de
saida é a = 0(¢), com o sendo uma fungao sigmoide ou passo. b) O neurénio quantico
(marcado por caixas tracejadas). Visualizacao da esfera bloch do estado de qubit de saida
antes e depois da RUS, correspondendo a funcao de ativacao linear e nao linear, respec-
tivamente. A funcao q é mostrada na subtrama . d. A notacao representa a atualizacao
interna do neuronio correspondente a funcao de ativagao. Na pratica, é a capacidade de
usar rotagoes por 2¢ para implementar rotagoes por 2q-k (¢) através de circuitos repeti-
dos até o sucesso. Supoe-se que o estado de entrada seja preparado por algum método
externo, possivelmente controlado por outros neurénios quanticos. c¢) Circuito repetido
até o sucesso (RUS) para realizar rotagdo com um angulo q(¢) = arctan(tan 2 ¢). Aqui
nés usamos a convencao R, (¢) = exp (-iP ¢/2) onde p € {x,y, z} rotula operadores Pauli
P e {X,Y,Z}. d) Fungao nao linear q(¢) = arctan (tan 2 ¢) e sua autocomposigao q-k
(¢) = arctan (tan 2 k ¢).
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4 ALGORITMO

4.1 Abordagem Geral

A fim de definir uma versao quantica do perceptron com parametros continuos e
funcao de ativacao analitica arbitraria, vamos considerar um perceptron de uma camada.
Um perceptron de uma camada é composto de neuronios de entrada N;, e um neuronio
de saida equipado de uma funcao de ativacao f : R — I onde I é um conjunto compacto.
O neurodnio de saida calcula o produto interno entre o vetor dos valores de entrada ¥ =
(10,21, ..., N, 1) € RNim e o vetor de pesos @ = (wp, wy, ..., wy,, 1) Mais um viés b. Tal
valor escalar é tomado como argumento de uma funcao de ativacao. O valor real de saida
y € I do perceptron é definido como y = f(w -z + b).

Aqui, desenvolvemos um circuito quantico que computa uma aproximacao de . O
algoritmo comeca calculando o produto interno W - X mais o valor de viés b. Depois ele
avalia a saida ¢ calculando uma aproximagao da func¢ao de ativagao f. Em um computador
quantico, uma operacao de medicao aparentemente representa a implementagao mais
simples de uma fun¢ao de ativa¢ao néo linear, como feito por exemplo em [27] para resolver
um problema de classificacao bindria em um perceptron quantico. Essa abordagem, no
entanto, nao pode ser generalizada para construir uma rede neural baseada em qubits de
varias camadas.

Em primeiro lugar, as operacoes de medicao quebram o algoritmo quantico e
impoem a inicializacao dos qubits camada por camada, impedindo assim uma unica
execucao quantica de um rede neural de vérias camadas. Em segundo lugar, outras
funcoes de ativacao — além das implicitas pelas operacoes de medicao, sao mais adequa-
das para resolver problemas genéricos de aprendizado de méquina.

Este trabalho evita esses dois problemas com um novo algoritmo quantico, que é
baseado em dois teoremas como detalhado abaixo. O algoritmo quantico é composto de
dois passos. Primeiro, as poténcias de WX + b sdo armazenados como amplitudes de um
estado quantico multi-qubit. Em seguida, a funcao de ativagao escolhida é aproximada
construindo sua expansao da série polinomial de Taylor através de rotagoes do estado
quantico. Os angulos de rotacao sao determinados pelos coeficientes da série polinomial da
funcao de ativacao escolhida. Eles podem ser explicitamente computados pelo algoritmo

quantico proposto.
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4.2 Notacgoes

Primeiro resumimos a notacao usada ao longo do texto. Sendo H o espacgo bi-
dimensional de Hilbert associado a um qubit. Em seguida, o espaco de Hilbert 2"-
dimensional associado a um registrador q de n qubits é escrito como H, ;@” = Hya ®
Hypo®...® Hyy. Se denotarmos por {|0),|1)} a base computacional em H, entdo a base
computacional em HZ" se 1& {[sn_1, Sn—2, .-, 50), s € {0,1},k ={0,1,...,n — 1}. Um ele-
mento |S,_1, Sp_2, ..., So) desta base computacional pode ser escrito alternativamente como
|i) onde i € {0,1,...,2,_1} é o ndimero decimal inteiro que corresponde a sequéncia de bit
Sn—1, Sn—2, ..., So. Em particular, se N = 2", entdo [N — 1) = [2" — 1) = |[11...1) = [1)®".
Nesta notacao, o nimero de qubits de um registrador ¢ indicado com uma letra mintuscula,
como n e d, enquanto a dimensao do espaco Hilbert associado é indicada pela letra
maitscula correspondente, como N = 2" e D = 2%,

A expressao U," = U,

a1 QU , ®@...®@ Uy, representa uma transformagao unitéria

separavel construida com transformagoes de um qubit U,, atuando em cada qubit do re-
gistrador q. Uma transformagao unitaria de multiplos qubits nao separavel é geralmente
escrita como U, e, em alguns casos, simplesmente U. Dois registradores a e q, respecti-
vamente com d e n qubits, podem ser compostos em um tnico registrador suportando o
N + D espago de Hilbert H,*? ® H,*" com base computacional {|i)|j)s, com i = 1,..., D
ej=1,...,N }. Por brevidade, usaremos a notagdo compacta 0, para 1, ® 0, e 0, para
1, ® 0, para operadores O atuando em apenas um dos dois registradores. Em particular,

escrevemnos

) (i) = 1o © |2)gq (7| (4.1)

para a projecao D-dimensional no estado |i) do registrador q.

Casos particulares de operadores unitarios implementaveis em um computador
quantico de modelo de circuito sao as portas controladas. Deixe C,, U, representar uma
transformagao U controlada: o operador U é aplicado no qubit ¢; (chamado qubit alvo)
se ¢; estiver no estado |1) (chamado qubit de controle). A transformacao Cy,U,, ¢ uma
transformagao controlada onde a porta U é aplicada no qubit g; se o qubit g; estiver no
estado |0). Portanto, Cy,U,, = X,,C,, Uy, Xy onde, nesse caso, a é o conjunto de qubits de

controle enquanto g; ¢ o qubit alvo.
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A seguir, dois registradores de qubit ¢ e a de n e d qubits, respectivamente, sao

atribuidos.

4.3 Computagao da Série Polinomial

Como dito acima, o objetivo é construir um estado quantico de (n+d) qubits contendo
a expansao de Taylor de f(z) na ordem d, onde z = & - Z+b até um fator de normalizagao.
O numero n de qubits necessarios, além de d, é determinado pela dimensao do vetor de
entrada. Primeiro precisamos codificar as poténcias (1, z, 22, ..., 2¢) nos qubits (n + d). O

seguinte Lema fornece o ponto de partida:

Lema 1: Dados dois vetores #, w € [—1,1]V" e um nimero b € [-1, 1], e dado um
registrador com n qubits tal que N = 2" > N, + 3, entao existe um circuito quantico

realizando uma transformacao unitaria tal que:

wWT+b

N -1 r,w,b)|0) = ———
(¥ = 10,3, D)I0) = 3

z (4.2)

onde [0) = |0)®" e [N — 1) = |1)®™.

No Lema 1 um operador unitario U, de n qubits é definido pelo requesito que a
equagao 4.2 detém, onde b = [—1,1], & = (xg, x1,...,2N,, ,) € W = (W, w1, ..., WnN,,_,),
onde N;, <2"—3 e z;, w; € [-1, 1]. A existéncia de um nimero infinito desses operadores

¢ trivialmente obvia do ponto de vista puramente matematico. O problema é fornecer

uma realizacao explicita em termos de portas quanticas realistas.

Prova: Vamos definir dois vetores em RY: @, = (%,1, A;,0) e Typ = (0, 0,0, Ayp)
onde N = 2". Em tais vetores N — N;, — 3 coeficientes sao sempre nulos enquanto os
valores A, e A, sao constantes definidas de tal forma que U,0, = Uy pUuwp = Nin — L.
Segue-se entao que 175’177735 = wWZ+b € [—Ny, — 1, Ny, + 1]. Agora definimos dois estados

quanticos de n-qubits |¢);) e |1y p) de seguinte modo

_Jwbi (4.3)

Entao, por construgao
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wT + b
VW) =
(V) = g

z (4.4)
O algoritmo de inicializagao mencionado acima nos permite considerar transformagoes
unitarias U, = U(0,) e Upp = XU T (¥,,), onde X é uma porta quantica equivalente a

porta NOT na computacao cldssica, tal que U,|0) = |U,) e Uyp|Wuwyp) = |1). Segue que

(V| Wypp) = <\I/w7b|UJ,bUw,b|\IJx) = (N — YUpup|¥s) = (N — 1|U,,,U.|0)*" (4.5)

Comparando com as equagoes 4.3 vemos que U, (T, w,b) = XU (¥, )U (¥).

Como as amplitudes dos estados |V,) e |V, ;) sdo reais, as fases sdo 0 ou 7 e nado
é mais necessario aplicar uma série de portas R, multicontroladas para defini-los. Uma
unica transformacao diagonal é suficiente, com 1 ou —1 na diagonal. Para isso, os estados
hipergréficos se mostram eficazes [40]. Gragas a esse tipo de estado, um pequeno nimero
de portas Z, CZ e Z multicontroladas sao necessérias para alcangar a transformacao U (7).
As transformacoes, que introduzem as fases das amplitudes de um estado quantico de
n-qubits, sdo resumidas por um operador chamado Ph, na figura Figura 3.

Existem muitas alternativas para os estados |V,) e |V, ;) que dao o mesmo produto

interno (U, ;|¥,) = z. Definindo dois vetores

Uwz(Ax,xo,...,me_l,1,0,...,0,0) G%N

Uy = (0,0, ..., wn,,1,0,0,...,0,Ays) € RY

entdo a transformagao U(v,) e U(t,,) aplicada no estado |0)®™ retorna dois estados,
|W,) e |¥,p) respectivamente, tal que (¥, ,|V,) = z. O motivo da escolha mostrada
acima se deve as fases a serem adicionadas. Como os valores A, ; e A, nao aparecem
no produto interno, suas fases ndo sao relevantes. Protanto, tais estados |¥,) e |V, ;)
tornam desnecessaria a aplicacao de (n-1) portas Z controladas para ajustar as fases
das amplitudes associadas aos estados |0) e |[N — 1). Na Figura 3 a composigao das
transformacoes U, e U, ; sao mostradas no caso de um perceptron de uma camada com

N;, = 4 neurdonios. Nesse caso, o nimero de neuronios de entrada é 4. Como n = log, N
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e N > N;, + 3 entao, dado N;, nuronios de entrada o niimero minimo de qubits necessario
é n = [logy(Nin+3)]. Portanto, com N;, = 4, n=3 qubits sdo necessarios para armazenar

z em um estado quantico.

a
jo + o
4 + |1 U5 [ PH AU Phy 1 Uz
EF ohER =
c
4 F Ry(60) H Ry (61) H 2)HRy( )i‘
- U3 = =

+Ry(@) H Ry("3%) l’e‘{ Ry(@) H Ry(%3%) }’9‘

- I I I i _

1R %?{Ry(%)I - “{Ry(%z)fef{m%ﬂ) i

U - _

e

3

i}~ R0}

Figura 3: Composigao fundamental dos portoes das transformacoes U, e U,. As trans-
formagoes U(v,) e U(v,y) codificam, respectivamente, os coeficientes dos vetores v, € vy,
em um estado quantico de superposicao. Eles sao compostos pelo inverso dos operadores
U; onde i=1,...,n e Ph3, que introduz as fases das amplitudes de probabilidade. Os opera-
dores U3(c), U2(d) e Ul(e) sdo mostrados como composi¢ao de rotagbes multicontroladas
Ry que sdo iguais a uma composigao de portoes Ry e portoes Not controlados [40].

A varidvel z generaliza em dois aspectos o produto interno da Ref. [27] onde as entradas
e 0s pesos assumem apenas valores bindrios {—1,1} e nenhum viés estd envolvido.

A transformacao U, (Z,w, b) é um bloco de construcao chave do algoritmo do percep-
tron quantico. De fato, no circuito quantico, tal transformacao é repetida vérias vezes
no espaco de Hilbert ampliado para H®¢ @ H. 59” pela adicao de outro registrador a de d

qubits. A existéncia desse circuito é garantida pelo Teorema 1 em 77
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4.4 Teoremas

Teorema 1: Seja z um valor real no intervalo [-1, 1] assumido por (Z-wW+b)/(N, —1)
onde x, w € [—1,1]¥n e b € [-1, 1]. Sejam ¢ e a dois registradores de n e d qubits,
respectivamente, com N = 2" > N,;, + 3. Em seguida, existe um circuito quantico que
transforma os dois resgistradores do estado inicial |0), |0), em um estado emaranhado

|o?) com (n + d)-qubits da forma

1
lo2) = lels + 2—4|2>?le —1) (4.6)

2
onde

[N = 1N =1l =0 (4.7)

onde 0 ¢é o elemento nulo do espago de Hilbert e

|z) =10) + z|1) (4.8)

O circuito é expresso por Sy X, (?” onde X é o portao quantico NOT e

Sy =Vi1, Vi, Vo (4.9)

com

Vi = Cop Uo(Z, 0, 0)Clp XE"C H,, = 0,1, o d — 1. (4.10)

Prova: A tese do teorema ¢ a existéncia de uma transformacao que, atuando em dois
registradores ¢ e a com n e d qubits, respectivamente, retorna um estado [¢7") € HZ" ®
H 59” como definido na Equacao 4.6. A demonstragao consiste na construcao de tal circuito.
Para tal propdsito, vamos definir os d estados |[¢") € H,,,_, ® Hq,,_, ® ... ® Hqy @ HZ™,
onde m =0,...,d — 1.

9T = 10+ [T = [0 + 5 20N = 1) (111)

onde [N —1)(N —1|,|¥7") . = 0V m. A partir de tal defini¢ao, segue-se que os estados
|™) sao estados de (n + m)-qubits e [¢?) = [N — 1), é um estado de n-qubits.

A prova do teorema é, portanto, reduzida a demonstrar a existéncia de uma sequéncia
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de transformacoes V;,,, onde m = 0, ...,d — 1, de tal forma que V,,,|0),, [¢™) = [ 1) onde
a,, € 0 m-ésimo qubit no registador a. Portanto, V,,, € uma transformagao unitaria definida
sobre o espaco H,,, ® Hq,,_, ® ... ® Hqy ® HP". Vamos considerar o seguinte ansatz para

a transformacao V,,:

Vi = Cop Uo(, 10, ) Cop XE"C H,,, (4.12)

cuja representacao grafica é dada na Figura 3-a.

Vamos aplicar V;,,, como definido na Equac@o 4.12, no estado |0),,,[47").

Cap U (Z,10,0)4Co, X" Cr Hq,, [0)a,, [U7) = Ca,, U.(Z, 0, ), Cl,, =

o (4.13)
= XE™M|0)a, 02 L 4+ 1/V2(|0)a,, + L), ) 107 ]

A transformacio C,,, U. (¥, 0, b),C,,, X consiste na aplicacao de U, (&, w, b) X*" nos
qubits ¢, essa operacao é controlada pelo quibit a,, que significa que a transformacao age

somente em |¢7")| focando em seus subespacos que resulta em:

U-(Z, 10, 0) X" 00 = 1/272(2)5™UL(Z, @, 1) |0) 5™ (4.14)

Portanto, a transformacao V,, aplicada em |0),,, |[¢7") retorna o seguinte estado

Vil 0 [97) = 10)a, [47) 1+ 1/V2(10)a,, 1/272]2)™ [N — 1)+
+ 1), 1/27212) O U(&, 5, b)[0) ™)

(4.15)

Para demonstrar que o estado apenas obtido é |¢" 1), a projecao sobre o estado

|IN — 1), deve retornar \/ﬁp)@(m“)\]\f — 1), a partir da definicio do estado |¢7").
Vamos aplicar a projegao |N — 1)(N — 1|, no estado resultante na Equacao 4.15. Como
N = 1){N —1[|¥7") 1 = 0 por defini¢do, (N — 1{U(Z,w,b)|0)5" = z a partir do Lema 1,

o resultado da projegao |N — 1)(N — 1|, ¢ a seguinte.

—2(|0>ME|Z>® N =1 +2)a, o [)IN =1)q) = SN =1 = [0,
(4.16)
Tendo demonstrado que V,,|0),,, [¥7) = [@™F!) a prova da existencia de tal tans-

formag@o que retorn [0¢) aplicada em [0)$¢]0)™ procede por recursao. De fato, aplicando
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Vi1 ... ViVo no estado |0)29 W) = |0)24| N — 1), o resultado serd o estado |¥?).

Para resumir, o circuito quantico do algoritmo perceptron quantico comega expres-
sando o operador unitério que inicializa os registradores ¢ e a partindo do estado |0),]0),
para o estado |¥9). Esse operador unitdrio é expresso por S, X" onde S, ¢ a sub-rotina
do circuito quantico que atinge o objetivo da primeira etapa do algoritmo de perceptron
quantico, ou seja, codificar as poténcias de z até d em um estado quantico a partir do

seguinte Corolario.

Colorario 1: O estado |¥¢) guarda as probabilidades das amplitudes para todas as
poténcias em z¥ para k = 0,1,...,d, até um fator trivial. De fato, na equacao 4.6 do

teorema 1 em implica

AN =1 (28 — 10 =272k k=0,1,...,d. (4.17)

O primeiro passo do algoritmo do perceptron quantico consiste no armazenamento de

A 1 — (fau_j’b)
todas as poténcias de z = N1

até a d-ésima ordem em um estado de (n+d)-qubits.
A prova do Teorema 1 implica que o primeiro passo do algoritmo é o circuito quantico
mostrado na Figura 4-a, consistindo em uma sub-rotina composta por uma porta Pauli X
aplicada em cada qubit no registrador ¢ e uma transformagao S, = V;_1...Vy. De fato,
a partir do Coroldrio 1, o estado [U?) = S, XZ"|0)29|0)" armazena como amplitudes de
probabilidade todas as poténcias de z até a d-ésima ordem menos um fator 2%, A prova
do Colorario 1 segue que.

Prova: Como mostrado acima, o estado |¥4) pode ser escrito como |¥¢) = |¥?) | +
|¥9), onde [N—1)(N—1],/¥?) | = 0, portanto, ,(N—1|,(25—1|W9) = (N—1|,(2*—1|¥9) .

Como |U?) = 2)®4| N — 1), entao

\/_271| >a

o N = 1a(2" = LW = —= (2" = 1|2)7"(N = 1[N = 1), (4.18)

1
\/2d
Vamos reescrever |2F — 1) de forma bindria [sg_154-2...50) onde s; =1 de j = 0 até

j=d—1es; =0 caso contrario.

d
1 1

\/7<50,81,. c ey Sd— 1’ = FH Sd— Z ad71 = 2d/22k (419)

=1

Este ultimo é valido porque, Vj =0,...,d — 1,

.



29

<SJ"Z>0L]' = <Sj’0>aj + Z<Sj|1>aj = 2% (420)

Portanto, ,(N — 1],(2F — 1|Wd) = 274/2*

O préximo passo do algoritmo consiste em transformar o estado |¥¢) de modo a obter
um polinomio especial de d graus recursivamente definido em z Tal passo ¢ identificavel
com a sub-rotina S, do circuito do perceptron quantico, ver Figura 4a

Pela equacao 4.6 no Teorema 1 deve existir um operador unitario S, que age como
a identidade em H, e retorna, quando aplicado & |2)&?, um novo estado que guarda o

ponomio. Na verdade, detém o seguinte. [41]

Teorema 2: Seja {fx,k = 1,...,d} a familia de polinomios em z definida pela

seguinte lei recursiva

fe(2) = fro1(2) cosVy_y — ZFsindy_1, bk =1,...,4d, (4.21)
com fo(2) =1 ey € [-7, 5] para qualquer £ =0,...,d — 1.
Entao existe uma familia {Uy, k = 1,...,d} de operadores unitérios tal que
o{0|U[2)5" = fi(2) (4.22)

Esses operadores unitarios sao definidos pela lei recursiva

Uk — CaOXakéakRy(_279k—1)a0Uk—17 k’ - 1, N ,d, (423)

com Uy =1

A sub-rotina S, demonstrada na Figura 4a corresponde a U,;. A prova do teorema 2
segue.

Prova: A prova desse teorema segue dois passos. O primeiro passo consistem em

demosntrar que

2 (0|U1]2)2% = cos By — zsinfy = f1(z) (4.24)

com U; = C’aoXalc’alRy(—Qﬁo)ao como definido na equagao 4.23. No segundo passo,

a prova procede para U,V = 1,2, ..., d recursivamente.
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O objetivo é provar que ,(0|Ux|2)%? = fi(2) assumindo que ,(0|Uy_1]2)®¢ = f,_ onde
Uk - CaOXakC_’akRy(_Qﬁk—l)aOUk—l

como definido na equagao 4.23. Vamos considerar o estado Uy|2)®¢, onde d > k > 1. O
estado |2)®? é considerado no caso com k = 0. Depois, focamos no subespaco H2¢ definido
como Hyo 1y = {|0)®?,]0)®@=D|1)}. O operador que realiza a projegio dos elementos de
HP® em Hipay € Progy = [0)(0la + [1)(1.

Vamos agora para a primeira etapa da demonstracao. A primeira operacao consiste em
aplicar Uy ao estado |2)®?. Por conta da definicio do estado |2)@%, segue que (2i—1]2)& =
z'onde i =0,...,d (Colordrio 1), portanto, a projecao sobre Hyy 1y do estado [2)$? é

a

Proaylz)e = 10)% + 2]0)*" V1) (4.25)

o operador Cy, Ry(—2U0)a, = Xa,Cay Ry(—299)X,, rotaciona o qubit ag pelo eixo
y da esfera de Bloch com angulo —2d,, somente se o qubit a; estiver no estado |0),

portanto, tal operador age no subespaco Hyo ;. A projesao nesse subespaco do estado

OalRy(—Zﬁo)a0|Z>§d é

(cos By sin 6,) )+ (sin = €05 60)]0) 2D [1) = £, (2)]0) -+ (simbly+= cos b) |0y 1)
(4.26)
como CyoX,1 € uma porta NOT controlada que age somente se o qubit ag estiver no

estado |1) entao

o (01U1]2)8" =, (0|Ca0Xa1Cor Ry (—210)|2) = cos Oy — zsin by = f1(2) (4.27)

o que completa o primeiro passo da demonstragao. Agora passamos para O passo
recursivo.

Aqui, a tnica hipétese é que ,(0|Ux_1|2)®¢ = fi_1(2), entdo, diferete do primeiro
passo onde a projecao de |2)®¢ no subespago Hyo 1y era conhecido, dessa vez a projegao

de Up,_1|2)®? ¢ igual a
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Fr=1(2)|0)%" + By 0)]1) (4.28)

onde Bjy_1 é um valor real desconhecido. Vamos aplicar C’aoXakC_’akRy(—Qﬁk_l)ao no
estado Uy_1]2)®? para obter o estado Uy|2)®¢. Da Equacao 4.28:

a

a<O|Uk|z)f’d = fr_1(2)cosVp_1 — Br_1sinv_1 (4.29)

Para provar o Teorema, Bj,_; tem que ser igual a z* j& que fi(2) = fr_1(2) cos¥p_1 —
2Fsind,_;. O propésito do segundo passo da prova pode ser alcancado provando somente
que By, = 2"Vk = 1,...,d. Isso ja estd provado para k = 0 porque (2! — 1]|2)7¢ = 2
como demonstrado acima. Agora vamos provar que B;_; = z* para k = 1 enquanto que
para k > 1 a prova segue recursivamente.

O estado [2¢ — 1) é um estado da base computacional H®?. Escrevendo este estado
na forma bindria ficamos com |S;_1S4-2...5) onde S; = 1 de j =0 até j =i —1
e 0 caso contrario. Como dito anteriormente o operador ¢,, R,(—20y),, age no estado
|Sq_1S4-2...Sy) onde S; = 0, portanto, nao age no estado [2° —1)Vi > 1. Ao inv’s disso,
o operador Cyy X, age no estado [Sg_154—2...Sp) onde sy = 1 e aplica uma operagdo NOT
no bit s;. Isso significa que o estado |2/ — 1) se torna |2° — 1 — 2)Vi > 1. Entao, jd que
(20 —1]2) = 2¢, gracas ao Uy () = CayXa,Coy Ry(—200)a, entao (28 — 1 —2|U4|2),&d = 22

e B, = z2. Agora procedemos para a parte recursiva k& > 1 assumindo que

k—1
(20 —1=)  2"Up1 (9 0)]2) = 2 (4.30)
h=1

onde d > i > k. O estado |2/ —1—27_1 2") escrito de forma bindria é | Sy 1545 . .. So)
onde S; = 1dej=0até j =¢—1e 0 caso contrario. Em particular, para ¢ = k,
20 — 1 — 3071 ok) = 10...01) e portanto o(1|Us_1|2)8¢ = 2¢ que significa que By, =
2%, A recursdo consiste em provar que (20 — 1 — ¥V 4]2)90 = 2 a partir da
suposicio na Equacio 4.30. Comecando pelo estado Uj_1]2)®? e aplicamos na trans-
formacio CuoXarCorRy(—20k_1)a0. A transformacio CuiR,(—295-1)s0 age no estado
|S4-1S42...5y) onde Sp = 0, portanto, nao age no estado |2 — 1 — i;i 2MVYi > k.
Em vez disso C,oX,4, é uma transformacao bit-flip que atua no estado |Sg_1S54-2 .. .So)

somente se Sy = 1 e aplica operagoes NOT no qubit Sy, entao
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k-1 k—1
CaoXar|2' =1 =) 2"y =20 —1-) "2h) (4.31)
h=1 h=1
isso significa que
k—1
(2= 1= 2"Ui(Vg-1)|2) = 2 (4.32)
h=1
parad > i > ke, em particular, parai = k+1,, (1|Uy_1]2)%? = 2* portanto B, = k*1.
Este resultado final prova que By = 2**'Vk =0,...,d — 1, entdo
a<1|Uk_1‘Z>;®d = fk_1<2) COS ﬁk—l - Bk—l sinﬁk_l = fk<2) (433)

A segunda etapa esta do teorema esta concluida e, assim, a prova do teorema.
Na Figura 4-a, S, é a sub-rotina que atinge o segundo passo do algoritmo perceptron,

a composicao da expansao polinomial em z, e é igual a Ud(ﬁdil). [41]
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Figura 4: Circuito quantico de um perceptron de uma camada baseado em qubits em dois

casos diferentes. (a) O circuito quantico que retorna o estado ]\IJ‘}(I)) codifica o valor f4(2)
como indicado pelos Teoremas 1 e 2 . Em um contexto mais geral, fy(z) é o valor de saida
de um neurdnio de uma camada oculta de rede neural profunda, pois nenhuma medigao
é necessaria quando a informacao é enviada para a préxima camada. As sub-rotinas .S,
e S, sao descritos nas caixas superiores, onde o caso geral de S, é mostrado, e na caixa
inferior, respectivamente. Neste ultimo, mostra-se um caso particular em d=9. Tal valor
corresponde a ordem maxima de d=9 da expansao polinomial utilizada para aproximar
as fungoes de ativagao tanh, sigmoid e seno. (b) Um circuito quantico completo de um
perceptron de uma camada baseado em qubit é mostrado. Nesse caso, realizando as
medicoes de todos os qubits e calculando a média apds muitas repeticoes do circuito, é
possivel estimar a saida y, do perceptron de uma camada

A transformacao S, = Uy;® X®" aplicada a |1)?) retorna um estado com probabilidade
de amplitude associada a |0),|0), igual a 27 f4(z). Vamos denotar tal estado quantico
final de (n + d)-qubits como |\I/;lc(z)>. A Equacao 4.21 define f4(z) como um polinomio
de grau d com coeficientes dependendo dos d angulos 0,k = 0,...,d — 1. A partir de
Teorema 2, segue-se um Corolario que mostra como definir tais angulos a fim de aproximar

uma funcao de ativagao analitica arbitraria f(z) por fy(z).
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Colorario 2 Seja f uma funcao analitica real durante um intervalo compacto 1. Se
fd é o membro superior da familia de polinomias definida no Teorema 2, na Equacao
4.21 entao os angulos O,k = 0,...,d — 1 podem ser escolhidos de tal forma que f4(2)
coincide com a d-ésima ordem da expansao de Taylor f(z) em torno de z = 0, até um
fator constante Cy que depende de f e da ordem d como

d—1

Cq = ay H(COS 0;)7", (4.34)

onde a; = %

f#)(0) é o primeiro coeficiente ndo-zero da expansio e f*) o k-ésimo
derivativo de f.

Prova: Vamos denotar com Ty(z) a expansao truncada da série polinomial de uma
fungao analitica f na ordem d expressa por Ty(z) = Z?:o a;z".

Seja f uma funcao analitica entao existe um k, onde 0 < k < d e a; = 0Vi < k, de tal

forma que, fatorando ax, Ty(2) resultada em

d—1
a; + 1 .
Td(Z) = a/k[Zk + Z a—kZH_l] (435)
i=k

Vamos considerar o valor f;(z), definido pela Equagao 4.21. Se cos6; # 0Vi =

k,...,d =1 et = —% caso contrdrio, entao, fatorizando qualquer cos@; # 0, pode

Ser exXpresso por

fa(z) = Aa[2" + ) taLLeiziﬂ] (4.36)
P

—1 ~ . .
onde A;, = H;:k cos f;. Vamos escolher os angulos ¢; para satisfazer a equidade

Ta(z) = 5—Jfa(2) (4.37)

Portanto, equalizando termo por termo em poderes de z, a equacao resultante para

1>k é
Ait1
0; = arctan(——— Agu) (4.38)
ag
Como os valores A;, dependem dos angulos 0, ..., 0; 1 entao os angulos 6; por sua

vez, dependem deles. Significa que o cdlculo de todos os angulos deve ser ordenado de 6,
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a 04_1. A partir dessa definicao dos angulos #;, onde i = 0,...,d — 1, a Equacao 4.42 estd
satisfeita. Portanto fy(z) é igual a expansao de série de Taylor de f(z) na ordem d menos
do que um fator constante Cy

ay ay

Cy= = 4.39
T A Hj;,i cos b, (4.39)

Seu valor é constante enquanto z muda, e depende dos coeficientes a; da expansao

Taylor da funcao f onde i =k, ..., d. [41]

4.5 Calculo Inicial

Para realizar o desenvolvimento do algoritmo proposto, comegamos com o calculo
das varidveis A, e A, ; descritas no Lema 1. Pela definicao dada na prova do Lema,
temos que U, 0y = Uy puwp = N — 1, substituindo 9, e ¥, por (Z, 1, A;,0) e (@W,b,0, Ayp),

respectivamente, temos

sz + {Io, RN ,.%Nm,l}Q + AI<2{SL’0, Ce ,I‘Ninfl} + 2)—|—
(4.40)

+2{£L‘0,...,.’13Nm,1} +1= N’LTL —1

Aw7b2 + {U)o, .. ’wNin_1}2 + Awyb(2{w0, e 7wNm—1} + 2)+ (4 41)

+ b2 + 2b({w0, c. 7wNm—1}) = Nm -1

podemos ver que sao duas equacoes de segundo grau e podemos usar a formula de
Bhaskara para achar as raizes dessas equagoes e calcular os valores de A, e A, ;. Reorga-
nizando as equagoes, obtemos os termos a, b e ¢ da formula de Bhaskara para cada uma
delas, a, = 1, b, = 2(xg, ..., xN,, ) +2 € co = (0, ..., 2N, )2+ 2(T0, ..., TN, ) +2 — Ny €
Awp =1, byp = 2(wo, ..., wn,, )+2be cyp = b*+ (20, . .., TN, )2 +2b(20, - . ., N, ) +1— N
Podemos ver que as varidveis A, e A, s6 dependem dos valores dos vetores Z,w e do
viés b.

Com o valor das varidveis podemos construir nossos vetores de entrada v, = (Z, 1, A;, 0)
e peso Uy, = (W, 0,0, Ayyp) onde o 0 representa a quantidade de 0’s para que o tamanho
do vetor seja igual a NV onde N = 2" com N > N;, + 3 e n sendo a quantidade de qubits
do circuito.

Tendo definido os vetores de entradas e pesos, o préximo passo € a construcao do cir-

cuito quantico para obter os estados iniciais |¥,) e |, ;). O algoritmo realmente comeca



36

a partir do estado alvo |¥,) e constréi uma transformagao unitéria que o evolui de volta
para |0). O circuito de inicializagao é, portanto, o inverso disso. Para transformar |¥,) em
|0), pode-se proceder recursivamente desembaragando um qubit de cada vez. Considere

primeiro o qubit gg menos significativo no registrador. Exploramos o seguinte teorema

em [31]

Teorema 3: Dado um registrador ¢ de n qubits num estado arbitrario V) € H2",
existe um conjunto de angulos {6;,1;,7 =0,1,..., N, N = 2"~ '} tal que o bloco-diagonal

da matriz unitaria

Un({0;}, {t)5}) = @15 Ry(—0;) R.(—1y) (4.42)

trasnforma [¢/) no produto direto [¢') ® |0), onde [¢)') € HF". Fica claro que existe
outro conjunto de angulos {0}, j = 0,1,...,N',N' = 2711 e transformacao unitdria
Un-1({05},{¢j}) que podem ser encontrados para desemaranhar g; e resultar num estado
de forma |¢"") ® |00). O procedimento é entao repetido até que todos os qubits sejam de-
sembaragados e o estado do qubit g,, mais significativo seja girado para |0), eventualmente

gerando o estado |0)®™. Ao todo, precisamos de n conjuntos de angulos da forma

{0;m,Vjm, j=0,...,2"™ 1 -1 m=0,1,...,n— 1} (4.43)

com os operadores associados

Un,m({ej,mv @ijym}) = Un—m({gjﬂm ¢j,m}) ® em (4-44)

onde a definicao da transformacao U,,_,, é dada pela Equacao 4.42.

Portanto, o inverso do produto do operador

n

Hn({05m: sm}) = 1T Unin-m{8ims jm}) (4.45)

inicializa um registrador de n qubits para o estado |¢,), uma vez que uma fase de
pré-processamento é executada para calcular os angulos ({0, ;. }) a partir do vetor
v. Para o caso de dados quanticos, os angulos das esferas de Bloch dos qubits ja sao

fornecidos, portanto, nao é necessaria uma fase de pré-processamento para calcula-los.
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Se U = (vg, vy, ...,vn-1) € um vetor real como no caso dos vetores U, e ¥, descritos

no Teorema 1 em 77, entdo a matriz unitdria p(v ) que transforma |0)®™ em [¢,) pode ser
fatorada em duas matrizes de acordo com

(@) = Pha(8) 16}, ({05m, jom = 0})

(4.46)
onde, como f1},({0;m, ¥jm = 0})[0)*™ = [t),),
N-1
5 ({Bsm Vjam = OP[0)®" = [¢bo) = D Jui) i) (4.47)
=0
€
N—
Do) = Z = |¢) (4.48)
i=0 ’

¢ a transformacao diagonal que introduz os sinais negativos corretos dos coeficientes v;

A transformacao uf ({6m,vjm = 0}) depende somente no conjunto de angulos {6;,,}

e, considerando a Equagao 4.45 com v;,, = 0 para todos os pares j,

n—1

(s s = 03) = | [ 16525 Ry (030) © 1507

m=0

(4.49)

Vamos ver como computamos esses angulos. Reescrevendo o estado |13, ) como

N
Yo

Ye,.) = Z 1) @ (Jv2il|0) + Jvaipa||1) = Z 1) @ ([viol|0) + [var[[1) (4.50)

Resumidamente, os indices 2¢ e 2¢ 4 1 sao substituidos por 75 e 1:,V2 = 0,1, ..., % —1.
Vamos mostrar como os angulos {6;,,} sao calculados pelos coeficientes |v;]

Como primeiro passo, vamos encontrar o relacionamento entre {6,,,} e os coeficientes

|v;|. Pelo Teorema 3 em 7?7, como os coeficientes |v;| possuem uma fase nula, um tem o
operador

Up = @' Ry(—6;) (4.51)



transforma o estado |¢z) num estado separado. Definindo um estado

N
N

p) =Y pili) € HEY

1=0
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(4.52)

tal que Uy, |Ygz+) = |p)|0) entdo, como cada rotagdo R,(—6;) é definida no subespago

H; = {|i) ®10), |i)|1), obtemos & equagdes para os angulos {60}

Ry(~0:)
COS % sin % |vg, | 1
i O o; M
—sin 3 cos 3 |vg, | 0

O sistema de equagoes correspondente é:

|vio| cos EZ + |vi1 | siné = p;

0; i
—|vyo] sinE + |vi1 cos o = 0

Usando a segunda equagao do sistema é possivel obter os angulos ; no caso de v;y # 0.

Hi %
—|’UZ'0’ Sin§ + ’U1'1| COSE =0

|Uz'1|
|vio|

= 0, = 2arctan

Se v;p = 0 podemos facilmente tomar ¢; = m porque desta forma a matriz R, permite

transformar o estado 1) em |0).

Uma vez obtidos os angulos como acima, temos que calcular explicitamente p; para

iterar o algoritmo para separar o proximo qubit no registrador. Para fazer isso, a primeira

equacao do sistema acima ¢ usada:

0; . o 0;
= (|vi0|2 cos’ 2 + |vi1|2 sin? 5)%

(4.53)
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Portanto, os valores p; sao definidos positivamente.

Agora precisamos de um operador U,,_; para separar o qubit menos significativo no
estado de (n — 1)-qubits |p). Para encontrar os angulos apropriados para construir o
operador U,,_; repetimos o célculo da equagao matricial acima com o coeficiente do estado

|p) tomado dois a dois como o coeficiente vy e v;1.

N
N

p) =D ) ® (piol0) + pi|1)) (4.54)

i=0

Definindo um estado |a) € H®™2 tal que U, 1({0;1})|p) = |a)|0), é possivel en-
contrar a relagao entre 6;; e os coeficientes p;o e p;; e itere o célculo para encontrar todos
os angulos {6; ,, }Vi, m.

Na construcao da transformacao que codifica os valores reais das entradas e pesos nos
estados iniciais do circuito |¥,) e |V, ), precisamos primeiro calcular quantos serao os
angulos necessarios para a codificacao e quais seus valores. No caso da inicializagao de um
estado com 3 qubits, 7 angulos vao ser necessarios. De fato, um estado quantico arbitrario
de 3 qubits é uma superposicao de 2% autoestados, entao 8 é o nimero das amplitudes,
mas como o estado deve respeitar a restricao de unitaridade, precisamos apenas de 7

parametros independentes para defini-la. Vamos considerar o estado arbitrario de 3 qubits

Vs) = Z 1) © (io]0) + vn|1)) (4.55)

S 8
v = (U007U017010,U11,U2070217U307U31) eN

com ¢ sendo um vetor real, a transformacao u(v), tal que u(7)]0)%3 = |¢z) é
3
u(®) = Phy(0) s ({{85m}, {psm = 0}}) = PRY@) [ ed1n ({65}, {03) (4.56)
m=0

por fim a equagao destrinchada fica igual a

(@) = PR@) s ({0501 b ({85, 1)1} ({6;2)) (4.57)

Como temos 4 pares (v;0,v;1) 0 operador Us depende de 4 angulos, U, depende de 2
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angulos e U; de um tnico angulo. Para simplificar a notagao, vamos reescrever o conjunto

de angulos {00} como {6y, 0;, 02,05}, o conjunto {6} como {64,605} e {02} como {6s}.

4.6 Algoritmo desenvolvido

A implementacao do algortimo para a inicializacao dos estados segue:

Algorithm 1 Inicializacao do estado quantico

n < len(reg,)
deltas_list + lista de angulos 6;
init_circuit <— circuito quantico
init_reg < registrador quantico(n)
for deltas in deltas_list do
for j =0 to len(deltas) do
if len(deltas) == 1 then
init_circuit < R, (d[j], init_reg[0])
else if len(deltas) == 2 then
init_circuit <— R, (d[j]/2, init_reg[0])
init_circuit <— CX(init_reg[1], init_reg[0])
else
init_circuit <— R, (d[j]/4, init_reg[0])
if j mod 2 == 0 then
init_circuit <— CX(init_reg[1], init_reg[0])
else
init_circuit <— CX(init_reg[1], init_reg[0])
init_circuit <— CX(init_reg[2], init_reg[0])
end if
end if
end for
end for
return circuit

Para desenvolver a transformagao Ph!(7) descrita na Equagdo 4.48, fizemos uma
adaptacao do algoritmo descrito pelos autores do artigo com a finalidade de simplificar
sua implementacio. Como mostrado, Phl(¥) é uma matriz diagonal com termos 1 e
-1. Os autores utilizaram um método baseado em hipergrafos quéanticos [40], enquanto
nosso desenvolvimento se baseia na transformacao de uma matriz unitaria gerada a partir
dos vetores de enradas e pesos classicamente com a ajuda de um método da biblioteca
qiskit, que cria uma porta légica quantica a partir de uma matriz unitaria qualquer. A
implementacio dos autores considera um estado de n qubits [+)€", onde v/2|+) = [0)+]|1),

e o estado do hipergrafo quantico que corresponde ao hipergrafo G < n = {V, E'}, onde
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V é o conjunto de n vertices e E é o conjunto de hiper-arestar para qualquer ordem de k

=1até k =n.

Algorithm 2 Implementacao do operador Ph! (7))

v 4— vetor que serd a matriz diagonal
g-input <— qubits do registrador ¢
circuit <— circuito quantico
vector_mod < lista vazia
Ph <« lista vazia
for i = 0 to len(v) do
if v[i] == 0 then
inserir 1 em vector_mod
else
inserir ‘z—% em vector_mod
end if
end for
Ph «+ numpy.diag(vector_mod)
circuit < circuit.unitary(Ph, q_input)
retrun circuit

No Algoritmo 2, criamos uma matriz diagonal com termos {—1, 1} a partir dos valores
nos vetores de entradas e pesos, de tal forma que preservamos somente os sinais desses
valores.

O préximo passo € a implementacao da transformagao S, descrita na Equacgao 4.9.
Primeiro aplicando uma funcao que constroi uma porta Pauli X multi-controlada, ma-
keCH, onde os qubits de controle sao os de entrada e o target varia pela quantidade de
qubits no registrador auxiliar. Em seguida, aplicamos portas PAuli X controlada entre os
qubits auxiliares e os qubits de entrada como targets. Depois acrescentamos no circuito
as transformacoes de inicializacao dos estados quanticos. Por fim, aplicamos portas Pauli
X nos qubits de entrada. Esta transformagao, S,, leva o circuito do estado [0)$¢]0)&"

para o estado |¥9).

Agora precisamos do calculo das aproximagoes da série de Taylor das fungoes de
ativagao que queremos testar e dos angulos que vao carregar essa informacao para os
estados quanticos. Chegando neste ponto tivemos alguns problemas no desenvolvimento
do algoritmo por conta de alguns calculos dibios durante a anélise do artigo. Primeiro
vamos destrinchar a Equacao 4.38. No calculo da varidavel Ay, existe uma inconsistencia do

produtério onde os valores da iteracao decrescem, por conta disso resolvi utilizar valores
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Algorithm 3 Implementacao da transformacao .S,

circuit <— circuito quantico
g-input < qubits do registrador ¢
g.aux <— qubits do registrador a
v_x < vetor de entradas
v_w < vetor de pesos
deltas x <— angulos para as entradas
deltas_-w <— angulos para os pesos
n < len(q_input) — 1
m < len(q.auz) — 1
u_input, u_weigth <— circuito depois da aplicagao do algoritmo de inicializacao nas
entradas e pesos
cU Zinput = u_input.control(1)
cU _weigth = u_input.control(1) > transformacoes controladas
fori=0ton+1do
for j=0tom+1do
makeCH (circuit, q-input, ch_aux, q_aux][j]) > porta Hadammard controlada
for k£ in g_input do
circuit.cx(q_auxlj], k)

end for

circuit.append(cU_input, [q_aux[j],0,1,2])

phx_gate, phw_gate = createPhGate(circuit, q-input, v_x, v_w)

circuit.append(cU_weigth, [q-aux[j],0,1,2])

for k in ginput do

circuit.x(k)
end for
end for

end for
return circuit
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fixos para d e k tal que, kK = d—1. A outra incosntancia, encontrei na Equancao 4.38, que
depende da variavel Ag. Para iniciarmos a recursao que define o angulo 6; da Equagao
4.38 precisamos do case baso para 6y que nao é explicitada no decorrer do artigo. Entao
eu adotei um range de valores de 7/8 até 4w para avaliar os resultados e definir a melhor

métrica. O algoritmo desenvolvido para essa parte foi o seguinte:

Algorithm 4 Implementacao da transformacao S,

g-aux <— qubits do registrador a
angles <— angulos para rotacao dos qubits
n < qunatidade de qubits do registrados a
qc < circuito quantico temporario
for i =1tondo
for j = 0 to len(angles) do
if j ==k —1 then
qec.cry((—2 *x angles|j]), q-aux[k], qg_auzx]0])
qec.cx(g-auzxlk], g-auz|0])
end if
end for
end for
qc < qc.to_gate()
qc < ge.control(1)
return qc

Juntando todos esse algoritmos anteriores, a criagao do circuito completo é feita por
uma funcao, create_circuit, que recebe como parametros o vetor de entradas, vetor de
pesos, viés da funcao, funcao analitica e a ordem para aproximacao. Dois vetores sao
definidos para guardar os angulos de rotacao necessarioa para realizar a inicializacao dos
estados. Definimos os valores dos vetores que serao passados como amplitude do estado
quantico inicial. Criamos o circuito com todos os registradores que farao a computacao
da aproximacao. Agora que temos os angulos necessarios e o circuito criado comegamos
a computacao fazendo uma porta controlada x entre os qubits de entrada e o qubit do
registrador 'I’, controlado por 'I’. Aplicamos a transformacao S, ao circuito, que inclui, a
incializacao dos estados e o preparo do circuito, em seguida, aplicamos a transformacao S,
com os angulos de rotacao calculados a partir da expancao da Série de Taylor da funcao
analitica escolhida, mais uma porta x controlada entres os qubits de entradas e 'l’, dessa
vez controlada pelos qubits de entrada. Por fim aplicamos uma medi¢ao em todos os
qubits que particparam da computagao para extrair a probabilidade de todos os qubits

serem |0).
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Algorithm 5 Criagao do circuito quantico completo

input_vector, weight_vector, bias<— vetores de entradas, pesos e bias da fungao
function < funcao de ativacao que queremos aproximar
order < ordem da série de Taylor
delt_x, delt_w < listas vazias para angulos da inicializa¢ao dos estados
VX, v.w = create_vectors(input_vector, weight_vector, bias)
n_in = int(math.log(len(v_x)+1, 2))
n_aux = order
thetas_x = split_angles(generate_thetas_initial(v_x, len(input_vector))
thetas_w = split_angles(generate_thetas_initial(v_w, len(weight vector))
for i = 0 to len(thetas_x do
deltas_x = generate_deltas(thetas_z[i], delt_x)
deltas_w = generate_deltas(thetas_wli], delt_w)
end for
deltas_x = split_angles(deltas_z, len(input_vectgor))
deltas_x = deltas,[:: —1]
deltas_w = split_angles(deltas_w, len(weight vectgor))
circuit = QuantumCricuit(name =" init’)
number_classical _output = n_in + n_aux + 1
q_input = QuantumRegister(n_in, ¢')
q-aur = QuantumRegister(n_aux, a)
aur = QuantumRegister(n_in + 1, ch’)
| = QuantumRegister(1,l')
c_output_input = Classical Register(n_in,’ ¢;nput’)
c_output_aux = Classical Register(n_auz,’ c_aux’)
coutput_| = Classical Register(1, c1")
circuit.add_register(register)
circuit.h(l)
for i in g_input do
circuit.cx(i, 1)
end for
create_v_gate(circuit, q_input, q_aux, v_x, v_w, deltas_x, deltas_w)
maclaurin_angles = calculate_thetas_maclaurin(function, order)
circuit.append(u_gate(q-aux, maclaurin_amgges), [1[0], q-aux[:]])
for i in q_input do
circuit.cx(l, i)
end for
circuit.h(1)
circuit.measure(q_input, c_output_input)
circuit.measure(q-aux, c_output_aux)
circuit.measure(l, c_output_l)
return circuit
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4.7 Computagao da Amplitude do Estado

Para resumir, o circuito quantico definido até agora emprega n 4+ d qubits e executa
duas transformaces: a primeira envia o estado [0)2¢|0)5™ para [U¢), como consequéncia
do Teorema 1, enquanto a segunda é S, ® X®" que devolve um estado tendo 2742 f,(z2)
como probabilidade da amplitude correspondente ao estado |0),]|0),. Uma propriedade
importante desse circuito quantico, que é mostrada na Figura 4-a é que ele codifica o
valor f4(2), que é nao linear em relacao aos valores de entrada Z, em um estado quantico
|\11;f(z)>. De fato, em um contexto genérico, o circuito quantico na Figura 4-a pode ser
integrado em um circuito para uma rede neural multicamada baseada em qubit. Nesse
contexto, o valor fy(z) corresponde ao valor de saida de um neurénio oculto. A liberdade
deixada pela funcao de ativagao nao ser destruida torna possivel construir uma rede neural
profunda baseada em qubit. Cada nova camada recebe estados quanticos, como o estado
preparado para entrar na rede na primeira camada. Como ultimo resultado, os autores
mostram explicitamente como operar a tltima camada da rede, focando no caso de um
perceptron de uma camada.

Enquanto o circuito da Figura 4-a retorna um estado que tem o valor 2-%2 fa(2)
codificado como uma amplitude de probabilidade, o circuito da Figura 4-b permite estimar
tal amplitude. Ele implementa uma versao baseada em qubit de um perceptron de uma
camada. Qualquer algoritmo quantico termina extraindo informagoes do estado quantico
dos qubits por meio de operacgoes de medicao. Aplicando as operacoes de medicao aos
qubits do circuito da Figura 3-a permite estimar apenas a probabilidade de medir um
determinado estado quantico, mas a partir da probabilidade nao é possivel calcular a
amplitude inerente. De fato, a probabilidade é o médulo quadrado da amplitude, portanto,
nao preserva a informacao sobre o fator de fase (o sinal para valores reais) da amplitude.
Para atingir tal objetivo um método simples consiste em definir um circuito quantico que
retorna um estado quantico com um valor %(1 +27%2f,(2)) armazenado como amplitude
de probabilidade, tarefa operada pelo circuito da Figura 4-b.

Tal circuito quantico opera em um registrador [ de um unico qubit, além dos registra-
dores g e a, e retorna a probabilidade 1|1427%2 f;(z)|? para observar o estado |0);[0),|0),.
Vamos agora nos concentrar em tal circuito dedicado a estimativa da saida do perceptron.
Vamos considerar um estado de n qubits |¥) com amplitudes reais e um operador unitério

U tal que U|0)®" = |¥). Para estimar a amplitude (0|¥), onde |0) = |0)®", um algoritmo
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de trés etapas pode ser definido para atingir o objetivo. O algoritmo prevé o uso de (n+1)
qubits, n dos quais armazenar |¥) rotulado com ¢ e um qubit adicional [. Os referidos trés
passos consistem numa porta Hadamard em [, a transformacao U aplicada aos qubits do
registardor ¢ e controlada por [ outra porta Hadamard em [ De fato, a partir do estado,
apds o primeiro portdao Hadamard, o estado (n + 1) qubits se torna \%(\O) + [1))|0)®™.
Com a transformacao controlada-U o estado se torna \%(!0}\1)@” +[1)|¥)) e, com a
tltima porta Hadamard, 1[|0)(]0)®"+|¥))[1)(]0)*"—|¥))]. ApSs uma medi¢ao de n+1 qu-
bits, a probabilidade de medir o estado [0),]0))¢®™ é Py = 1|1+ (0|W)[%. Apés a estimativa
de Py a amplitude (0|¥) é alcangavel invertendo a férmula, portanto (0|¥) = 2¢/Py — 1.
O quadrado do médulo ¢ invertivel nesse caso porque [(0|¥) < 1. Vamos aplicar esse
método de estimativa de amplitude no caso do perceptron quantico. O circuito quantico,
exposto nas secoes anteriores e mostrado na Figura 4-a, aplicado em dois registradores
qubit ¢ e a, cada um inicializado no estado |0), ele retorna um estado de (n + d) qu-
bits |\I/;f(z)). O circuito é resumido como uma série de portas X aplicadas nos qubits no
registrador ¢, a subrotina S, aplicada nos dois registradores seguida por S, aplicada no re-
gistrador a e outra série de portas X aplicadas nos qubits no registrador g. O circuito fica
X®ng,8,X%m0)24)0)®" = |\I/§f(z)>. Portanto, para estimar q(—|a<0]\11?(z)) =272f,(2), va-
mos aplicar o algoritmo de estimativa de amplitude descrito acima onde a transformagcao
U é X®"S,5,X%" e, por sua vez, o estado |¥) é o estado \\I’>‘}d(z). Portanto, apds uma

medicao em todos os qubits, a probabilidade de obter o estado [0),]0)$?/0)2™ ¢

1
Py = Z'l + 272 f,(2)? (4.58)

A partir da estimativa de Py é possivel calcular uma estimativa de 2742 f;(2). Resu-
mindo, o circuito, que permite estimar a amplitude 2=%2 f;(z), é H;C;(X®"S,S,X®")H,
com uma medi¢ao para cada qubit nos registradores ¢, a e [ respectivamente. Observe
que tal circuito quantico é parcialmente diferente em relacao ao circuito na Figura 4-b.
A partir da Figura 4-b, a subrotina S, nao é controlada por [. De fato, a subrotina S, é
construida tal que S,]0)®?|0)®" = |0)®?|0)®". Portanto, o circuito H;C;(X**S,S,X*")H,
e H,Cy(X®"S,)S,C)(X®")H, permite alcangar o mesmo propdésito de construir um estado
com P, como probabilidade de obter o estado apds uma medigao para cada qubits.

Observamos que os teoremas 1 e 2 implicam que um estado quantico com 25" fa(z) <1

como coeficiente de superposigao existe e, uma vez que qualquer estado quantico |¥) é
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normalizado entao Q%dfd(z) < 1. De tais resultados, definindo Py = |1 + Q%dfd(z)|2 é
possivel reverter a equacao para encontrar fy(z), uma vez dada a probabilidade Fj.
Portanto, o algoritmo do perceptron quantico consiste em uma estimativa da probabi-
lidade Py viavel com um ntmero de operacoes de medicao de todos os qubits. O erro sobre
a estimativa de P, depende do nimero de amostras. A saida resultante do perceptron

baseado em qubit é escrita

yg =22 (2VP —1)Cy (4.59)

onde P ¢ a estimativa de PO e Cd ¢ definido na Equagao 4.45. Portanto y, fornece a
estimativa do valor f;(z), que é a expansao polinomial da fungao de ativagao f na ordem
d. Uma vez que a estimativa de Fy ¢ obtida por uma computagao quantica, o valor y, ¢
derivado de uma computacao cldssica. A estimativa de Py é dada por P =m/S onde S é
o nimero total das medicoes de |0)(0]; ® |0)(0], ® |0)(0], e m é o ntimero dessas medidas

que retornam 1 como resultado.



48

5 RESULTADOS

Os resultados foram obtidos da seguinte forma: foi criada uma fungao para extrair o
célculo da probabilidade F, definida na Equacao 4.58, e o valor de saida y, definido na
Equacao 4.59. Em seguida, iteramos sobre a funcao definida a partir do mesmo conjunto
de entradas e pesos alterando somente o primeiro valor do vetor de entradas, para gerar o
célculo do produto interno dentro do intervalo [-10,10]. Adotei o intervalo [-10, 10] porqué
foi mais facil de visualizar as nuances dos graficos.

Os resultados obtidos a partir do circuito contruido nao foram satisfatorios. Por conta
de algumas informagoes nao explicitadas no artigo, tomei a liberdade para testar o circuito
com angulos diferentes, que serviram como base para o célculo da Equacao 4.38. O range
de angulos escolhido foi de —m/2 até 7/2, a escolha desses angulos foi aleatéria justamente
por conta da falta de coeréncia no céalculo desse angulo inicial descrita pelos autores e o
range foi feito a partir do angulo definido na Equagao 4.21 do Teorema 2.

As funcoes de ativacao usadas para os testes foram a sigmédide e a seno por serem
mais popularmente usadas como funcgoes de ativacao. Para avaliar métricamente o valor
da saida, pagmos a distancia Euclidiana entre todos os pontos da funcao observada e
todos os valores de sdida do neurdnio para calcular a média dessas distancias. Avaliamos

essa média em relagao a distancia ideal de aproximacao, 0.
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Sigmoadide

Para a fungao sigmoéide, a configuracao de teste que trouxe melhor resultado foi com
a ordem de aproximagao igual a 5, angulo inicial igual a m/2 e 100 interagdes para o
conjunto de entradas [-1, 0, 0, 0] e pesos [1, 0, 0, 0] com bias igual a 0.01 e range de
[-10,10]. Além disso, os autores do artigo ndo utilizam o produto interno z para avaliar o
circuito, eles utilizam um multiplo desse valor, 4z.

Nos testes subsequentes, notei que alterar o angulo inicial do calculo da Equagao 4.38
nao faz muita diferenca na saida do neuronio quantico. Os parametros que mais afetam
o output da rede sao os valores dos vetores de entradas ¢ e pesos w junto com a ordem
da aproximagao d. Com isso, os graficos a seguir mostam os resultados dos testes feitos,

alterando somente a ordem de aproximcao d, com d = 3, d =5 e d = 7, respectivamente.

Aproximacao Funcoes de Ativacao

Saida do Circuito

-2

——— e —

T T T T T T T T T
=100 =7.5 =5.0 =2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Produto Interno

Figura 5: Relagao entre a saida do circuito quantico (¢) com o valor do produto interno
(4z) entre os vetores de entradas e pesos. d = 3. Média da distancia Euclidiana igual a
4.67
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Aproximacao Fungdes de Ativagao Sigmoide

4.0 1

3.5 1

3.0 A

2.5 1

2.0 A

Saida do Circuito

1.5~

1.0

0.5 1

0.0 1

T T T T
-10.0 -7.5 =5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 1.5 10.0
Produto Interno (4z)

Figura 6: Relagao entre a saida do circuito quantico (¢) com o valor do produto interno
(4z) entre os vetores de entradas e pesos. d = 5. Média da distancia Euclidiana igual a
10.60

Aproximacao Fungdes de Ativacao Sigmoide

Saida do Circuito

NA M_

T T T T
-10.0 7.5 —5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 1.5 10.0
Produto Interno (4z)

Figura 7: Relagao entre a saida do circuito quantico (¢) com o valor do produto interno
(4z) entre os vetores de entradas e pesos. d = 7. Média da distancia Euclidiana igual a
22.55

Seno



o1

Para a funcao seno, a configuracao de teste que trouxe melhor resultado foi com a
ordem de aproximacao igual a 5, angulo inicial igual a —7/4 e 100 interagdes para o
conjunto de entradas [-1, 0, 0, 0] e pesos [1, 0, 0, 0] com bias igual a 0.01 e range de
[-10,10]. O produto interno utilizado para testar a fungao seno foi 4z.

Da mesma forma que a sigmoide, alterar o angulo base para o cédlculo da Equacao
4.38 nao muda drasticamente a saida do perceptron, o que faz ter uma divergéncia maior

nos resultados sao os valores de entradas e pesos.

Aproximacgao Funcoes de Ativagao Seno

1.5+

Saida do Circuito

T T T

-100 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Produto Interno (4z)

Figura 8: Relagao entre a saida do circuito quantico (¢) com o valor do produto interno
(4z) entre os vetores de entradas e pesos. d = 3. Média da distancia Euclidiana igual a
9.34
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Aproximacao Funcées de Ativagao Seno

Saida do Circuito

-4 MAA

T T T T T T T T T
-10.0 -=7.5 -=5.0 —-2.5 0.0 2.5 5.0 1.5 10.0
Produto Interno (4z)

Figura 9: Relagao entre a saida do circuito quantico (¢) com o valor do produto interno
(4z) entre os vetores de entradas e pesos. d = 5. Média da distancia Euclidiana igual a
21.19

Aproximacao Funcdes de Ativacao Seno

Saida do Circuito

T T T T T T T T T
-10.0 -=7.5 -=5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Produto Interno (4z)

Figura 10: Relacao entre a saida do circuito quantico () com o valor do produto interno
(4z) entre os vetores de entradas e pesos. d = 7. Média da distancia Euclidiana igual a
45.06
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5.1 Discussao

Podemos ver que a aproximacao nao é feita corretamente ao longo da funcao. Existem
alguns fatores que podem ter interferido no resultado. Um deles é a definicao fornecida
do operador Ph, que no artigo definem como um estado contruido a partir de hipergra-
fos [40] mas nao consegui seguir a mesma implementagao e utilizei uma corregao classica
para tentar simular o mesmo comportamento. Outro fator ja explicitado antes é a falta
de coeréncia no célculo do angulo definido na Equacao 4.38, que mesmo os testes mos-
trando que alterar esse angulo nao faz tanta diferenca no circuito proposto, essa falta de
interferéncia pode ser justamente por conta dos cédlculos inconclusivos.

Na funcao sigmoéide, apesar da saida do neuronio divergir da funcao real, podemos
notar que o resultado tem algumas similaridades interessantes, como a diferenciagao da
curva em torno do ponto 0 do produto interno, que indica uma mudanga brusca no estado
da rede e a constancia da curva ao se distanciar do ponto 0, similarmente como o que
acontece na funcgao sigmoid real.

Na funcao seno, percebi grande variacao nos resultados e novamente um comporta-
mento nao esperado quando o produto interno dos vetores chega proximo do 0. Em todos
os testes realizados o valor de saida do circuito estabiliza com o valor do produto interno
z > 0.

Esses comportamentos também podem surgir por conta da profundidade do circuito
quantico desenvolvido. Como existe uma recursao na transformagao S,, a profundidade
do circuito fica muito grando com o crescimento do valor da ordem de aproximacao d, e,
como estamos trabalhando com um simulador quantico ruidoso, essa profundidade afeta
diretamente o erro correlacionado do circuito.

Ao comparar com os resultados do artigo, posso dizer que o circuito desenvolvido
nao ¢é satisfatério pois a aproximagao nao consegue ser feita, mas os resultados mostram
também que é gerada uma funcao a partir do circuito e que essa informacao pode ser
propagada. Acredito que alguns ajustes no algoritmo desenvolvido podem vir a acarretar

em resultados melhores.
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6 CONCLUSAO

Em resumo, os resultados desta pesquisa nao foram satisfatorios em aproximar as
funcoes analiticas, seno e sigmoide, dentro de um processador quantico a partir dos termos
das Series de Taylor dessas funcoes. Apesar de termos obtido alguns insights interessantes,
o estudo apresentou limitagoes que impediram a obtencao de resultados mais precisos.
Discutimos algumas possiveis razoes para essas limitacoes, como a inconsistencia de alguns
céleulos feitos e os desafios metodolégicos encontrados durante a revisao bibliografica. E
importante reconhecer que, embora os resultados nao tenham sido positivos, ainda ha
muito a aprender com esse estudo sobre as areas de computagao quantica e aprendizado

de maquina quantico.

6.1 Trabalhos Futuros

Para o futuro, podemos melhorar os resultados do algoritmo e aplicar o modelo desen-
volvido na resolugao de problemas complexos na drea de computacao quantica pois é uma
area de grande poténcial de aplicagoes como quimica quantica, criptografia e inteligéncia

artificial
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