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Resumo. Este trabalho é um estudo pratico de varios modelos de aprendizagem de
maquina. O mesmo compreende implementacdo e validacdo de varios modelos
dessa area. Comecando com a geracdo de padrdes seguindo distribuicdes
especificadas. Em seguida esses dados sdo agrupados em clusters através do
algoritmo K-Means e avaliado suas taxas de erro por classe e globa, e pelo indice
Rand corrigido. E realizada classificagio pela regra de decisio baeysiana atreves
de métodos paramétricos (cujos parametros sdo estimados pela Maxima
Verossimilhanca e EM) e ndo paramétricos (k-NN e Janela de Parzen) e também é
utilizada a combinacdo de classificadores. Estes classificadores sédo testados
através da repeticdo de hold-out e comparados pela média dos erro e pelo
intervalo de confianca.

1. Introdugéo
Aprendizagem de maquina é uma area multidisciplinar vasta que envolve Computacao,

Matemaética, Estatistica, Psicologia e Neurociéncias. O objetivo da aprendizagem de
maquina é desenvolver algoritmos que permitam ao computador aprender de forma
autébnoma a partir de um conjunto de dados. Os algoritmos de aprendizagem se dividem
em dois grupos, a depender da forma como eles aprendem: aprendizado supervisionado
e nao-supervisionado. Em ambos os casos os algoritmos aprendem a partir de um
conjunto de padrGes. Cada padrdo é um vetor de caracteristicas quantitativas e/ou
qualitativas.

No caso do aprendizado supervisionado cada elemento do conjunto de treinamento
(utilizado para aprender) possui uma varidvel resposta, que é aquela que se pretende
estimar ap6s o aprendizado para padrdes ndo vistos anteriormente. Depois do
treinamento, um padrdo € passado como entrada para 0 modelo que responde com a
estimacgdo da variavel resposta. Existem dois modelos de aprendizagem supervisionada:
classificador, quando a variavel resposta é qualitativa, e o regressor, quando a variavel
resposta é quantitativa. Um exemplo de classificador € um sistema de reconhecimento
de faces, que recebe como entrada a imagem de uma face e da como saida a
identificacdo da pessoa que possui aquela face. Um exemplo de regressor é um sistema
que prevé o preco de acdes na bolsa de valores.

O aprendizado nédo supervisionado visa realizar agrupamentos. Um conjunto de valores
(sem varidvel resposta) é passado para o modelo que tenta realizar o melhor
agrupamento para aqueles dados. Agrupamento € muito Util em varias areas tais como a
Biologia, para gerar taxinomias.



Além de criacdo desses modelos é preciso definir como avalid-los para saber quao bem
eles resolvem o problema. Um classificador, por exemplo, pode ser avaliado em termos
de taxa de erro de classificagdo, robustez a dados ruidosos, tempo gasto para realizar
uma classificagdo, tempo gasto para aprender etc.

Depois de avaliados os modelos eles devem ser comparados para verificar qual deles é
mais adequado ao problema. Para se escolher qual o melhor modelo, é definido o
critério a ser avaliado, e partindo do conjunto do resultado de vérias avaliacdes realiza-
se um teste estatistico. Por exemplo, avaliando qual entre dois classificadores tem a
menor taxa de erro: para se fazer um teste t-student emparelhado, calcula-se diversas
taxas de erros para ambos os classificadores sob as mesmas condicGes [Triola 2005].
Outra forma de ser avaliar é através do intervalo de confianga, como sera visto mais
adiante.

Este trabalho € um estudo préatico de varios algoritmos de aprendizagem de maquina. Na
secdo 2 tem-se 0s experimentos consistem em um agrupamento em dois grupos de trés
conjuntos de dados gerados com distribuicbes normais bivariadas de um conjunto de
parametros fixados. Aplicou-se a esses padrdes o algoritmo K-Means com 2 clusters
100 vezes e foi selecionado o melhor resultado dessas 100 aplicagdes segundo o critério
de adequacdo entre os clusters e seus representantes.

O critério de adequacdo utilizado foi a soma das distancias entre todos os padrfes de
cada classe ao seu centroide. O melhor resultado foi o que teve menor critério de
aplicagédo. Para essa melhor execugéo foram calculadas as taxas de erro de classificagio
global e por classe. Além disso, foi calculado o indice de Rand corrigido, que retorna
um valor entre 0 e 1, onde o 0 significa que os dois clusters ndo concordam em nenhum
par de padrd@es, e 1 indica que os clusters sdo exatamente iguais.

Na secdo 2 é exposta a regra de decisdo bayesiana utilizada pelos classificadores, depois
é revisada a distribuicdo normal bivariada. E explanado o método de maéxima
verossimilhanca para estimacdo de parametros a partir dos dados de uma distribuicédo
normal. ExpGe-se algoritmo EM é um método iterativo para estimacdo dos parametros
de cada componente e dos parametros da mistura de uma mistura de gaussianas. Depois,
0 método de kernel ou janela de parzen que € um método ndo paramétrico para a
estimativa de densidade em um ponto especifico. O método de k-vizinhos estima a
posteriori diretamente. E a combinacéo de classificadores pelo método da soma.

Na secdo 3 sdo analisados os desempenhos dos classificadores em relacdo ao erro de
classificacdo. Os testes dos classificadores foram realizados usando 100 repeticOes de
hold-out estratificado, gerando o total de 100 medidas de erro de classificacdo para cada
classificador sob as mesmas condicdes. Foi escolhido calcular varias taxas de erro
aleatoria através da repeticdo do hold-out de modo que se possa calcular também o
desvio padrdo do erro de cada classificador. A partir desse desvio padrdo, pode-se
calcular o intervalo de confianga que é o intervalo onde se espera que o verdadeiro valor
do erro esteja contido. A primeira fase dos testes é a escolha dos parametros para 0s
algoritmos de janela de Parzen e k-vizinhos. Depois sdo analisadas as médias de erros
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de cada classificador e finalmente sdo comparados os classificadores através do seu
intervalo de confianca. E, por fim, na se¢cdo 4 tem-se as conclusdes encontradas apos a
avaliacdo do trabalho.

2. Dados e Agrupamento

2.1 Base de Dados

Conforme solicitado, para a criagdo de nossa amostra foi considerado um conjunto de
300 padrdes formando 2 classes, cada classe com 150; As segunda classe é formado por
uma mistura de gaussianas, 100 padrdes provenientes de um componente 50 padrdes
provenientes também de uma distribuicdo normal com parametros distintos do primento
componente da mistura. A base de dados criada esta apresentada no grafico da Figura 1.
Os padrdes de cada classe foram gerados a partir de distribuicdes normais bi-variadas
segundo os seguintes parametros:

Classe 1: y; = 0,u, =0,04=2,0,=1, 0y, = 1.7, p;, = 0.85

Classe 2 (componente A): u; = 0,u, = 3,0,=0.5, 0, = 0.5, 6;, = 0.0, p;, = 0.0
Classe 2 (componente B): u; = 4,u, =3,01=2,0,=1, 0y, = —1.7,p;, = —0.85

Figural. Base de dados gerada

Base de dados
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Classe 2.B

2.2 K-Médias
O algoritmo K-Médias com 2 clusters foi implementado em Java e seguiu 0 seguinte
conjunto de instruces:
1) Fornecer valores para 0s centroides
Inicialmente, escolhemos aleatoriamente dois padrdes diferentes para serem
os centroides dos dois clusters que devem ser formados.
2) Gerar uma matriz de distancias entre cada padrao e os centroides




Para cada padrdo da amostra foi calculado a distancia entre esse padrédo e
ambos os centroides. Tal distancia foi calculada através do quadrado da
distancia euclidiana.

Dz(XrF) = Z (xa - .}Iajz

3) Colocar cada padrao nas classes de acordo com a sua distancia do
centroide da classe
Para se determinar com qual centroide cada padrdo formaria um cluster,
comparou-se 0 quadrado da distancia euclidiana entre um padréo e cada um
dos dois centroides. Caso a distancia de um determinado padrdo para o
centroide 1 fosse menor ou igual ao quadrado da distancia euclidiana deste
padrdo para o centroide 2, entdo o padréo faria parte do centrdide 1. Caso
contrério, faria parte do centroide 2.

4) Calcular os novos centroides para cada classe
Recalcular os centrdides. Aqui, cada centrdide é calculado realizando-se a
média dos padrBes inseridos em seu cluster. x = [xy, Xo]' é um padréo; i é o
indice do cluster, i =1 ou i =2; e né o numero de padrdes contidos naquele
cluster.

n
1
ci = n_z X;j,xj pertence a ci
lj=1

5) Repetir até a convergéncia
Os passos do 2, 3 e 4 se repetem até que haja a convergéncia dos valores dos
dois centréides, ou seja, até que eles sejam 0s mesmos por pelo menos duas
iteracGes consecutivas.

Apbs a construcdo do algoritmo K-Means, ele foi executado 100 vezes e foi
escolhido os resultados de uma destas 100 execucfes: a que obteve um menor Critério
de Adequacdo. O Critério de Adequacdo (a) para cada execucdo do K-Means foi
encontrado fazendo-se a soma de todos os quadrados das distancias euclidianas entre os
padrGes no cluster 1 e seu centroide, acrescido da soma de todas as distancias
euclidianas ao quadrado entre os padrdes do cluster 2 e seu centrdide, como apresentado
a sequir.

n, ny
a= Z D?(cy,xi) + Z D?(cy, xp),
k=1 k=1

em que n; € a quantidade de padrdes no cluster 1 e n, é a quantidade de padrdes no
cluster 2.

O menor valor do Critério de Adequacao nos informa qual a melhor clusterizacgdo feita
entre essas 100 execugdes.



O melhor resultado encontrado foi o que teve como Critério de Adequacédo o
valor: 1288.85374738435, como
centroide 1: (-0.9237171247886998, -0.41580094531581757) e como
centroide 2: (1.60070159180712, 2.6251529361378605).
A apresentacdo grafica destes clusters estdo apresentados na Figura 2:

Figura 2. Agrupamentos formados pelo K-Means que obteve 0 menor critério de
adequacao.
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Utilizando-se destas informacGes, 0 K-Means foi executado com estes centréides para
encontrarmos as taxas de erro por classe e global, assim, encontramos 0s seguintes erros
em cada classe:

Erros no cluster 1: 40 padrbes, de 189 padroes, classificados como do cluster 1, mas

eram da classe 2;
Erros no cluster 2: 1 padrdo, de 111 padrdes, classificados como do cluster 2, mas eram

da classe 1.
Portanto, encontramos as seguintes taxas de erro:
e Taxas de erro por classe
Taxa de erro encontrado no cluster 1: 21,16%(calculado por (40/189)
*100);
Taxa de erro encontrado no cluster 2:0,9% (calculado por (1/111) *100).
e Taxade erro global
13,67%, que foi calculado através da equacgdo: 100*(erros no cluster 1 +

erros no cluster 2)/soma dos nimeros de padrdes no cluster 1 e no cluster 2 = 100*(40 +
1)/300.



Indice de Rand Corrigido

O indice de Rand corrigido tem um valor entre 0 e 1, com 0 indicando que os dois
clusters ndo concordam em nenhum par de padrdes e 1 indicando que os dados dos
clusters sdo exatamente iguais.

Para calcular o indice de Rand corrigido temos que X = {X1, X2} é a particdo com as
classes reais e Y = {Y1, Y2} é a particdo calculada pelo k-Means. O indice de Rand
corrigido é dado por ARI:

> () -2 () X ()16

ARI =
@)+ D)1= ()X (DG

Onde cada combinag&o ¢é dada por

o = (n) —_ n! |.
comb(n, §) = 5 sl (n — s)!

E nii, a;, bj e n séo apresentados abaixo.
Dado N1y, N1z, N2y € Nyp, temos que nj; € 0 nimero de padrdes que estdo ao mesmo
tempo em Xi e Yj. O valores encontrados para a execugao acima citada séo:

nll= 149; nlz=1; n21= 40; n22= 110

Abaixo é apresentado como a;,bje nséo formados, e seus valores ja calculados.

al =nll+nl2; al =150

a2 =n2l1 + n22; a2 =150

bl =nl1l1l+n21; bl =189

b2 =nl2 + n22; b2 =111

n=nll+nl2 +n2l1 + n22; n =300

A formula de célculo de uma combinagdo, e seus respectivos valores,sdo 0s
seguintes:

index = comb(n11,2)+comb(nl12,2)+comb(n21,2)+comb(n22,2); index = 17802

somaAi = comb(al,2) + comb(a2,2); somaAi = 22350

somaBj = comb(b1,2) + comb(b2,2); somaBj = 23871

expectedIndex = (somaAi*somaBj)/comb(n,2); expectedindex =
11816,5415

maxIndex = 0.5*(somaAi+somaBj); maxIndex = 23110,5

Por fim, temos que

ARI = (index — expectedIndex)/ maxIndex — expectedIndex
Resultando em

ARI = 5985,4585/11293,9585

ARI =0,52997

Observando que o valor de ARI estd em um valor intermediario entre 0 e 1,
concluimos que a formacdo de clusters realizado aqui atingiu um resultado
intermediario entre o melhor e o pior desempenho.



3. Classificadores

3. 1 Regra de deciséo
A regra de decisdo bayesiana para todos os algoritmos avaliados é: atribua a x a classe

w; com maior probabilidade posteriori:
j = argmax; [P(w;[x, 6;)]
com

P(x|wj, 8;)P(w;)

P(wilx,0;) =
! ! ]E:=1 P(X|u)],9])P(u)])

i=1loui=2ec=2¢onumero de classes. P(w;|x,0;) é a probabilidade a posteriori
de uma classe i dado um padréo (vetor de atributos) desconhecido x e um vetor de
pardmetros 6;. P(w;) é a probabilidade a priori da classe w;. E P(x|w;, 6;) é a densidade
de x dado w;, 6;. A funcdo de densidade utilizada é densidade normal bivariada, que
sera vista a seguir.

P(w;) é estimado da seguinte forma:
n;
P(U)l) = ;

em que ni € o numero de padrdes da classe w; no conjunto de treinamento e n é o
numero total de padrdes no conjunto de treinamento.

No primeiro classificador a densidade da classe 1 é estimada pelo método da maxima
verossimilhanca e da classe 2 pelo algoritmo EM. No segundo classificador a densidade
é estimada pleno método ndo paramétrico de kernel ou janela de Parzen. No terceiro
classificador a posteriori é estimada diretamente através do método ndo k-vizinhos (k-
NN). O quarto e ultimo classificador utiliza uma regra de decisdo derivada desta vista
acima, ele realiza a combinacgdo das posterioris dos trés primeiros classificadores pelo
método da soma.

3.2 Distribui¢do normal bivariada
O primeiro classificador utiliza os métodos paramétricos de maxima verossimilhanca e

de EM. Estes métodos assumem que os dados seguem determinada distribui¢do. Aqui é
assumido que essa distribuicdo € Normal (Gaussiana) bivariada, que é um caso mais
restrito de uma distribuicdo normal multivariada.

Uma distribuicdo normal multivariada com os pardmetros vetor de médias p e matriz de
variancias e covariancias £ é uma funcéao p(x):

1 1

ts1—1
WGXP —5(x— )X (x—p)

p(x) = 5

se a distribuicdo tem m variaveis, X e pu Sdo um vetores mx1 e > é uma matriz mxm.



No caso bivarado x é um vetor 2x1, o vetor de médias p também é 2x1 e a matriz de
covariancia Y. € uma matriz 2x2. Alguns simplificacGes sao feitas nesse caso:

e 0 coeficiente de correlacdo é

012
g102

e amatriz de covariancia é

2
3 — Jg11 012 _ g7 PO102
- - 2
021 022 Po102 a3

e 0 determinante de ) é

2 = otod(1 - p?)
e ecainversade) é
-1 _ 1 o3 —poi02
oo3(1—p?) | —poro2  of

1 1/02  —p/(o102)
1=p2 | —p/loroe 103 |

Desta forma uma distribuicdo normal bivariada com os parametros vetor de médias p =
[p1, p2]t e matriz de variéncias e covariancias £ € uma fungdo em x = [x3,X]t, p(x) =

Pxix2(X1,X2):

1

])Il' :1'3-,.]? —
122(21, 22) 2ra1094/1 — p?
1 T1— f1\2 Tr1 — To — [ To — [o\ 2
o [ (Bt ot (2t 4 (22tey’
2(1*)0) a1 [on] aJ9 T9

Px,x,(X1,Xz) € a densidade P(x|w;, ©;) na regra de decisdo quando os parametros
0;=[u1, H2,01,02,p] S@0 estimados a partir do padrdes do conjunto de treinamento que
pertencem a classe w;. Esta estimacdo pode ser realizada tanto pelo método da maxima
verossimilhanga, quanto todos os padrdes da classe seguem uma mesma distribuigédo
normal, como pelo algoritmo EM, quando os padrdes de uma classe tem origem de duas
ou mais distribui¢es normais distintas.

X

3.3 Maxima verossimilhanca

Este método é utilizado para estimar os parametros 0,=[, U2, 01,03,0] da classe w, a partir dos
padrdes do conjunto de treinamento que pertencem a esta classe. A partir destes parametros
pode-se estimar P(x|w;,0;) através de py. ., (xq,x;), & por conseguinte estimar P(wq|x,0;)
para ser utilizado na regra de deciséo.



A estimativa de maxima verossimilhanga encontra o vetor de parametros que melhor se ajuste
aos dados. Esses estimadores sio i e &

Abaixo os parametros estimados através do método de maxima verossimilhanca a partir
de todos os 150 exemplos da classe 1. Observa-se que 0s parametros estimados séo
muito proximos daqueles utilizados para gerar os dados.

M, =3.552713678800501E-17
M, = 9.62193288008469E-18
p =0.8500000000000001

0; =1.9933221850301404
012 = 1.6886666666666668
0, = 0.9966610925150702

3.4 Expectation-Maximization (EM)
Quando se diz que os dados sdo provenientes de misturas de gaussianas isto €

equivalente a dizer que alguns dados de determinada classe seguem determinada
distribuicdo normal e outros dados da mesma classe seguem outra distribuicdo normal
com parametros distintos daquela, cada uma dessas distribuicdes sdo chamados
componentes da mistura e cada componente tem seu vetor parametros préprio. Cada
componente € como uma subclasse de determinada classe, contudo os rétulos dessas
subclasses ndo sao conhecidos.

O algoritmo EM € um método iterativo para estimacdo dos parametros 0; de cada
componente w; e dos parametros da mistura P(w;), que sdo a priori de cada
componente. Para tanto é preciso especificar para 0 EM o numero de componentes da
mistura. O algoritmo é inicializado com uma heuristica para os valores iniciais dos
parametros entdo esses parametros sdo atualizados iterativamente minimizando
determinada métrica de adequacéo.

No caso da classe 2 os dados séo originarios de um mistura de duas gaussianas, cada
componente é chamado A e B respectivamente. A heuristica para P(w;),i € {4, B}, é
P(w;) = 0,5. A heuristica para 0 componente A sdo 0s parametros estimados pela
maxima verossimilhanca para a primeira metade do conjunto de treino. A heuristica
para 0 componente B sdo 0s parametros estimados pela maxima verossimilhanca para
0s padrdes outra metade do conjunto de treino.

A métrica de adequacdo escolhida aqui € a log-verossimilhanca I:



/= 'Z’ln{ip(awv(xk | @,a)}

em que V(X |®.6) =p_ (x;,x,). Quanto maior o valor da log-verossimilhanga mais
0S parametros estdo adequados aos dados. Portanto o algoritmo iterativo de EM executa
enquanto o valor da log-verossimilhancga cresce em relacdo a iteracdo anterior. Quando
o valor da log-verossimilhanca converge, o algoritmo chega ao fim.

Outro ponto crucial do EM é que sua etapa iterativa é dividida em duas partes: etapa E e

P(w [ x,,

etapa M. A etapa E estima a posteriori 9) de cada componente i € {A, B} para

cada padréo k:

P(@)N(x, | @.1,.E,)

P(w,|x,.0)=—
2 P(@)N(x; |@.p,. X))

J=1

A etapa M estima novamente 0s parametros através do método da maxima
verossimilhanca. Os estimadores utilizados na etapa M, para cada componentei €
{A, B}, sdo o estimador da nova média

D P(w|x,.0,Z)x,

new __ =1

2 P(@]x,.p.E)

k=1

o estimador da nova matriz de covariancia

ZP(Q | Xk’l‘lf’zi)(xk - "l:mr)(xk - ’,lj_mw)r
E{:eu — k=l

ZP(C!)! ‘ Xk:lls‘azf)
k=1

e 0s parametros da mistura

P(@)" == P(@|X,,1, L)

1
=

O algoritmo do EM é

Inicialize os parametros dos componentes (como descrito anteriormente);
Thew = valor inicial a log-verossimilhanca;

Totd = Thew - 1;

while (Tnew > Toid)

AWN R

P(o, | x,,

4.1. etapa E: estima a posteriori 0) de cada componentei € {A B}

para cada padrao &k;
4.2. etapa M:
new

4.2.1. estima a nova média Mi para cada componentei € {A B};
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new
4.2.2. estima a nova matriz de covartiancia E:‘ para cada
componentei € {A, B};

4.2.3. estima os novo parametros da mistura P(f‘)f)mpara cada
componentei € {A, B};
4.3. lod = 1new;
4.4, Tnew = log-verossimilhanca calcula a partir dos novo parametros;

Apos a convergéncia, quando a log-verossimilhanca ndo mais aumenta, os parametros
estdo estimados e pode-se calcular a densidade da mistura a partir da densidade de cada

componente 7(X1©,.9,) ¢ dos parametros da mistura £(®; )

p(x10)=Y p(x|®,0,)P(w,)

Abaixo os parametros estimados para as misturas a partir de todos os 150 exemplos da
classe 2 através do algoritmo EM. Observa-se que 0s pardmetros estimados sao muito
proximos daqueles utilizados para gerar os dados.

Parametros iniciais Parametros finais
A A A
P(wa) 0.5 0.6502615480254033
Hia -0.01711877734686451 -0.027324525997496473
Hoa 3.047001415166429 2.993095446431221
PA -0.011523442398073912 0.0026010724341935347
C1A 0.4745963920317533 0.4556335310871572
0 12A -0.0027220131240903484 | 5.880863012334208E-4
G 2A 0.49771822911874475 0.4962184860150349
B B B
P(wg) 0.5 0.34973845197459685
Ui 2.6837854440135316 3.8631766518073993
U 2.952998584833571 3.012837495181641
PB -0.4614201557423857 -0.8267915478345379
018 2.486314723166334 2.0361447000003494
G 128 -0.9809983329096588 -1.6388909447011584
C 2B 0.8550974398750941 0.9735211457149779

Abaixo os valores da log-verossimilhanga para o experimento acima do inicio até a

convergéncia:

log-verossimilhanca na iteragdo 1 = -399.11697865204
log-verossimilhanca na iteragdo 2 = -387.0186569058696
log-verossimilhanca na iteragdo 3 = -381.175451626438
log-verossimilhanca na iteragdo 4 = -379.0809140855965
log-verossimilhanca na iteragdo 5 = -378.32891843537783
log-verossimilhanca na iteragdo 6 = -378.0561834154566
log-verossimilhanca na iteragdo 7 = -377.9697492500277
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log-verossimilhanca na iteragdo 8 = -377.946158456243
log-verossimilhanca na iteracdo 9 = -377.94035279417255
log-verossimilhancga na iteragdo 10 = -377.9390037301561
log-verossimilhanca na iteracdo 11 = -377.93869912023007
log-verossimilhanca na iteragdo 12 = -377.938631284792
log-verossimilhanca na iteracdo 13 = -377.9386162770212
log-verossimilhancga na iteragdo 14 = -377.93861296706086
log-verossimilhanca na iteracdo 15 = -377.93861223812615
log-verossimilhancga na iteragdo 16 = -377.93861207770874
log-verossimilhanca na iteracdo 17 = -377.9386120424172
log-verossimilhanca na iteragdo 18 = -377.9386120346544
log-verossimilhanca na iteracdo 19 = -377.93861203294676
log-verossimilhanca na iteragdo 20 = -377.93861203257114
log-verossimilhanca na iteracdo 21 = -377.9386120324887
log-verossimilhanca na iteragdo 22 = -377.9386120324704
log-verossimilhanca na iteracdo 23 = -377.9386120324662
log-verossimilhancga na iteragéo 24 = -377.93861203246564
log-verossimilhanca na iteracdo 25 = -377.93861203246524

3.5 Janela de Parzen
O método de kernel ou janela de parzen € um método ndo paramétrico para a estimativa

de densidade em um ponto especifico. E semelhante ao método de histograma, porém o
histograma oferece uma estimativa para todos os valores em um intervalo enquanto a
janela de parzen combina os valores da amostra de treino para estimar a densidade em
um ponto especifico. Para estimar a densidade em um ponto x mede a distancia de cada
variavel x; para cada X dos n padrbes do conjunto de treinamento, essa distancia e
entdo dividida por h (pardmetro de suavizacdo) e serve de entrada para a funcdo de
kernel K(.). Quanto menor a diferenca x; — X;; maior sera a resposta do kernel. O
somatorio das respostas dos kernels dividido por nh®, é a densidade no ponto x —n é o
nimero de padrBes da classe w, no conjunto de treinamento e p é o numero de
dimensGes no problema, para a base em questdo p = 2. Quanto mais pontos estiverem
préximos a X, maior € a densidade naquele ponto pois as respostas do kernel sera maior
para os vizinhos de x. A densidade de x na classe w, utilizando-se 0 método de kernel é
P(x|wy):

1

P(x|wg) = P

[T

p
j=1

n
i=1

Assumindo-se que as variaveis sdo independentes a combinagéo da resposta do kernel é
realizada através do produtdrio das respostas do kernel para cada variavel, desta forma
pode-se utilizar um kernel univariadado. Este trabalho utiliza o kernel gaussiano
univariado:

1
K(x) = Nor exp[—0,5x2]
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O parametro de suavalizagdo h ajusta se a estimativa € mais suave ou mais detalhada.
Quando h é grande a estimativa fica mais suave, mas pode se afastar muito da densidade
real. Por outro lado quando h é pequeno a estimativa é mais detalhada, porém mais
sensivel a ruidos e pode ndo aproximar bem a densidade real se ndo possuir amostras
suficientes no conjunto de treinamento.

3.6 K-vizinhos (k-NN)

O método de k-vizinhos estima a posteriori, p(w; |X), diretamente. Ele se baseia em
encontrar uma quantidade de vizinhos mais préximos, ou seja, com a menor distancia
para o padrdo de teste x. Entre os k vizinhos mais proximos (com menor distancia) de X,
é realizada uma votagdo para saber qual classe é a maioria entre os k padr@es da amostra
de treinamento, cujas classes dos elementos sdo conhecidas. Atribui-se a x a classe de
maior frequéncia entre os k vizinhos.

A probabilidade a posteriori no método de k-vizinhos é calculada como segue:

k.
p(w;ilx) = EL

onde k; ¢ o numero de padrdes da classe w; € kK € 0 nimero de vizinhos, k é um
parametro ajustavel do método.

O algoritmo de k-vizinhos é fortemente influenciado pela escolha do valor k e pela
funcdo de distancia utilizada. As funcbes de distancias podem ser entre vetores de
caracteristicas puramente quantitativos, puramente qualitativos ou mistos. Para vetores
de atributos puramente quantitativos a distdncia mais comumente empregada é a
distdncia Euclidiana, mas existem varias outra como: city-block (ou Manhattan),
Chebychev, Camberra etc. Estas distancias estdo descrita abaixo

Distancia Euclidiana:

n Ya
D(xy) = (Z(xa - ya)2>
a=1

onde X e y sdo vetores de atributos quantitativos de mesmo comprimento, € X, € Y, Sao
posicBes equivalentes dos dois vetores. A distancia euclidiana é distancia efetivamente
utilizada nos experimentos a seguir. Abaixo outras funcdes de distancias.

City-block:

n
DY) = ) 1% = Yl
a=1

Chebychev:

D(X: Y) = alznlaxn |xa - yal
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Camberra:

n

|xa_Ya|
Dixy) = ) & Ja
&Y= 2 re vl
a=1

3.7 Combinacao de classificadores pelo método da soma
A combinacéo de classificadores é uma técnica utilizada para melhorar os desempenhos

de classificadores. Tal combinacdo pode se dar de varias formas, mas a ideia entre elas é
a mesma: usando a “opinido” de varios classificadores, obtém-se uma estimativa mais
confiavel. Contudo a combinacdo s6 gera resultados se os diversos classificadores
combinados errarem em regifes distintas do espaco dos dados, pois, se 0s
classificadores combinados responderem sempre igual para 0 mesmo conjunto de
padrdes, a combinacdo ndo resultara em qualquer melhoria.

A regra de decisdo para todos eles ¢é: atribua a x a classe ®; e gi(X) > gj(x), para todo i #
J, onde gi(x), i =1, ..., ¢, a funcdo discriminante e ¢ é o nimero de classes, depende do
método de combinacdo. O método de combinagdo descrito adiante baseia-se na
combinacéo das probabilidades a posteriori estimadas pelos classificadores.

A funcéo discriminante para combinar L classificadores pela regra da soma é dada por:

g:00 = (1= Lp(w) + ) py(arl®)
j=1

onde L é o niimero de classificadores que esta sendo combinado, p(w;) € a probabilidade
a priori da classe o; e pj(wilx) € a probabilidade a posteriori estimada pelo j-ésimo
classificador.

4. Testes dos classificadores

Nessa secdo sdo analisados os desempenhos dos classificadores em relacdo ao erro de
classificacdo. O erro de classificacdo € definido como: o nimero de erros no conjunto
de teste dividido pelo tamanho do conjunto de testes.

s ~ ne
erro de classifica¢do = —
n

onde ne € 0 numero de instancias classificadas erradas no conjunto de testese n é o
namero total de instancias no conjunto de testes.

Os testes dos classificadores foram realizados usando 100 repeticdes de hold-out
estratificado, gerando o total de 100 medidas de erro de classificagdo para cada
classificador sob as mesmas condic¢des. Para cada taxa de erro medida os classificadores
foram treinados com o0 mesmo conjunto de treinamento e avaliados no mesmo conjunto
de teste.

O experimento do tipo hold-out divide aleatoriamente a base de dados em dois cojuntos:
treino e teste. Estes dois conjuntos sdo particdes, isto €, ndo h& intercessdo entre 0s
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conjuntos de treino e teste. Foi definido para 0s experimentos que seguem gue conjunto
de teste contém 1/3 dos padrdes e o conjunto de treino contém o restante dos padrdes da
base que ndo foram selecionados para o conjunto de testes, no caso 2/3 dos padrdes.
Pelo fato de os dados serem selecionados aleatoriamente cada repeticéo de hold-out gera
uma nova taxa de erro para cada classificador testado. O hold-out estratificado garante
que cada particdo tenha a mesma proporcao de cada classe, no caso do problema em
questdo 50% de cada classe no conjunto de treino e 50% de cada classe no cojunto de
teste. Cada vez que o hold-out é repetido 0 mesmo conjunto de treino e teste € utilizado
para todos os classificadores, fazendo com que as taxas de erros sejam emparelhadas.

A taxa de erro em um Unico conjunto de teste gera uma estimativa pontual. Foi
escolhido calcular vérias taxas de erro aleatdria através da repeticdo do hold-out de
modo que se possa calcular também o desvio padrdo do erro de cada classificador. A
partir desse desvio padrdo, pode-se calcular o intervalo de confianga que € o intervalo
onde se espera que o verdadeiro valor do erro esteja contido. Para se construir esse valor
assume-se que o erro segue uma distribuicdo t-Student e precisa-se definir um nivel de
confianga. Nestes experimentos foi escolhido o nivel de confianca de 95%, dessa forma
o intervalo de confianca é calculado da seguinte forma:

[* — 1,984 X s;x + 1,984 X s]
onde X é a média do erro e s € o desvio padrdo do erro.

Se ndo ha intersecdo entre o intervalo de confianga do erro de dois classificadores tem-
se uma certeza, proporcional ao nivel de confianca utilizado para se construir o
intervalo, de que o erro real desses classificadores sejam distintos, e o classificador com
menor taxa de erro é aquele com menor média de erro. Quanto maior a intersecao
menores Sao as evidéncias para se comparar a média dos erros dos classificadores.

A primeira fase dos testes é a escolha dos parametros para os algoritmos de janela de
Parzen e k-vizinhos. Depois sdo analisadas as médias de erros de cada classificador e
finalmente sdo comparados os classificadores através do seu intervalo de confianca.
Tanto para a selecdo dos parametros quanto para os testes finais, 0s experimentos séo
idénticos: 100 repetices do hold-out. A aleatorizacdo dos dados foi realizada utilizando
uma semente igual ao nimero da iteracdo para que se possa obter os mesmos resultados
em uma auditoria dos experimentos.

Para escolher o pardmetro h da janela de parzen, o experimento foi realizado para
h=1,0; 0,5; 0,25; 0,125; 0,0625; 2,0; 4,0; 8,0 e 16,0. Abaixo sdo exibidas a media,
desvio padrdo e intervalo de confianca para cada experimento. O valor final de h
escolhido foi h = 0,5. Analisando os intervalos de confianca percebe-se que o erro é
semelhante e que ha intersecdo entre os intervalos de confianca para h=1,0; 0,5; 0,25;
0,125; 0,0625, que € o menor erro. Quanto maior o valor de h, maior a média do erro,
porém em todos 0s casos hé intersecdo entre os intervalos de confianga, desta forma nao
se pode comparar os erros reais dos classificadores, mas apenas suas medias de erros.
Percebe-se tambem que o desvio padréo cresce juntamente com o parametro h, portanto
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a estimativa da densidade pelo méetodo de kernel € mais estavel para h pequeno. Este €
outro motivo de ter escolhido h = 0,5.

Janela de Parzen, h=1.0
Erro médio (+-) desvio padrdao = 0.022900000000000004(+-)0.012855738018488093
Intervalo de 95% confianca = [0.04840578422868038; -0.002605784228680373]

Janela de Parzen, h=0.5
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.022400000000000007(+-)0.012685424707119588
Intervalo de 95% confianga = [0.047567882618925264; -0.002767882618925254]

Janela de Parzen, h = 0.25
Erro médio (+-) desvio padréo = 0.029799999999999997(+-)0.016624078921853074
Intervalo de 95% confianga = [0.06278217258095649; -0.0031821725809564987]

Janela de Parzen, h =0.125
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.029499999999999988(+-)0.016417977951014545
Intervalo de 95% confianca = [0.06207326825481285; -0.0030732682548128727]

Janela de Parzen, h = 0.0625
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.029499999999999988(+-)0.016417977951014545
Intervalo de 95% confianca = [0.06207326825481285; -0.0030732682548128727]

Janela de Parzen, h=2.0
Erro médio (+-) desvio padrao = 0.04339999999999998(+-)0.027823012058366358
Intervalo de 95% confianca = [0.09860085592379883; -0.011800855923798877]

Janela de Parzen, h =4.0
Erro médio (+-) desvio padrao = 0.07089999999999996(+-)0.05395247909039953
Intervalo de 95% confianga = [0.17794171851535262; -0.03614171851535271]

Janela de Parzen, h = 8.0
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.07809999999999996(+-)0.06099303238895404
Intervalo de 95% confianca = [0.19911017625968477; -0.04291017625968485]

Janela de Parzen, h =16.0
Erro médio (+-) desvio padrao = 0.08079999999999997(+-)0.06364243867106285
Intervalo de 95% confianca = [0.2070665983233887; -0.04546659832338874]

Para escolher o valor de k, 0 experimento foi realizado para k = 1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15;
17. S6 valores impares foram selecionados para evitar empates na classificagdo. O
desvio padrao foi semelhante para todos os casos, porem a média de erro caiu mais para
k = 5 e este foi o valor escolhido. Percebe-se que apesar de haver interse¢do entre os
intervalos de confianca, para k = 5; 7 foi onde ocorreu o menor valor para no intervalo
de confianga. Como o intervalo de confianca tem 95% de conter o erro real, tem-se mais
chance de se obter o menor erro real para k = 5;7 do que para os outros valores de k. As
médias, desvios padrdes e intervalos de confianca desses experimentos estdo descrito
abaixo.

16



k-vizinhos, k =17
Erro médio (+-) desvio padréo = 0.023399999999999997(+-)0.0130430057885443
Intervalo de 95% confianga = [0.04927732348447189; -0.002477323484471893]

k-vizinhos, k = 15
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.023100000000000006(+-)0.012928650354928784
Intervalo de 95% confianca = [0.048750442304178715; -0.002550442304178703]

k-vizinhos, k = 13
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.022500000000000006(+-)0.012718097341976901
Intervalo de 95% confianga = [0.04773270512648218; -0.002732705126482167]

k-vizinhos, k =11
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.022200000000000008(+-)0.012622202660391737
Intervalo de 95% confianga = [0.047242450078217216; -0.0028424500782171964]

k-vizinhos, k =9
Erro médio (+-) desvio padrdao = 0.020200000000000013(+-)0.012154011683390795
Intervalo de 95% confianga = [0.04431355917984735; -0.003913559179847325]

k-vizinhos, k =7
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.01880000000000001(+-)0.012014990636700468
Intervalo de 95% confianga = [0.042637741423213735; -0.005037741423213716]

k-vizinhos, k =5
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.018500000000000013(+-)0.012006248373242994
Intervalo de 95% confianga = [0.04232039677251412; -0.005320396772514089]

k-vizinhos, k =3
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.0235(+-)0.013082430966758433
Intervalo de 95% confianca = [0.049455543038048735; -0.002455543038048732]

k-vizinhos, k =1
Erro médio (+-) desvio padrdao = 0.029499999999999988(+-)0.016417977951014545
Intervalo de 95% confianca = [0.06207326825481285; -0.0030732682548128727]

Finalmente os testes com todos os classificadores e com a sua combinacdo pela soma.
As médias, desvios padrbes e intervalos de confianca desses experimentos estdo
descrito abaixo. Nao se pode afirmar que algum desses classificadores tem o menor
erro para o problema em questdo pois os intervalos de confianca sdo praticamente 0s
mesmos para todos os classificadores. Percebe-se que a média do erro dos métodos
paramétricos EM e Méaxima Verossimilhanca foi a menor de todas e muito proxima da
média do erro para 0 método de k-vizinhos. Percebe-se também, que o método de
combinagdo pela soma gera uma média de erro menor do que qualquer classificador
isoladamente, confirmando a hipotese de que classificadores diferentes erram em
regides distintas do espaco e que a taxa de erro diminui ao combina-los, muito embora a
diminuicdo observada ndo tenha sido significativa, isto €, ndo se pode afirmar que o erro
real diminuiu apenas afirma-se que a media dos erros foi reduzida.
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EM e Méxima Verossimilhanca
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.01830000000000001(+-)0.012004582458378137
Intervalo de 95% confianca = [0.04211709159742223; -0.005517091597422214]

Janela de Parzen, h = 0.5
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.022400000000000007(+-)0.012685424707119588
Intervalo de 95% confianga = [0.047567882618925264; -0.002767882618925254]

k-vizinhos, k =5
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.018500000000000013(+-)0.012006248373242994
Intervalo de 95% confianca = [0.04232039677251412; -0.005320396772514089]

Combincdo pela soma
Erro médio (+-) desvio padrdo = 0.017900000000000013(+-)0.012011244731500562
Intervalo de 95% confianca = [0.04173030954729713; -0.005930309547297102]

5. Concluséo

Este trabalho faz um estudo de vérios algoritmos de aprendizagem de maquina. Na
primeira parte ¢ usado um algoritmo de agrupamento. Na segunda parte sdo testados e
comparados varios classificadores individualmente e combinados.

O agrupamento parte de um conjunto de dados gerado aleatoriamente a partir de trés
distribuicdes de dados bivariados. Nessa amostra de dados foi aplicado o algoritmo do
K-Means com 2 clusters 100 vezes e escolhido, destas 100 execucfes, 0 que teve um
melhor (nesse caso, 0 menor) critério de adequacao, tendo no grupo 1, 189 padrdes, e no
grupo 2, 111 padrdes. Para esse melhor resultado foram calculadas as taxas de erro por
classe e global. No grupo 1 foi encontrado a taxa de erro igual a 21,16%; e no grupo 2 a
taxa de erro foi de 0,9%. Ja a taxa de erro global foi de 13,67%. Apos isso, foi calculado
o indice de Rand corrigido, que resultou no valor 0,53 (aproximadamente), o que
representa o quanto os grupos formados se adéquam a amostra real.

Os experimentos foram realizados calculando a média, desvio padrdo e intervalo de
confianca da taxa de erro de 100 repeti¢fes de hold-out. Apds a escolha dos melhores
valores de h para a janela de parzen e k para o k-NN, todos os classificadores
apresentaram desempenho equivalente com aproximadamente 2% de erro, e com
intervalo de confianga [5%,0], para um nivel de 95% de confianca o erro real desses
classificadores é menor que 5%.

Os classificadores de abordagem paramétrica foram tdo bons quanto aqueles que
abordagem ndo paramétrica. Atribui-se esse fato aos dados utilizados para testar
seguirem uma distribuicdo normal. Testes em bases de dados reais possivelmente
mostrariam uma melhor performance do métodos nao paramétricos.

A combinacdo pela soma, apesar de ndo ser significativamente melhor que os métodos
individuais, apresentou uma menor taxa de erro, 0 que € um indicativo de que de que
classificadores diferentes erram em regifes distintas do espaco e que a taxa de erro
diminui ao combiné-los.
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