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Resumo: As equagoes de diferengas finitas sdo uma
forte ferramenta no estudo de problemas modelados
em tempo discreto que se situam na teoria dos
sistemas dindamicos discretos. A diferenca reside no
contexto. Nos sistemas dindmicos a abordagem é
mais qualitativa. Quando a abordagem é mais
quantitativa usa-se a terminologia de equagdes de
diferencgas finitas. Sua teoria segue proximamente a
teoria dos sistemas dindmicos em tempo continuo,
com as devidas adaptagoes.

Apresentamos as equagoes de diferengas, suas
solugées e aplicacoes de forma acessivel a estudantes
de graduagdo com uma abordagem mais moderna do
que a tradicional, usando dlgebra linear. A literatura
atual é bastante escassa neste sentido, privilegiando
uma abordagem de sistemas dindmicos discretos em
nivel de pos-graduacao.

Trabalhamos com modelos lineares de primeira
ordem e de segunda ordem e modelos ndo-lineares
de 19 ordem, mais precisamente, com equagoes
autonomas. A abordagem ¢ quantitativa e
qualitativa. Neste caso, estudamos a evolugdo do
modelo através da analise da estabilidade dos pontos
de equilibrio.

Apresentamos problemas classicos como a Torre
de Hanoi, Seqiiéncia de Fibonacci, o numero Aureo e
a logistica discreta bem como problemas mais
contextualizados de crescimento populacional como
o da reproducdo da tilapias do Rio Nilo.
Palavras-chave: equacdes lineares, equagdes
auténomas, estabilidade, aplicacdes.

1 Introducao

Uma equacdo de diferencas de ordem n é uma
equagdo do tipo

Vien = S Vs Viwtseeos Vins) (1

onde n ¢ um nimero natural, n > 0 e f é uma funcdo
real sobre INxS”, onde § é o espaco vetorial das
seqiiéncias reais € IN ={0,1,2,...}. Quando » =1, temos
uma equacio de diferencas de primeira ordem

yk+1 :f(k’yk)'

Quando f ndo depende da variadvel independente k,
temos uma equacio auténoma,

Vin =S ()

A equacio de diferengas (1) ¢ linear de ordem n
quando tem a forma

L033) =d"(R), . +0 K)oy ot Ry +d B)y, =g (R)>

Oou S€ja, as variaveis YViseo-Viin-1? aparecem Ccomo

1

combinagdo linear cujos coeficientes «°,....a"" e

gsdo fungdes de k& mas ndo de y,, ou seja sdo

seqiiéncias de numeros reais, com ¢’ ndo

identicamente nula; caso contrario, a equagdo ¢ nao-
linear. Se os coeficientes ndo dependerem de k,
teremos uma equac¢do linear com coeficientes
constantes. Quando gfor identicamente nula a
equagdo ¢ homogénea, ¢ nio homogénea caso
contrario.

Uma solucdo da equacdo de diferengas (1) ¢ uma
seqiiéncia de numeros y ., y,y,,.. que satisfaz a
equacdo para cada k=0,72,... No caso de uma
equacdo autdbnoma, temos uma solucdo de equilibrio
quando y, ¢ constante, ou seja, tem sempre 0 mesmo
valor para qualquer % .

Fixado n, >0, um problema de valor inicial ¢ a

equagdo (1) com n condigdes iniciais, ou seja,
Vien = S Vi Vistseoos Vi) kb = ng,mg + 1,y + 2,
Voo TV sVt =V s Voaws = V"
2 Equacoes de diferencas de
primeira ordem linear

O problema de valor inicial para uma equagao de
diferencas de primeira ordem linear &,



yn+1:anyn+bn’ ynu:no’ (2)
e no caso de uma equagdo homogénea,
ynH:anyn > ynu:no’ (3)

onde g, € b, sdo seqiiéncias de numeros reais
definidos para n > n, >0, fixado n, > 0.

Por indug@o mostra-se que a solugdo de (3) ¢ dada
por

Y, = ("Ff a,)y", @)

i=n

k .
e introduzindo a notacio Il a’' =1, a equacio (2)
k+1

tem solugdo

r=(fa) 5 Hap ©

i=n i=r+l
0 r=n,

2.1 Equacgéao com coeficientes constantes, n,=0

D a,=aeb,=b+#0,paratodo n:

n-1
yn+1 :ayn+bn jyn :any0+zan_l_kb’

=0
e a convergéncia vai depender do valor de ¢ .
e Sea=1,

Y, =Y, +nb.
Nao existe ponto de equilibrio e y, fica ilimitado
quando 7 tende ao infinito. A solugdo diverge.
e Sea=#l,

1-a"

yn:any0+ 1 b

Se y, ZIL Y, =Y,¢ a unica solugdo de

—-a
equilibrio da equagdo:
e Se a<l,entiolima” =0, e portanto y,

b

converge para , para qualquer Y.

e Se |a| >1, lima" = %o conforme a >0
ou a<0, se Vo E— e

l-a’
portanto y, diverge.

e Sea=-1, y,oscila,se y, # ,€

portanto y, diverge.
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() a, =ae b, =0, paratodo n:
Yon =y, =y, =a"y,,
cuja convergéncia depende do valor de a. As
solugdes de equilibrio sio ¥, =y,,se a=1¢
v, =0,sea=#l.
e Sea=1l,y,=y,, Vn ¢ a solugdo com
condigdo inicial ). Todas as solugdes sdo
de equilibrio.

e Se |a|<l, y,converge para 0, para

qualquer y,,.
e Se |a| >1, y, diverge,se y, #0.
e Se a=-1, y, =%y, conforme né par

ou impar, e portanto ', diverge.

3 Teoria geral das equacoes lineares

A equagdo de diferengas linear pode ser vista como
um operador linear L:S — S que transforma uma
seqiiéncia {y, } naseqliéncia {z, } definida por

Ly)=d"(k)y,,, +dK)y,,, ,+.+d" &)y, +d' &)y, =z
(6)
para cada valor de £ > 0. Quando {z,} =0, temos

uma equagdo de diferencas homogénea,

L) =d" 0y, +0 R,y +td R+ Ry, =0,

(7

para cada valorde £ >0.

Proposi¢io 1. Fixada a seqiiéncia {z,}, toda

solugdo de (6) ¢é dada por {y }={h}+{p,}, onde

{h,} € uma solugdo da equagdo homogénea

associada (7) e {p,}, é uma solugdo particular da

equagdo ndo-homogénea (6).

Teorema 2 (Existéncia e Unicidade de solugoes).

Se d’(k)= 0, para todo k >0, e se a seqiiéncia {z} é

dada, a equacdo (6) tem solug¢do unica sempre que
VosVisey,., €Stiverem especificados.

Teorema 3. O conjunto H de todas as solucoes da
equagdo de diferengas linear homogénea de ordem n
é um espago vetorial de dimensdo n.

Corolario 4 Toda solugdo de (7) se expressa como
uma combinagdo linear



vik)y=c fl(k)+..+c,[" (k)
onde {{f"(k)},..{f"(k)}}, éuma base para H.

Um conjunto de n seqiliéncias

()Y, {f"(k)}y do espago vetorial S ¢é
linearmente independente quando a equagao

e f (k) +..+c [ (k)=0, 7k

s6 tem solugdo trivial, ou seja, ¢, =...=c, =0.
Tomando valores consecutivos de &, em (10), segue
que ¢,...,c, satisfazem o sistema linear de ordem n,

A(k)e =0 vk

onde

&  F® f®

® ) e . fEH)

k) flemn) .. [k,

A matriz A(k) é chamada de matriz de Casorati
das n seqiiéncias {f'(k)},..{f"(k)}, e seu
C(k)=det A(k),

determinante chamado de

casoratiano.

Teorema 5. Sejam {f"(k)},...{f" (k)} n solugbes de

uma equagdo de diferengas linear homogénea de
ordem n. Entdo elas sdo linearmente independentes
se somente se o seu casoratiano C(k) for diferente de
zero em algum ponto k, €IN- Alem disso, se o

casoratiano for diferente de zero em algum ponto k,
entdo ele sera diferente de zero vk e IN.

Corolario 6: Sejam {f'(k)},..{f" (k)} solugdes de
uma equag¢do de diferenca homogénea. Entdo

C(k)=0,Yk >0 ou C(k)#0,¥k >0.

4 Equacoes de diferencas de
segunda ordem linear homogénea

A equagdo de diferencas com coeficientes constantes,
yn+] = anyn—] + byn—Z ’ (8)

tem solugdo geral, y(n)= Au,(n)+ Au,(n), onde
u,(n) € u,(n) sao
independentes de (8). Se y(n)y=y, =kA" ¢ uma

solugbes  linearmente

solugdo de (8),
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KA —ak2'™ —bkA'? =0 = kA (X —al—-b)=0

Se 4 =0, y, = 0 para todo n, que é linearmente
dependente. Logo, 1 # 0. P(A) = A*—ail—-b é o
polindmio caracteristico associado a (8) e suas raizes
A1 € A, sdo os autovalores,

p) _ai\/a2+4b
2= ~
’ 2

Caso 1 A>0: autovalores reais e distintos,
Vo= A4+ A, A5 ©)

As fungdes y (n) = Ai"e u,(n) = A" sdo linearmente
independentes, pois o casoratiano em n=0

§C(0)=4, -4, #0.

Fazendo n=0e n=1 em (9), tem-se

) —
4, = ,V;t ;tyo eA2 _ /Zyo /1)’1 (10)
11— "2 1~ "2

onde y, e y; sdo condigdes iniciais dadas.

Caso 2 A<0: autovalores complexos,

y,=A,p" cosnd+ 4,p" sinnd, an

onde A, =a+ fi = p(cosf +isin6).

As fungdes y (n) = (a+ fi)" e u,(n) = (a- fi)" sdo
linearmente independentes, pois o casoratiano em
n=0¢&C0)=4,-1, =-28i=0.
A solucdo

Vo= A (a+ fi)" + 4, (a - pi)"
¢ complexa, mas tomando a parte real e a parte
imaginaria, obtém-se a solucao real (11).

Caso 3 A = 0: os autovalores sdo reais iguaisec a ¢ a
solucdo ¢ dada por

Y, = (A + A
O casoratiano de u,(n) = 4" € u,(n) = nA," paran
=0,¢ C(0)=4, 0.

S Equacoes de diferencas de
primeira ordem nao lineares

A equagdo autdbnoma

Vou =f,) (12)



tem ponto de equilibrio y* se e somente se
f(y")=y". Além disso dada uma condigao inicial yo,

Vo =f0) =" o) =" () -

Defini¢io: O ponto de equilibrio y” é:
(a) Estavel quando dado &> 0 existe 0> 0 tal que se
o -¥ < &, entdo |f'(yo) -y <&,
para todo n > 0.
Se y" ndo é estavel, ele é chamado instavel.
(b) Atrator se existe 77> 0 tal que

o -y < 7, entdo limf" (vo) =y".
Se 17= 0, x" é chamado atrator global.

(c) Assintoticamente estavel se além de estavel é
atrator.

Teorema 7: Se y" é um ponto de equilibrio da
equagdo de diferencas (12) e [/ é continuamente
diferencidvel em y", entdo,

(i) Se |°(y")] <1, y" é assintoticamente estdvel;
(ii) Se |F°(y")) > 1, y" é instavel.

Teorema 8 Suponha que y* é um ponto de equilibrio
da equacdo de diferencas (12) tal que f(v") =1e f
é duas vezes diferencidvel em y” . Entdo,

(i) Se /' (v*) =0, entdo y" é instavel;
(i) Se /' (v*) =0e f (y") > 0, entdo y*é instavel;

(iii) Se /() = 0 e f () < 0, entio, y* é
assintoticamente estavel.

6 Aplicacgoes
A torre de Hanoi

Diz a lenda que havia em um templo 3 estacas e n
discos de ouro, de diametros diferentes. Inicialmente
os discos estavam enfiados na primeira estaca, em
ordem crescente de didmetros, de cima para baixo.
No processo de transferéncia, a cada vez, se move
apenas um disco de uma estaca para outra, porém,
Jjamais um disco pode ser colocado sobre um disco
menor. Quantas transferéncias de discos de uma
estaca para outra devem ser feitas para colocd-las
na terceira estaca?

Seja x, a quantidade de movimentos que fazemos
com n pegas:

e Paran=1,x=1.

e Paran=2,x,=3=2x, +1.

e Paran=3,x3=7=2x, + 1.

Suponha que para mover n pegas, x, = 2x,; + L.
Entdo para mover n+1 pecas move-se as n primeiras
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com x, movimentos, mais 1 da n+1-ésima, mais x,
dos n primeiros de novo. Logo, este problema pode
ser formulado através da equacdo de diferenca linear
de 1* ordem nao-homogénea,

Xprp =2x,+ 1, x,=1. (13)

onde x, € o nimero necessario de movimentos com »
pecas, comn € IN.

A equagdo (13) gera a seqiiéncia crescente,
1,3,7,15,31,63,127,... e tem solugdo

x, =2"" —1 de acordo com a se¢io 2.1m

Seqiiéncia de Fibonacci e 0 nimero dureo

Suponha que coelhos vivam para sempre e que cada
més cada par produza um novo par, que se torna
reprodutivo com 2 meses de idade. Se comegarmos
com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos
terdo no n-ésimo més?

Esse problema ¢ modelado pelo problema de valor
inicial

Vst :yn—l+yn—2’y0:16y1:17 (14)

onde y, é o numero de casais adultos no més » com
nelN.

Esta equagdo gera a seqiiéncia crescente 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, 34,... conhecida como seqiiéncia de
Fibonacci. Sua solugdo é dada por

_1 l+\/§ n+l Lin-ﬂ
S I +\B 2

de acordo com Casol, Seg¢do 4.

Observemos que A; > 1 ¢ -1 < 4, < 0; assim, o
autovalor dominante ¢ A;, pois |4;| > |4,| > 0, o0 que
garante que a seqiiéncia de Fibonacci {y,} € crescente
e ndo limitada e, portanto, ndo convergente.

A razdo dos termos sucessivos da seqiiéncia de
Fibonacci fornece uma nova seqiiéncia p =y . /y,

que converge para o numero aureo. Definindo
¢=1limb, >0,

como y, satisfaz a equagdo (14),

. . 1
¢:hmYn+1 :hmYn+Yn-l :1"1‘*
yn yl‘l

Logo ¢*> =¢+1. Como ¢ > 0, entdo

1+\/§

2

¢ = =1,61803...

que € o nimero aureo. m



Crescimento das tilapias do Rio Nilo

As tilapias sdo peixes de dgua doce que apresentam,
essencialmente, trés estagios em seu ciclo de vida:
ovos, jovens e adultos. Quando adultos, tém a
capacidade de se reproduzir, o que ocorre
aproximadamente aos quatro meses de idade. Em
condigoes naturais quando a temperatura da dgua
permanece acima de 20°C, a tilapia pode desovar a
cada 2 meses. As fémeas poem seus ovos nos ninhos e
sdo fecundados pelos machos. Apos a fecundagao, as
fémeas recolhem seus ovos na boca para a
incubagdo, eclosdo e protegdo das larvas. A eclosdo
da-se, aproximadamente, em 72 horas e as larvas
continuam na boca por um periodo de 7 a 10 dias. O
numero de larvas produzidas depende do tamanho da
fémea, com uma taxa de mortalidade igual a 50%.
Num processo continuo de criagdo destes peixes é
recomendadvel que exista um macho para cada duas
fémeas (ver [1]).

Com base nos dados, podemos fazer a seguinte

construgdo, considerando:

P, populagdo de peixes adultos

A; , populagdo de alevinos

¥: , populacdo total.

t o tempo a cada dois meses.

Em ¢ =0, temos p, adultos ¢ nenhum alevino.

Em ¢ = 1, teremos a mesma populacdo de adultos

¢ a populagdo de alevinos ¢ uma porcentagem da

populagdo adulta de dois meses atras (t=0).

De forma geral, a dindmica de crescimento se da da

seguinte forma:

e p ¢ a soma da populacdo de adultos com a
populagdo de alevinos no estagio anterior, ainda
que esses alevinos ndo vao procriar no estagio
seguinte:

Pi=Pper T A (15)

e A ¢ uma percentagem da populagdo adulta do
estagio anterior (uma vez que as fémeas sdo
parte desta).

A, = ap.;. (16)
e vy, ¢apopulagdo total
yi=p t+ A (17)

Logo, de (15), (16) e (17) segue que,

Pi=Pei T 0P © Y= P (18)

ou seja, a quantidade de peixes adultos num estagio €
igual a quantidade total dos peixes, no estagio
anterior. Portanto, de (18), a equacdo que governa o
crescimento da populagio total €,

V=YV T s
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Note que as condigdes iniciais do problema de valor
inicial para o crescimento da populacdo adulta sao

p{;:p]:po, (19)

uma vez que a equacdo (18) tem incluido, no total,
peixes que estardo com dois meses e s6 desovardo no
proximo estagio. De acordo com Caso 1, Secdo 4,

P =AA" + A0,

onde

G lVitda o 1-Vit4a

L 2 e 2

com A, # Ay, €,
1++/1+ 4a 1-+1+4a

A4 =p——T s A =p,——F—
P 4 2 oI+ da

Aproximagées de VN , N € IN

Considere a seqiiéncia (a,) tal que

a,n = E a, + ’
aﬂ

onde ay = ¢ > 0 qualquer.
A equagdo ¢é ndo linear e

f@)=;(x+i)-

Os pontos de equilibrio sdo

x =+JN.
Comof (++N) =0 <1, onde ++/N sdo pontos
fixos estaveis. No entanto, se a, tem limite L, com a,
>0 Vn ,entdo L > 0. Portanto;

lima, = \/ﬁ.l

O numero aureo

Considere a seqiiéncia X, =AJatx,, X, =+ N,
onde a e N sdo numeros reais positivos.
A equagdo é ndo linear ¢ f(x) = v/ a + x . Os pontos

_1++1+4a

de equilibrio sdo X, = . Consideramos
: 2
apenas x;, uma vez que x, < 0. Como x; > 1,
, 1 1
S )= == <1
2\x, +a 2

e X; € assintoticamente estavel. Portanto,

_1++1+4a
2
1++/5

2

limx

n

Finalmente, quando a = 1, x = , que é numero

Aureo. m



A equacio logistica discreta

Consideremos a equacao de diferenca ndo-linear

Vou =f(,)=ry,(1=y,), comr>0.  (20)

Os pontos de equilibrio sdo y ;” = 0 (ponto trivial)
ouy, =(—1)/r (ponto ndo trivial), e os autovalores
associados a equacao (20) sao dados por

o =r-2ry",

ou seja, paray | =0, A, =reparay," = (r—1) /r, 1, =
2-r.

Logo, de acordo com o Teorema 7,
(a)Seo<r<1,temos

e |f(A4)|<1,y  ¢assintoticamente estavel;
e /(L) |>1,y, ¢éinstavel.

(b) Se r> 1,

o |/(A4) >0,y ¢instavel;
e |/f(4)|<0,y, ¢assintoticamente estavel.

(c)Ser=1,y"=y=0¢e A =72 =1 usamos o
Teorema 8.

e f(W=1-2y, f(»=-2%0. Opontoy,”
¢ instavel.

O modelo logistico discreto, dado pela equagao
(20), ¢ um dos mais simples exemplos de equagdes
de diferencas ndo-lineares e podemos notar a
complexidade de seu desenvolvimento quando
variamos r. m

Observa-se que o modelo logistico discreto ¢ um
caso particular do modelo geral de May.

O modelo de May

A formulagido de modelos matematicos com equagdes
de diferengcas ganhou forca a partir dos trabalhos
desenvolvidos por R.M. May (1975 — 1976) sobre a
dindmica populacional de certos insetos que nao tém
geragdes que se sobrepdem e seus elementos sdo
gerados periodicamente (ver [1]).

As variagoes da populagdo entre duas geragoes
sucessivas dependem do crescimento especifico da
populagdo e da competi¢do entre seus elementos.

A equagido de diferencas que rege este modelo ¢

P.,-P =aP’-bP*,a>0,b>0,
ou
b 1)
P.=(a+1)P[1-—P |
a+1
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Definindo,
e atl =r, taxa de crescimento intra-especifica,
b
* P=N,,
t t
a+1

o ;_4 +1 , capacidade suporte da populacdo,
b

segue de (21),
N,

t+1

=rN,(1-N,).

que ¢ a equagdo do modelo logistico discreto (20).
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