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Resumo: No estudo das variáveis aleatórias contínuas sobre o conjunto dos números reais R um dos  problemas é o cálculo de probabilidades, visto que é necessário resolver uma integral definida da função densidade que, na maioria das vezes, não possui primitiva explícita ou cuja primitiva não é simples de obter. Embora funções densidade de probabilidade como a exponencial e a uniforme sejam resolvidas analiticamente seu valor numérico no computador é dado por aproximação, e portanto afetado por erros de arredondamento  ou truncamento. O objetivo deste trabalho é utilizar o método de Simpson Intervalar para calcular um intervalo encapsulador da probabilidade real de uma variável aleatória, com distribuição exponencial.. Os algoritmos foram implementados no Matlab, usando  Intlab  Os resultados mostraram que as probabilidades intervalares encapsularam as probabilidades reais.
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1. Introdução

  No estudo das variáveis aleatórias contínuas sobre o conjunto dos números reais, R, um dos  problemas é o cálculo de probabilidades, visto que é necessário resolver uma integral definida da função densidade que, na maioria das vezes, não possui primitiva explícita ou cuja primitiva não é simples de se obter. Embora funções densidade de probabilidade como a exponencial e a uniforme, sejam resolvidas analiticamente seu valor numérico no computador é dado por aproximação, e portanto afetado por erros de arredondamento  ou truncamento. Outras funções  densidade como a normal ou  gama, por exemplo, não possuem primitivas na forma analítica, sendo necessário o uso de integração numérica onde erros de arredondamentos e truncamentos são propagados  devido às operações aritméticas realizadas no computador. Existem na literatura [1][10]  vários métodos de integração numérica, por exemplo    os métodos conhecidos como fórmulas de Newton-Cotes, quadratura Gaussiana,  entre outros. Como a integral definida é aproximada se faz necessário o cálculo do erro nessa aproximação que também é uma valor aproximado.
  A matemática intervalar fornece uma alternativa para resolver este problema, ou seja, o controle automático do erro numérico, pois encontra    um intervalo que encapsula o valor da integral.  Extensões intervalares de vários métodos de integração numérica, tais como Fórmula de Newton-Cotes, Quadratura Gaussiana,  são citados em Caprani [3] e em Moore [9]. 
  O objetivo deste trabalho é utilizar o método de Simpson Intervalar definido em Caprani [3] para calcular a probabilidade  sobre o intervalo [a, b] de uma variável aleatória, com distribuição exponencial. Os algoritmos para tal foram implementados no Matlab [5], usando  Intlab [4].
  Este artigo está organizado da seguinte forma: a Seção 2 apresenta conceitos básicos da análise intervalar; na Seção 3 tem-se o método de Simpson intervalar para integração numérica;  na Seção 4  é encontrado um intervalo encapsulador para a probabilidade real. As conclusões estão na Seção 5 e  por último as referências.
2. Conceitos Básicos da Análise Intervalar 

  Seja IR o conjunto de todos os intervalos fechados de números reais, 
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  Associando-se a cada intervalo [x, y] [image: image2.wmf]Î

 IR um ponto  (x, y) 
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 R2,  tem-se uma representação geométrica  Moore [8] para IR, como mostra a Figura 1, obtida  no Maple( [7]. 
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            Figura 1: Interpretação geométrica do conjunto IR

  Os pontos na diagonal y = x entre os pontos (x, x) e  (y, y) representam os números reais contidos nos intervalos  [x, y] e o intervalo é representado pelo vértice (x, y) do triângulo.

  A aritmética intervalar e a  topologia no espaço dos intervalos são as definidas em Moore [8][9].
Definição 1 Uma função intervalar F de uma variável intervalar X  é inclusão monotônica   se


[image: image5.wmf]IR.

X

  

Y,

     

F(X),

F(Y)

  

X

Y

Î

Í

Þ

Í


Definição 2  Seja f uma função real de uma variável real.  A função intervalar F de uma variável intervalar X 
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  Existem várias extensões  intervalares de uma função real f. Isto acontece porque expressões racionais que são equivalentes na aritmética  real podem não o ser na aritmética intervalar. 
Exemplo 1.  Seja 
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e as  extensões intervalares de f
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Portanto, 
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3. O método de Simpson Intervalar para  integração numérica
 Dada  a função contínua  f: R 
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 R  sobre o intervalo  A = [a, b] o objetivo é calcular
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Como f é contínua, f é integrável a Riemann.  Se G é uma primitiva  de f em [a, b]  temos, pelo Teorema Fundamental do Cálculo Integral,  que 
S = G(b) – G(a).
G(a) ou G(b) podem não ser representados no computador e seu valor será aproximado. Se não é possível encontrar uma expressão analítica  para uma primitiva de f, métodos numéricos são essenciais para encontrar uma solução numérica do problema.
   O método de Simpson intervalar Caprani [3] é uma extensão intervalar do método de Simpson real [1][10]. O método de Simpson intervalar é fundamentado  na propriedade aditiva da integral definida e no Teorema do Valor Médio para Integrais, supondo que f  é quatro vezes continuamente derivável em A = [a, b]  e são conhecidas extensões intervalares para f e 
[image: image17.wmf](

)

,

f

4

 derivada de f de quarta ordem, o método encontra  um intervalo que encapsula a integral definida, isto é, um intervalo que contém o valor da integral definida, como visto a seguir.
. 
3.1 O método de Simpson nos reais 
    Dada  uma partição P = {a0, a1, ..., an} de  A = [a, b]  tal que  ai – ai-1 = (b – a) / n.  Então, usando o Teorema do Valor Médio para Integrais
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Como f é quatro vezes continuamente diferenciável  tem-se
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Portanto,
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3.2 O método de Simpson  intervalar
   O método de Simpson intervalar em Caprani [3] 

admite conhecidas  extensões intervalares  F e G, respectivamente de f e [image: image29.wmf](
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Por  (2)  tem-se
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 são intervalos  degenerados de números reais, mas como o integrando está sujeito a erros, faz-se necessário trocar os intervalos degenerados por outros de amplitude tão pequena quanto possível que os contenham.   
Portanto, 
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A exatidão deste intervalo depende das extensões intervalares usadas e do valor de n. 
4. Um intervalo encapsulador  para a probabilidade real de uma variável aleatória contínua 

A distribuição de probabilidade de uma variável aleatória contínua [6] é caracterizada por sua função densidade de probabilidade a qual satisfaz às propriedades:
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O item b) acima indica que a probabilidade da variável aleatória assumir valor em um intervalo é dada pela integral da função nesse intervalo.  As funções densidade de probabilidade mais freqüentes nas aplicações práticas, como por exemplo a distribuição normal,  não possuem primitivas na forma analítica. A distribuição exponencial possui função densidade com primitiva na forma analítica, mas o valor da probabilidade, em geral, não é um número exatamente representável no computador. Neste trabalho é proposto  um intervalo encapsulador, usando o método de Simpson intervalar,  para calcular probabilidades da variável aleatória com distribuição exponencial.

4.1  Distribuição Exponencial
Uma variável aleatória contínua com função densidade dada por
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    Seja  A = [a, b]
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  A função f tem uma primitiva na forma analítica, e pelo Teorema Fundamental do Cálculo Integral pode-se calcular a integral definida diretamente desta primitiva. O número “
[image: image49.wmf]e

” e suas potências não exatas são  números irracionais, sendo seus  valores aproximados, portanto sujeitos a erros de arredondamento. O método de Simpson intervalar é uma alternativa para encontrar um intervalo que melhor aproxime o valor desta integral, no sentido de se obter um intervalo com amplitude tão pequena quanto possível que a contenha. Para aplicá-lo é necessário determinar extensões intervalares para f e
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  Como f é decrescente em   [0, 
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   A derivada de quarta ordem de f, 
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   O método de Simpson intervalar aplicado a variável aleatória com distribuição exponencial foi implementado no Matlab, como arquivo M de funções, usando a biblioteca  Intlab. Sua chamada é dada por  

                        >>dexp(a, b, c, n)                       (7)
onde:

  a: limite inferior do intervalo A. 
  b: limite superior do intervalo A.
  c:  parâmetro  da função densidade.

 n: número de subintervalos determinado pela     partição de A.
Nesta  versão  implementada do método é assumido que [image: image57.wmf](

)

(

)

 

)

A

F(m

  

,

a

F

 

i

i

1

-

e
[image: image58.wmf](

)

 

a

F

 

i

 são intervalos degenerados de números reais.
 O exemplo abaixo ilustra uma aplicação do método.

Exemplo 2.  Se os defeitos de um tecido seguem uma lei de Poisson com média de um defeito a cada 500m, qual a probabilidade de que o intervalo entre dois defeitos consecutivos sejam:

a) no  mínimo de 1250m;
b) entre 1000 e 1250m;
c) menor do que  1000m.

   As soluções a seguir foram calculadas no Matlab [5], usando a biblioteca Intlab [4] e  a função em (7),  nos formatos short (precisão simples) e long (precisão dupla) .

a) Probabilidade real:

    Precisão simples:
0.0821,

                                                                               (8)
    Precisão dupla: 
0.08208499862390.
    Probabilidade encapsulada: 

>> dexp(1250, inf, 1/500, 100)

    Precisão simples:
[0.0820, 0.0821],
                                                                               (9)         

    Precisão dupla: 
[0.08208499862389,  0.08208499862390].
b) Probabilidade real: 

    Precisão simples: 
0.0532,
                                                                            (10)

     Precisão dupla:  
0.05325028461271.
     Probabilidade encapsulada:
     >> dexp(1000, 1250, 1/500, 100)

     Precisão simples:
[0.0532, 0.0533],
                                                                          (11)

     Precisão dupla:                              

[ 0.05325028460693,   0.05325028460697].
c) Probabilidade real:
    Precisão simples

0.8647,
                                                                           (12) 

     Precisão dupla

0.86466471676339.
     Probabilidade encapsulada:
>> dexp(-inf, 1000, 1/500, 100)

        Precisão simples:

[0.8646, 0.8647],
                                                                            (13) 
    Precisão dupla:
[0.86466471676338, 0.86466471676339].
  Assim  de  (8), (9), (10), (11), (12) e (13), observa-se  que as probabilidades reais pertencem às probabilidades intervalares ou, as probabilidades intervalares Campos [2] encapsulam as probabilidades reais.  
5. Conclusão

  Neste trabalho foi desenvolvido uma versão do método de Simpson intervalar para variáveis aleatórias contínuas com função densidade de probabilidade exponencial, denominado dexp, no Matlab. Como visto anteriormente as probabilidades reais são encapsuladas pelas probabilidades intervalares Campos [2]. Uma nova versão deste algoritmo está sendo implementada para  resolver problemas como:

     a)  Números de pontos da partição de A para que o intervalo encontrado seja o de menor diâmetro. 

     b)  Implementar 
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 como   intervalos  não degenerados de números reais, para absorver erros numéricos do integrando.

  Cálculo de probabilidades quando a variável aleatória tem distribuições uniforme ou normal estão sendo implementados.
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