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Resumo: Em muitas situações práticas, é necessário substituir uma solução exata para uma equação diferencial por uma solução aproximada, devendo-se avaliar essa possibilidade de acordo com a prioridade requerida no seu uso.
O método de Euler, também chamado de Método das Retas Tangentes, objetiva ao valor aproximado num ponto de uma função obtida pela resolução de uma equação diferencial ordinária (EDO). O método é recursivo e tem um erro associado. O dimensionamento e a estimativa desse erro são de extrema importância para a inferência da validação do método. De posse desse método, tem-se uma iteração, a partir de um valor inicial, em busca de um resultado que será aproximado. 
Neste artigo, encontram-se quatro simulações, com parâmetros diferentes para o método de Euler, usando a mesma equação diferencial. Os erros cometidos por essas aproximações serão avaliados e comentados com base nesses parâmetros.

Palavras-chave: Equações diferenciais ordinárias, método de Euler, erro.

1. Introdução


Neste artigo, é realizado um estudo detalhado do método de Euler para equações diferenciais ordinárias (EDO´s). Este estudo dimensiona os erros encontrados nas aproximações desse método. A maneira como esses erros são reduzidos e suas respectivas conseqüências serão devidamente explicadas ao longo deste artigo.


Equações diferenciais são usadas para representar matematicamente problemas da natureza como, por exemplo, o estudo do crescimento de espécies animais em seus habitats. Tais equações são normalmente úteis para descrever processos físicos dinâmicos [5].

Uma família de funções, compondo as possíveis soluções de uma equação diferencial, pode satisfazer as restrições desse tipo de equação. Quando são fornecidas m condições iniciais à equação diferencial, onde m é igual à ordem do problema, a solução para a equação é única. Nesse caso, o problema é dito de valor inicial. Quando a função que representa a solução possui apenas uma variável independente, a equação que lhe deu origem é denominada ordinária [3]. 

Neste trabalho, empregou-se como caso de estudo uma EDO que possui solução facilmente determinada por métodos analíticos. A equação diferencial citada é apresentada da seguinte maneira:
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A solução para este problema de valor inicial é dada pela função
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A função, descrita pela equação (2), foi construída usando um procedimento analítico denominado de Método dos Fatores Integrantes [1]. Esse método consiste em multiplicar a equação por uma função comumente chamada de fator de integração. A determinação desse fator é feita de modo a obter uma equação facilmente integrável.

O uso de soluções aproximadas para equações diferenciais é explicado pela possível complexidade referente aos diversos métodos analíticos que podem ser usados nesse tipo de problema. Os formatos que uma equação diferencial pode assumir demandam um amplo conjunto de métodos que, em alguns casos, pode até mesmo inviabilizar encontrar uma solução exata.

Neste contexto, o Método das Retas Tangentes surge como uma opção para encontrar a solução de uma EDO a partir de um valor inicial dado. Esse método é usado em problemas que possuem a seguinte forma padrão:
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Com o uso desse método, obtêm-se os valores de y0, y1, y2, ..., yn, ..., que são aproximações do valor da solução exata em t0, t1, t2, ..., tn, ... .

O método de Euler [1] é descrito pela equação recursiva 
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Usualmente, denomina-se de passo, aqui referenciado por h, o valor de t n+1 – tn. Considerando que esse valor é constante, a equação (4) é rearranjada da seguinte maneira:
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O artigo foi separado em seções. A seção seguinte contém o embasamento que apóia o método de Euler. A Seção 3 mostra como os erros foram calculados. Na Seção 4, têm-se resultados e uma avaliação do comportamento do erro a partir deles. A Seção 5 apresenta as conclusões do trabalho.
2. Fundamentos

O método necessita conhecer y0 e t0, que são, respectivamente, o valor inicial do problema e o valor de partida para início da solução aproximada. Tendo em mãos esses dois valores, é necessária a escolha do valor do passo.  A seguir, é desenvolvida a equação da reta tangente à solução no ponto t0
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cuja inclinação é dada por
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Usando o passo h, estima-se o valor de y1, que é o valor aproximado da solução para t1. De maneira análoga, o valor de y2 é determinado pela equação
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Generalizando, obtém-se a fórmula geral do método de Euler descrita pela equação (5).
 
Outra abordagem para explicar o funcionamento do Método das Retas Tangentes é usar séries de Taylor. A expansão da solução da equação diferencial y(t) usando esta série é
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Considerando que 
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e que os termos após a segunda parcela da equação (9) podem ser desprezados quando comparados com as duas primeiras, obtém-se o resultado
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Essa equação (10) é análoga à expressão recursiva (5) que determina o método de Euler. Segundo a equação (9), pode-se observar que, quanto mais próximo de zero for o passo, a parte desprezada também será. Dado que um valor p, representando aqui um passo, é sempre menor que p + q, onde q > 0. Tem-se que pn < (p + q) n, para todo n maior ou igual a zero.


Neste tipo de aproximação numérica, os erros são de dois tipos: truncamento e arredondamento. O primeiro tipo de erro é cometido pelo uso de uma fórmula aproximada no método de Euler. Erros de arredondamento, por sua vez, são causados pela incapacidade do computador representar infinitas casas decimais.

O método de Euler pode ser executado por computadores. Para isto, é necessário o desenvolvimento de um programa que execute o algoritmo descrito a seguir.
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3. Metodologia

Os dados usados nesse artigo foram obtidos através do uso de um programa escrito em C++ [2]. Esse programa calculou valores para solução exata do problema de valor inicial (1). Assim, usando a equação (2), o valor de t foi progressivamente incrementado por 0.1 começando de 0 e finalizando em 10. A cada mudança da variável independente t, o valor da função foi registrado. 

Usando o Método das Retas Tangentes, foram calculados valores para a solução estimada da equação diferencial estudada (1) para os mesmos valores de t usados, ou seja, 0, 0.1, 0.2, ... , 10. Foram escolhidos quatro valores para o passo e repetiu-se este procedimento para cada um deles.

Uma vez determinados os valores exatos e aproximados, os erros percentuais gerados pelo método de Euler para cada variação do passo foram registrados. A fórmula que define o cálculo dos erros é
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onde En é o erro percentual associado ao n-ésimo passo do método empregado, e y(tn) e yn são, respectivamente, os valores exato e aproximado.


Todos os valores registrados nessa etapa de coleta de dados foram armazenados em arquivos que foram acessados através do MATLAB [4] para geração de gráficos.

4. Resultados e Discussões

Para uma visualização da solução especificada pela equação (2), a observação do gráfico da mesma, que está presente na Figura 1, é essencial.
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Figura 1: Gráfico de equação (2)

O estudo desenvolvido neste trabalho envolveu a construção de quatro soluções aproximadas para o problema (1) usando o método de Euler com passos distintos. Os valores dos passos empregados foram 0.05, 0.025, 0.01, 0.0005. As soluções aproximadas possuem um padrão de crescimento semelhante ao gráfico da solução exata, contudo seus valores absolutos apresentam disparidades. Para uma visualização dessas disparidades, apresentam-se a seguir os gráficos contendo os erros percentuais das soluções aproximadas à medida que o parâmetro t cresce.
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Figura 2: Gráfico de erro para h = 0.05
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Figura 3: Gráfico de erro para h = 0.025
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Figura 4: Gráfico de erro para h = 0.01
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Figura 6: Gráfico de erro para h = 0.0005


Os gráficos exibidos foram construídos a partir dos dados presentes na Tabela 1, apresentada a seguir. Essa tabela contém os erros percentuais associados a um passo e a um valor do parâmetro t específicos.
Tabela 1: Crescimento de erros percentuais
	   h   t
	0.05
	0.025
	0.01
	0.0005

	0
	0
	0
	0
	0

	0.5
	17.0651
	9.42831
	4.02415
	0.210112

	1
	30.4727
	17.51450
	7.68044
	0.408568

	1.5
	41.7607
	24.91270
	11.2144
	0.607609

	2
	51.2088
	31.64250
	14.6107
	0.80612

	2.5
	59.1179
	37.76470
	17.8748
	1.0041

	3
	65.7431
	43.33730
	21.0135
	1.20165

	3.5
	71.2942
	48.41050
	24.032
	1.39879

	4
	75.9457
	53.02940
	26.9351
	1.59553

	4.5
	79.8435
	57.23480
	29.7273
	1.79188

	5
	83.1096
	61.06360
	32.4128
	1.98784

	5.5
	85.8465
	64.54970
	34.9956
	2.18341

	6
	88.14
	67.72360
	37.4797
	2.37859

	6.5
	90.0618
	70.61340
	39.869
	2.57337

	7
	91.6721
	73.24440
	42.1669
	2.76777

	7.5
	93.0216
	75.63990
	44.377
	2.96179

	8
	94.1524
	77.82090
	46.5026
	3.15541

	8.5
	95.0999
	79.80660
	48.547
	3.34865

	9
	95.8939
	81.61460
	50.5133
	3.5415

	9.5
	96.5593
	83.26070
	52.4044
	3.73397

	10
	97.1168
	84.75940
	54.2233
	3.92605



De acordo com os resultados apresentados nos gráficos, pode-se comprovar visualmente que a diminuição do passo usado no método de Euler aumenta a exatidão do resultado. Esta exatidão é acompanhada de um aumento no tempo de processamento computacional. A tabela abaixo apresenta o número de iterações que o Método das Retas Tangentes executou para construir as soluções aproximadas.

Tabela 2: Número de iterações

	Passo (h)


	Iterações



	0.05

0.025

0.01

0.0005


	200

400

1000

20000





Em todos os casos, o erro é crescente. No entanto, quando o h é maior, a derivada da função que descreve o crescimento do erro é grande para valores de t próximos de zero e, com o aumento deste parâmetro, a inclinação da reta tangente ao gráfico diminui suavemente, tendendo a zero. Quando o h é menor, o crescimento é mais lento e gradual. Como se pode observar para h = 0.0005, o erro associado a esse passo se demonstra praticamente linear no intervalo apresentado.

Outra forma de visualizar o crescimento dos gráficos é comparar o crescimento dos erros percentuais para diferentes intervalos de valores de t. Esses intervalos são indicados por [n + 2, n], onde n = 0, 2, 4, 6, 8. A tabela a seguir contém essas informações. 
Tabela 3: Variação dos Erros
	   h   n
	0.05
	0.025
	0.01
	0.0005

	0
	51.2088
	31.64250
	14.6107
	0.80612

	2
	21.7369
	21.3869
	12.3244
	0.78941

	4
	12.1943
	14.6942
	10.5446
	0.78306

	6
	6.0124
	10.0973
	9.0229
	0.77682

	8
	2.9644
	6.9385
	7.7207
	0.77064



Esse comportamento apresentado nos resultados mostra que, quando o passo tende a zero, a solução aproximada converge para o valor exato. 

Vale salientar que nem sempre uma solução com alta exatidão, isto é, possuindo todos os dígitos corretos, compensa os conseqüentes custos computacionais. Situações que não demandam um alto grau de exatidão admitem erros maiores e, conseqüentemente, custos computacionais menores.

Outro aspecto observado é que, quanto maior a distância do valor da solução estimada do valor de partida do algoritmo, maiores serão os erros. Isto ocorre devido a um efeito acumulativo do erro. Cada iteração do método gera um erro que se propaga continuamente.
5. Conclusões

O conteúdo abordado nesse artigo indica que cuidados especiais, principalmente relativos ao passo, devem ser tomados ao se buscar um resultado aproximado. Pôde-se perceber que os gráficos das soluções aproximadas se assemelham ao gráfico da função, mas os valores absolutos não são necessariamente próximos. Essa distância observada nos valores pode ser prevista justamente pela análise do passo. O valor do passo próximo de zero aproxima com um grau de exatidão elevado a solução correta.

Outra preocupação é o controle do número de iterações do método, que deve ser pequeno para que o erro inerente seja reduzido. Desse modo, quanto mais próximo o valor inicial do valor a ser aproximado, o erro tende a diminuir. 

A diminuição do tamanho do passo leva ao aumento do número de iterações, o que eleva os custos computacionais para a execução do método de Euler. Portanto, para um bom resultado, e também uma boa performance, deve haver um equilíbrio entre o tamanho e o número dos passos.
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Defina f(t,y) na forma padrão (3).


Inicialize os valores de t0 e y0.


Inicialize o valor do passo h e o número de passos n.


Para j de 1 até n faça


  k1 = f(t,y),


  y = y + h * k1,


  t = t + h.


Recupere y, o valor aproximado.
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