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Resumo:Regido com elevado nivel de radioatividade
natural é um local tipicamente andmalo, onde as
concentracOes dos radionuclideos podem variar desde
0 background até valores extremamente elevados.
Devido aos efeitos causados pelos valores
discrepantes, utiliza-se a mediana como valor mais
representativo para qualquer conjunto de dados
obtidos de uma regido andémala. O bootstrap é um
método que procura substituir a analise tedrica pelo
poder de processamento dos computadores. O
presente trabalho teve como objetivo avaliar a
aplicacéo do método “bootstrap™ ndo paramétrico na
determinacdo da mediana das concentracdes de #°Pb
em amostras de solos provenientes da ocorréncia
uranifera andémala localizada na cidade de Pedra na
regido do Agreste Semi-Arido de Pernambuco. Para
tanto, realizaram-se simulacBes computacionais
utilizando o método de Monte Carlo, com 60.000
iteracOes, que resultaram na concentracdo mediana
de 1.573 + 1.373Bq.kg™.

Palavras-chave: 2°Pb, dados discrepantes, método
bootstrap.

Introducéo

O “bootstrap” é uma técnica estatistica
computacionalmente intensiva que permite a avalia¢do
da variabilidade de estatisticas, com base nos dados de
uma UGnica amostra existente. Essa técnica foi
introduzida por Efron [1], e, desde entdo, tem
merecido profundo estudo por parte dos estatisticos,
ndo sO na parte tedrica, como também na aplicada.
Porém, sendo um método numérico, a sua
operacionalidade somente se tornou viavel com o
advento e a popularizacdo dos computadores.

O termo “bootstrap” surgiu da frase “to pull
oneself up one's bootstrap” retirada de “Adventures of
Baron Munchausen” de Rodolph Erich Raspe, século
XVII: “The Baron had to the of a deep lake. Just
whem it looked like allwas lost, he thought to pick
himself up his own bootstrap.” Esse texto relata uma
situacdo em que o Bardo esta afundando em um lago e
vendo que tudo estava perdido pensa que conseguira
emergir puxando os cadargos dos proprios sapatos
[2]. O sentido estatistico do termo é passar a idéia de
que, em situacdes dificeis, devem-se tentar as mais
variadas solugdes possiveis.

Na estatistica, as situacbes dificeis podem ser
vistas como os problemas de solucBes analiticas
complexas, e, as variadas solucbes possiveis seria a



utilizacdo de uma metodologia com grande quantidade
de célculos, para analisar um pequeno conjunto de
dados. A solugdo para esses casos, com 0 uso de
métodos computacionalmente intensivos, é obtida
substituindo-se 0 poder analitico das expressdes
tedricas pelo poder de processamento  dos
computadores.

A idéia principal do método é a amostra
“bootstrap”, que € retirada da amostra original com
reposicdo. Dessa forma, todo resultado “bootstrap”
depende diretamente da amostra original, isto é, os
resultados “bootstrap” sdo robustos para a amostra
original. Algumas consideracgbes de regularidade sob
as quais esse método é consistente foram discutidas
por Bickel e Freedman [3]. Os conceitos basicos,
propriedades tedricas e aplicagbes podem ser
encontrados em Efron e Thshirani [2].

O “bootstrap” pode ser implementado tanto na
estatistica ndo-paramétrica quanto na paramétrica,
dependendo apenas do conhecimento do problema. No
caso nao-paramétrico, o0 método “bootstrap” reamostra
0os dados com reposicdo, de acordo com uma
distribuicdo empirica estimada, tendo em vista que, no
geral, ndo se conhece a distribuicdo subjacente aos
dados. No caso paramétrico, quando se tem
informacgdo suficiente sobre a forma da distribuicdo

dos dados, a amostra “bootstrap” é formada
realizando-se a amostragem diretamente nessa
distribuicdo com os pardmetros desconhecidos

substituidos por estimativas paramétricas. A
distribuicdo da estatistica de interesse aplicada aos
valores da amostra “bootstrap”, condicional aos dados
observados, ¢ definida como a distribuicdo “bootstrap”
dessa  estatistica [2].  Operacionalmente, o
procedimento “bootstrap” consiste na reamostragem
de mesmo tamanho e com reposicdo dos dados da
amostra original, e calculo da estatistica de interesse
para cada reamostra “bootstrap” (pseudo-valores) [2].
A técnica de “bootstrap” tenta realizar o que seria
desejavel realizar na préatica, se tal fosse possivel:
repetir os procedimentos experimentais.

A amostra original

O presente trabalho utilizou 0 método “bootstrap”
ndo paramétrico, tendo como dados de entrada
(amostra original) os valores das concentracdes de
“1%ph em amostras de solos da principal ocorréncia
andmala natural de urénio que se encontra localizada
numa area da regido do Agreste Semi-Arido de
Pernambuco. Nesta area, a maior concentracdo de
uranio nas rochas calcio-silicaticas anfiboliticas foi de
22 kBq.kg™.

O método bootstrap

Efron e Thbshirani [2] apresentaram as idéias
basicas subjacentes ao método de “bootstrap”, no
ambito da inferéncia classica da estatistica, como se
segue.

Com x =(X;, Xy, '+, X,) amostra aleatoria obtida a

partir de uma populagdo com fungdo de distribuicdo

desconhecida, F, seja, ®(x1, Xp, - ,xn), um

estimador do pardmetro ®(F) que, como se indica,

depende naturalmente de F. Seja F a funcdo de
distribuicdo empirica associada a amostra obtida, tal
que a cada valor observado x;, onde (i=1,2,---,n),

atribui massa probabilistica 1/n . Entdo, o valor de F
é dado pela equacao 1.

) Y

Onde: F,(x) é o estimador ndo-parametrico de

méxima verossimilhanca de F e I(x;<x)é a funcéo

indicadora.
Uma amostra “bootstrap” €& uma amostra
x"=(X], X5, ---, X) obtida de forma aleatéria e com

reposicdo  a
X:(X1: Xy,

partir  da  amostra  original
-, X,), também designada populacéo

“pootstrap”. A notagdo com asterisco indica que x*
ndo € um novo conjunto de dados reais x, mas sim
uma versdo randomizada, ou reamostrada de x. A
amostra “bootstrap” consiste dos correspondentes

. * * *
membros de X, onde: X;=Xj1, X5=Xjp, ‘=", Xp=Xjp . O
, X;n) representa a i-ésima
amostra de tamanho n com reposicdo dos dados
originais do conjunto X = (X3, X5, -+, X,).

a mediana amostral

conjunto  (Xi1, Xips -

No método “bootstrap”,

calculada é denominada por x. A cada procedimento
de reamostragem do conjunto original
X=(Xq, Xg, --+, X,), correspondem estimadores,

dados por Xj, X,, ..., X,. O estimador “bootstrap”



da mediana da populacdo é a média aritmética, QB,

dos n estimadores X; .

Sendo o método “bootstrap” de amostragem com
reposi¢do,  poderiamos  ter, por  exemplo:

* * * *
X1:X7, X2:X10 ,X3:X2,"',XB:X3 .

Portanto, o conjunto de dados “bootstrap” é
constituido de membros do conjunto de dados original
X =(Xq, Xp, ==+, X,), onde alguns ndo aparecem

nenhuma vez, outros aparecem uma vez, outros
aparecem duas vezes, etc.

A
Da distribuicdo F(,(x) tomam-se B amostras

“bootstrap” de mesmo tamanho n, como apresentada
na seqtiéncia abaixo:

X1= X X120 0 Xgp
*_[ * * *]
Xo= X210 Xo2:0 =1 Xop
* % * *
Xg= [XBlv X2y XBn]

O estimador “bootstrap” da média da populacéo é a

média aritmética, xg, dos n estimadores x;. O

estimador “bootstrap” do erro padrdo é dado pela
equacéo 2.

—Z(X XB)

n_

O]

Especificamente, x;, pode ser substituido pelo

A
estimador ®;, para cada n amostra “bootstrap”. A
média “bootstrap” QB pode também ser substituida

por ®g, que é a média aritmética dos n estimadores
“bootstrap”. A diferenca ®@z—0© é o estimador do

AN
enviesamento de ©. Deste modo, o estimador

“bootstrap” do erro padrdo de © é dado pela equagdo
3.

GB:\/BL_Z(G ~05)? ®

N
No método “bootstrap”, o estimador ©¢
normalmente distribuido com média ® e erro padrdo

o. A distribuicdo “bootstrap” possui forma
padronizada dada pela equagéo 4.
0-0
Zu/2: (4)

E importante salientar que a vantagem do método
“bootstrap” €& que ele pode ser aplicado a,

N
praticamente, qualquer estatistica ® , ndo se limitando

N —
apenas a média ® = x . Isto é muito importante uma
vez que para algumas estatisticas ou ndo existem
formulas analiticas ou, quando existem, sdo dificeis e
aproximadas para estimativa dos seus respectivos erros
padrdes.

O algoritmo bootstrap

O método “bootstrap” passa pelo algoritmo de
Monte-Carlo. Nesse caso, um dispositivo gerador de
ndmeros aleatérios seleciona inteiros iy, iy, -, i,

cada um dos quais é igual a algum valor entre 1 e n
com probabilidade 1/n. A amostra bootstrap consiste
dos correspondentes membros do conjunto original
X=(Xy, X9, ==+, X,) [2]. Na prética constréi-se a

distribuicdo “bootstrap” de F por Monte-Carlo com
um namero de repeti¢des, B, suficientemente grande.
Um indicador do tamanho adequado de B,
independente do custo computacional, é a qualidade
da convergéncia da estimativa “bootstrap” do
pardmetro para a estimativa natural do parametro

Og(B > ©) - O(F) [2]. A construgdo do algoritmo

Monte-Carlo para a obtencdo da distribuicdo
“bootstrap” das estatisticas usuais é no geral simples.
Sua convergéncia esta garantida pela lei dos Grandes

NUmeros, pois, (Xi, X3, --- X,) hada mais sédo do

gue uma amostra de variaveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas com distribuicdo

condicional de ®g . Assim, quando B tende a infinito,

A
a média amostral ®gaproxima-se de O [1].

seguinte algoritmo foi construido para calcular a
mediana das concentracdes de #°Pb nas amostras de
solo pelo método de Monte-Carlo:

(1) Da amostra original, sorteou-se, utilizando um
gerador de nOmeros aleatérios com probabilidade



1/n, os n valores com reposi¢cdo para formar as
amostras “bootstrap” de mesmo tamanho da original.
(2) Computou-se a média aritmética em cada
procedimento de reamostragem.

(3) Repediu-se 0 passo (2) um ndmero B de vezes
obtendo dessa maneira, B valores da estatistica em
questao.

(4) Obtiveram-se as B médias para formar a

distribuico F.
(5) Determinou-se o estimador @g da distribuicéo F.

AN
O estimador ©g foi utilizado para estimar a

mediana das concentragdes de 2°Pb nas amostras de
solo. O processo de simulacéo foi realizado utilizando
um programa desenvolvido na linguagem C++.

Resultados e discussao

Na Tabela 1 encontram-se apresentadas os valores
das concentracdes de °Pb nas amostras de solos em
torno da ocorréncia uranifera de Pedra, que variaram
de 195 a 86.400 Bg.kg™.

Tabela 1: Concentraco de ?°Pb em solos na
ocorréncia anémala.

caso a variagcdo seja grande, como aconteceu com 0S
dados apresentados na Tabela 1, a utilizagdo da média
aritmética, como valor mais representativo, seria
totalmente inadequado, devido a discrepancia entre os
valores. Em estudos radioecoldgicos ndo existem
procedimentos estatisticos utilizados para reduzir os
efeitos dos valores an6malos sobre a média aritmética.
Devido as flutuagbes estatisticas causadas pelos
valores “outliers” (andmalos), os radioecologistas
utilizam a média geométrica ou a mediana como valor
mais representativo do conjunto de dados obtidos da
amostra. A mediana ndo € afetada pelos valores
andmalos, sendo a medida de tendéncia central mais
utilizada em andlises estatisticas de dados discrepantes
[4].

Para verificar o comportamento da mediana gerada
pelo procedimento “bootstrap”, em relacéo as medidas
de tendéncia central obtidas dos dados experimentais,
realizou-se comparagdes entre medidas de tendéncia
central, como mostra a Tabela 2.

Tabela 2: Mediana experimental e mediana
“bootstrap” das concentracdes de ?°Pb nas amostras
de solos.

Estatistica %p (Bg.kg™h)
Mediana experimental 669 £ 5.280
Mediana “bootstrap” 1.573+1.373

Tipo de amostra Concentracéo (Bg.kg™)

Amostra 01 30.000
Amostra 02 86.400
Amostra 03 1.925
Amostra 04 669
Amostra 05 528
Amostra 06 11.000
Amostra 07 1.284
Amostra 08 441
Amostra 09 459
Amostra 10 195
Amostra 11 306

Como podem ser observado na Tabela 1, houve
grande variacdo nos valores das concentracfes de
?1%h nas amostras de solos analisadas. Sendo assim,
foi grande a discrepancia entre os valores. Os
fendbmenos radioativos naturais, em cuja anélise
intervém o método estatistico, bem como os dados
estatisticos a eles referentes, caracterizam-se tanto pela
sua semelhanca, quanto pela sua variabilidade. Desde
modo, o calculo de uma determinada medida de
tendéncia central s6 se justifica em razdo da
variabilidade presente no meio ambiente. Entretanto,

Como pode ser observado na Tabela 2, 0 método
“bootstrap” quando foi aplicado na reamostragem dos
dados originais obtidos da amostra, forneceu um novo
valor para a mediana, que se tornou resistente as
flutuagbes causadas pelos efeitos dos valores
discrepantes. Segundo Stuart e Kendall’s [5], a
variancia da mediana é calculada pela equacéo 5.

®)

2 —
Omediana —

4nf?

Onde: n é o tamanho da amostra e f é a funcado
densidade de probabilidade. Entretanto, para dados
discrepantes, a funcdo f ndo pode ser determinada, e
conseqlientemente, ndo é possivel estimar omediana

utilizando a equagdo 5. Por outro lado, Toledo e
Ovalle [4] afirmaram que o desvio padrdo da mediana,
conhecido também como desvio quartil ou amplitude
semi-interquartilica, é calculado pela equacao 6.

Gmediana = M (6)

2



Onde: Q3 e Q, sdo, respectivamente, o terceiro e o
primeiro quartil. Entretanto, tomando como base os
estudos de Helene e Vanin [6], para dados
discrepantes, existem muitas incertezas na estimativa
de omediana quando se utiliza a equacdo 6. A valor da

mediana experimental apresentado na Tabela 2 foi
calculado pela equagdo 6. Neste caso, observa que o
desvio padrdo foi muito elevado. No entanto, o desvio
padrdo da mediana “bootstrap” foi significativamente
reduzido, como mostra a Tabela 2. Apesar da melhoria
significativa no valor da mediana e do seu desvio
padrdo, a utilizagio do método “bootstrap” ndo
conseguiu eliminar totalmente os efeitos ambientais
intrinsecos  causados pela  variabilidade das
concentracdes de 2°Pb nos solos da ocorréncia
uranifera de Venturosa. Apesar disso, o novo valor da
mediana calculado pelo método de reamostragem
“bootstrap”, foi a medida de tendéncia central mais
representativa para o conjunto de dados das
concentracdes de *°Pb apresentadas na Tabela 1.

Conclusao

O método “bootstrap” foi uma excelente
ferramenta na determinacdo da mediana das
concentracdes de #°Pb em amostras de solos com
valores discrepantes.

O método “bootstrap” pode ser utilizado para
determinar a medida de tendéncia central mais
representativa para qualquer conjunto de dados
discrepantes.
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