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Resumo: O Método das Diferenças Finitas é um dos mais antigos métodos de discretização espacial que encontramos na bibliografia do assunto. Este método consiste em obter a solução aproximada de uma EDP em pontos discretos de um domínio considerado, a partir da adoção de expansões de Séries de Taylor. Neste Trabalho, um caso unidimensional permamente convectivo-difusivo será estudado, por três variantes do MDF: Pra Frente ((x), Central ((x2) e Central ((x4), os quais serão comparados com a solução analítica do problema.
Palavras-chave: Método das Diferenças Finitas, Pra Frente, Central, Convectivo-Difusivo.
Introdução

Ao longo das últimas décadas, algumas variantes do Método das Diferenças Finitas foram aplicadas com sucesso na resolução de problemas da Mecânica dos Fluidos e da Transferência de Calor e Massa que apresentam termo difusivo dominante o que nem sempre acontece com problemas com termo convectivo dominante. 

Neste trabalho será feito um estudo da aplicação de três variantes do Método de Diferenças Finitas: Pra Frente ((x), Central ((x2) e Central ((x4) para a solução de problemas convectivo‑difusivos unidimensionais permanentes, cuja equação governante considerada é da forma:
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nos quais 
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 são consideradas constantes reais, as condições de contorno são de primeiro tipo, sendo que o problema é definido no domínio 
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O primeiro passo adotado neste trabalho foi a discretização espacial equação (1) pelas três variantes do Método das Diferenças Finitas propostas inicialmente, e logo a seguir, será apresentado uma aplicação numérica e suas respectivas conclusões.

Discretização Espacial (MDF)
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Figura 1 – Função u(x) para a expansão da série de Taylor
Dada uma função qualquer u (fig. 1), o valor dessa função a uma distância (x de um ponto qualquer    u(x + (x) pode ser estimado através de uma expansão da série de Taylor em torno de u(x):
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            (2)
Essa expansão é um quociente de diferenças que representa uma aproximação de primeira ordem para a primeira derivada de u na direção x, utilizando diferenças ascendentes ou pra frente [1] (forward diference, em inglês).
Utilizando-se de um método que não trataremos neste trabalho, o método de diferenças pra trás (backward diference), pode-se gerar um esquema que resulta da aproximação por diferenças finitas centrais (maiores detalhes desta formulação pode ser encontrado em [3]):
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Para a descrição de processos de transferência de calor, no entanto, é necessária a aproximação de derivadas de segunda ordem. O quociente de diferenças para esse caso pode ser definido considerando na aproximação, o segundo termo da expansão da série de Taylor. Logo, a seguir, apresenta-se tabelas com as aproximações por cada variante utilizada neste trabalho:
	
	
[image: image9.wmf]1

-

i

u


	
[image: image10.wmf]i

u


	
[image: image11.wmf]1

+

i

u



	
[image: image12.wmf]=

D

dx

du

x


	
	-1
	1

	
[image: image13.wmf]=

D

2

2

2

dx

u

d

x


	1
	-2
	1


Tabela 1 – Diferenças Pra Frente O((x)
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Tabela 2 – Diferenças Centrais O((x2)
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Tabela 3 – Diferenças Centrais O((x4)

Formulação do Problema
Aplicando-se as discretizações apresentadas nas tabelas 1-3 na eq. (1), tem-se os seguintes resultados:

Diferenças Finitas Pra Frente O((x)
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Diferenças Finitas Centrais O((x2)
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Diferenças Finitas Centrais O((x4)


[image: image28.wmf]+

D

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

+

D

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

-

D

-

+

+

i

i

i

u

x

A

u

x

B

x

A

u

x

B

x

A

2

1

2

2

2

2

5

3

2

3

4

12

12



 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf]0

12

12

3

2

3

4

2

2

1

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

+

D

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

-

D

+

-

-

i

i

u

x

B

x

A

u

x

B

x

A


Aplicação Numérica
Nesta aplicação, introduz-se as normas 
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 do erro na solução de 
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 para problemas convectivos dominantes, com o intuito de introduzir ferramentas de medida que auxiliem na comparação dos resultados. A norma 
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 fornece uma medida global do erro em todo o domínio, enquanto que a norma 
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 fornece uma medida pontual, ou seja, fornece o maior erro em todo o domínio [2]. Para as análises das normas serão adotados os seguintes raciocínios:
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Equação governante: 
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Condições de Contorno: 
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Solução Analítica: 
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nos quais 
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Aqui, tem-se um problema convectivo-difusivo, no qual o coeficiente que acompanha o termo convectivo é 100 vezes maior que o que acompanha o termo difusivo. Primeiramente, apresenta-se as soluções numéricas de 
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. Logo em seguida apresenta-se uma avaliação das normas 
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Figura 2 – Solução Numérica de 
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Figura 3 – Solução Numérica de 
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Figura 4 – Solução Numérica de 
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Figura 5 – Solução Numérica de 
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Analisando as figuras 2 a 5, é possível perceber que para o caso 
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, figuras 2 e 4, a solução numérica apresenta grandes oscilações numéricas para os três métodos, enquanto que para 
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, figuras 3 e 5, os três métodos propostos já começam a apresentar razoáveis resultados, com destaque para os métodos de diferenças centrais.
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Figura 6 - Norma 
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Figura 7 - Norma 
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Figura 8 - Norma 
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 do erro na solução numérica
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Figura 9 - Norma 
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do erro na solução numérica
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A partir das figuras 6 a 9, nota-se que o Método das Diferenças Finitas Centrais O((x4) apresentou os melhores resultados na solução da variável 
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, porém, na solução da variável 
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 a variante Central O((x2) apresentou resultados ligeiramente melhores.
Conclusões
Como já era de se esperar, o Método das Diferenças Finitas é uma poderosa ferramenta na solução de problemas físicos, os quais são governados por equações diferenciais. Para o caso unidimensional apresentado neste trabalho, com um refinamento 
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, já é possível de se obter excelentes resultados na solução da variável 
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. Caso o objetivo principal seja encontrar apenas a solução numérica de 
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, o método das diferenças centrais O((x4) é uma excelente ferramenta. Porém, caso também seja de suma importância definir 
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,  uma proposta seria definir uma nova variável 
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, sendo assim, o problema descrito na equação (1), passaria a ser: 
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, que com o método de diferenças centrais O((x4) novamente apresentaria bons resultados.
O caso unidimensional não apresenta grandes custos computacionais, sendo assim, o mesmo pode ser resolvido utilizando-se um método direto de solução do sistema linear. Mas por exemplo no caso bidimensional as dificuldades com o custo computacional são mais expressivas, no qual seria necessário uma melhor avaliação dos métodos de solução do sistema linear.
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