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Resumo Por dlgebra finitdria entenderemos, no
presente artigo, algebras recursivamente construidas
sobre um conjunto finito de elementos por meio
de um conjunto finito de operagoes de aridade
finita. Se entendemos tais algebras como reali-
zacoes semanticas de tipos abstratos de dados,
como é usual em computacao, a algebra de ter-
mos correspondente fornece um modelo concreto da
declaracao abstrata do tipo correspondente, e repre-
senta todas as operagoes definiveis ou exprimiveis a
partir da algebra finitdria tomada de partida. Note-
se que, para cada aridade pré-determinada, o con-
junto de operacgoes distintas que se pode expressar
numa algebra finitdria é também necessariamente
finito: com efeito, do ponto de vista extensional, o
nimero maximo de operadores n-arios distintos que
podem ser definidos sobre um universo de m elemen-

tos é n(»"). Implementaremos a seguir um procedi-
mento que permite calcular, de forma automatica, o
conjunto de operadores m-arios distintos definiveis a
partir de uma algebra cujo universo possui n elemen-
tos. Algumas aplicagbes interessantes deste proce-
dimento ao estudo da Ldgica (semantica e teoria da
demonstracao) serao mencionadas.
Palavras-chave algebra universal, logica, expres-
sividade linguistica e semantica.

Introducao e objetivos

Diremos que uma &lgebra A = (A, X) é finitdria
caso #(A), a cardinalidade de seu universo A,
seja finita e caso sua assinatura ¥ consista de um
conjunto finito de operacoes com aridades finitas.
Neste caso podemos dizer também que A é uma
algebra n-valorada. Uma situagao bastante pratica
na qual algebras n-valoradas tém lugar em com-
putagao é na especificagao formal em BNF de lin-
guagens definidas por gramaticas livres de contexto
por meio dos construtores em ¥. Dado um conjunto
enumeravel de varidveis, At, a algebra de termos
livremente gerada por ¥ sobre At representa todas
as expressoes definiveis a partir da linguagem sub-
jacente a dlgebra A. Do ponto de vista estrutural,
toda expressao deste tipo pode ser entendida como
descrevendo uma arvore cujos nés interiores repre-
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sentam os construtores n-arios da assinatura X, para
n > 0, e do ponto de vista semantico uma inter-
pretagao desta expressao consiste na ligagao (bind-
ing) de valores do universo A as varidveis de At que
comparecem nas folhas da arvore em questdo (as
folhas que nao contém varidveis contém necessari-
amente construtores 0-drios de ). Assim, a lin-
guagem de uma algebra n-valorada A descreve um
tipo abstrato de dado, e cada interpretacao das ex-
pressoes desta linguagem através de A descreve um
modelo concreto deste mesmo tipo de dado.

Quais operagoOes concretas sobre o universo A sao
de fato exprimiveis a partir da assinatura X de uma
algebra n-valorada (A, ¥)? Serd possivel definir por
exemplo operagoes 0-arias correspondendo a cada
elemento de A? Operagdes triviais tais como a
identidade (a fungdo 1-dria Az.x) ou as projegdes
(as fungoes k-drias Az ... Az; ... Axg.z;) sdo sempre
definiveis, pois nao necessitam de qualquer auxilio
linguistico. Para cada aridade m, o nimero maximo
de operagoes extensionalmente distintas que pode-

riam teoricamente ser definidas é n(™"). Quantas
destas operacoes podem de fato ser descritas por
meio de expressoes envolvendo simbolos de X7
Seguramente, a resposta para tal questao depende
do grau de expressividade da prépria assinatura 3.
Por exemplo, se tomamos a dlgebra usual correspon-
dente a aritmética sobre os niimeros naturais, pode-
mos usar a funcao sucessor para definir a adigao,
e usar a adicao para definir a multiplicagao, mas
nao é possivel definir a adigao exclusivamente a par-
tir da multiplicagdo. No caso finitario, considere
o seguinte exemplo simples. Considere o universo
Ny, = {i € N: 0 < i < m} e uma tnica operagao
1-aria. Quantas operagoes unarias serao definiveis,
em geral? O principio da casa do pombo, da combi-
natéria finita, nos garante que o nimero total de tais
operacOes nao € superior a m: mais precisamente,
a operagao s7' deve ser extensionalmente idéntica

a alguma entre as operagoes s?, ceey s;ﬁ*l, onde s?
denota a funcao identidade e s?“ =50 s?.

A caracterizagao do poder expressivo de uma
algebra nos permite determinar, assim, quais
operagoes sobre o seu universo podem ser descritas
pela linguagem que temos disponivel. O obje-
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tivo principal do presente trabalho serd o de im-
plementar um procedimento que permita calcular,
para uma dada algebra n-valorada A com assi-
natura 3, e uma dada aridade m, o conjunto de
todas as operacoes m-arias m-valoradas extensio-
nalmente distintas que podem ser definidas com o
auxilio dos construtores disponibilizados por X.

Tlustracao do procedimento

Tomemos um exemplo da Légica. Considere uma
algebra 2-valorada sobre o universo dos valores de
verdade cléssicos, {0,1}, e considere as seguintes
operagoes bindrias bem conhecidas, {<,V}. Pode-
mos naturalmente entao nos perguntar: quais
conectivos bindrios podem ser definidos a
partir destes? Se em geral sabemos que ha 16(=

2(22)) operacgoes bindrias distintas sobre dois valo-
res de verdade, quantas destas operacoes poderao
ser definidas usando apenas a bi-implicacao e a dis-
jungao? O nosso procedimento fard os seguintes pas-
sos até descobrir que apenas 8 destas operagoes sao
exprimiveis a partir deste fragmento da linguagem

clagsicas. ) )
O algoritmo comeca a partir das férmulas de

menor grau de complexidade, isto é, menor nimero
de construtores, e prossegue pela adigao paulatina
de novos construtores a expressoes anteriormente
formadas. Ha duas operacoes de projecao Obvias
que prescindem de construtores: (1) Ap; p2.p1 e (2)
Ap1 p2.p2, € nada pode ser menos complexo do que
isto. Como nao ha outras operagoes com complexi-
dade zero, o algoritmo toma um simbolo de funcao
da assinatura, digamos <, e compde a operagao 2-
aria correspondente com as operacoes que ja foram
definidas. O resultado sao as operagoes Api p2.p1 <
P1, AP1D2.P1 < P2, AP1P2.D2 < P1, AP1 P2.p2 < Pa-
No entanto, a terceira e a quarta expressoes definem
operagoes extensionalmente idénticas a segunda e
a primeira, respectivamente, e por isso sao descar-
tadas. Guardamos assim apenas (3) Ap1 p2.p1 < p1
e (4) Ap1p2.p1 < p2. Na préxima etapa faze-
mos 0 mesmo para o outro simbolo da assinatura,
V, que também corresponde a uma operacao 2-
aria. Mais uma vez, quatro novas expressoes sao
definiveis, Ap1 p2.p1 Vp1, Ap1p2.p1Vp2, Ap1p2.p2V
P1, Ap1p2.p2 V p2. A primeira e a quarta ex-
pressoes geram operagoes que coincidem extension-
almente com as operagoes de projecao que ja foram
armazenadas, e a segunda e a terceira expressoes
geram operagoes extensionalmente idénticas, por-
tanto basta guardarmos (5) Apyp2.p1 V p2. Nao
ha agora novos simbolos na assinatura, entao a
idéia é repetir a escolha dos simbolos anteriores, e
compo-los com as operagoes ja guardadas nos pas-
sos precedentes, procurando por novas combinagoes
sintaticas. Muitas sao as combinacoes resultantes,
neste estagio, mas as Unicas que geram operagoes
extensionalmente distintas daquelas ja definidas sao

(6) Ap1p2.p1 < (p1 < p2) e (7) Ap1p2.p1 < (p1 <

p2). No préximo estigio, compondo mais uma vez
as operagoes correspondentes aos simbolos primi-
tivos da assinatura com as operagoes ja guardadas,
obtemos somente uma ‘nova’ operagao, a saber, (8)
Apip2.pr < (p2 < (p1 V p2)). O nosso proced-
imento converge e para quando ja nao é possivel
definir novas operagoes, do ponto de vista exten-
sional, pela composicao dos operadores primitivos
com as operagoes ja calculadas e guardadas.

Aplicacoes a Loégica

Ja vimos que o procedimento acima tem um
forte apelo semantico, indicando aqueles objetos
e operacoes que se podem exprimir a partir de
um conjunto de operacoes primitivas. Uma outra
aplicacao interessante e particular do mesmo pro-
cedimento, contudo, se dd na Teoria da Demons-
tragao, em Ligica. Em [1] exibe-se um algoritmo ca-
paz de produzir axiomatizacoes corretas e completas
em termos de tableaux para légicas multi-valoradas
finitdrias (um caso particular de dlgebras finitérias).
A condicao necesséria e suficiente para a aplicagao
deste algoritmo em cada caso, contudo, é a defini-
bilidade de uma certa classe de operadores 1-arios,
isto é, o algoritmo esta condicionado a possibilidade
de se exprimir um certo conjunto de fungoes a par-
tir da assinatura original das logicas dadas, e estas
fungoes sao usadas na axiomatizacao em questao. O
pré-requisito para a aplicacao deste algoritmo, as-
sim, pode ser verificado facilmente através da saida
do nosso presente procedimento, para o caso 1-
ario, saida esta que também devolve as definigoes
explicitas dos operadores dos quais se fard uso na
citada axiomatizacao. Uma implementacao deste
algoritmo de extragao de axiomas serd apresentada
em [2], no presente evento.
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