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Resumo: O referido trabalho apresenta o estimador de Chapman fazendo uma breve comparação entre as estimativas deste e do estimador de Bailey sob uma simulação populacional. Apresentaremos os conceitos básicos para o processo de captura e recaptura, apresentando os estimadores mais difundidos sobre captura simples e em seguida o modelo hipergeométrico, que propõe fundamentação teórica para esse modelo de estimação populacional. Como resultado, temos a simulação para uma captura e recaptura fixada a 10% do tamanho da amostra, e estimativas para os dois estimadores. Os erros encontrados, absoluto e relativo, mostram quão próximos da realidade cada modelo está e também seu comportamento em amostras grandes. A regressão feita sobre a curva do erro absoluto da estimação é uma tentativa de aproximar essas estimativas por ajuste de logaritmos, e como resposta vimos que o nosso modelo não é bem representado por este ajuste. Por fim apresentamos a dispersão do logaritmo dos erros e do logaritmo da população que apresenta uma boa correlação negativa entre o log-população e o log-erro relativo. Tal resultado nos mostra o quão é útil tal estimadores para estimação de indivíduos onde o censo é impraticável.
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Introdução

Dentre as abordagens científicas para a estimação de tamanho de populações, em especial de populações de animais em habitat natural, o método mais popular é o de captura e recaptura. Este método é intuitivo e os registros de sua utilização são freqüentemente datados até o trabalho de P.S. Laplace em 1786 [1], em sua estimativa populacional na França, ou até o trabalho do dinamarquês C.G.J. Petersen (já em 1896 [2]), que utilizou o método para aplicações em ecologia; Já no século XX, a principal referência é o trabalho de F. Lincoln que, em 1930 [3], utilizou o método para estimar o tamanho da população de patos selvagens. Em especial, após a década de 50 e o surgimento do artigo de Chapman em 1954 [4]. Esta metodologia se tornou bastante popular tendo aplicações em diversas áreas, sendo atualmente mais relevante nas áreas de saúde e no em ramos onde é impraticável o censo [5] e [6].

O trabalho tem por objetivo apresentar os princípios básicos sobre o supracitado processo de captura-recaptura, apresentando a função de probabilidade associada a este modelo. Enunciaremos os principais estimadores utilizados para processos de captura simples que consiste em duas capturas, e apresentaremos nossos resultados para uma simulação inicial consistindo de uma captura e recaptura fixada em 10% e o ajuste de logaritmos sobre a curva de erro absoluto na tentativa de encontrar uma curva que explique o comportamento de tal erro.

Processo de Captura-Recaptura


O processo de estimação populacional que também é conhecido como processo de captura-marcação-recaptura consiste numa captura inicial de uma amostra da população em análise, uma vez capturados esses indivíduos passam por algum tipo de marcação que os diferenciam dos demais indivíduos do seu grupo. Após algum tempo é feita uma nova captura (recaptura), e em função da quantidade de indivíduos marcados teremos uma aproximação da quantidade dessa população.


Tal processo terá validade se alguns postulados forem seguidos:

1)A população deve ser fechada, ou seja, não deve haver nascimento, morte, imigração ou emigração durante o intervalo entre a captura e a recaptura. 

2)A probabilidade de captura deve ser igual para cada indivíduo e a captura desses deve ocorrer de forma independente. 


Isso deve ser seguido de forma que o tempo entre a captura e a recaptura seja grande o suficiente para os indivíduos marcados se distribuírem de forma aleatória pelo seu território garantindo assim que a recaptura de qualquer um representante daquele grupo seja feita de forma independente aos demais, e pequeno o suficiente para que não ocorra nenhum dos quatro eventos citados anteriormente.


Para uma abordagem mais didática, ver as referências [5]a [8].

Estimadores de Captura-Recaptura


Estimador Lincoln-Petersen (1896)


Consiste em um estimador com esperança e variância infinitas, mesmo sendo o estimador mais antigo é ainda o mais utilizado nos problemas práticos onde ocorrem apenas duas ocasiões de captura e também é o estimador utilizado no software Capture.


O estimador de Lincoln-Petersen é:
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Onde M é a quantidade de indivíduos capturados que sofrerão a marcação, R é a quantidade de indivíduos que foram recolhidos na recaptura e por fim X é a quantidade de representantes que sofreram marcação e que estavam presentes na recaptura.


Um problema marcante nesse estimador é quando se tenta estimar uma população onde não houve indivíduos marcados presentes na recaptura. Tal acontecimento faz com que a estimativa se distancie da realidade.

Estimador Bailey (1951)


O estimador de Bailey propõe uma modificação ao estimador de Lincoln-Petersen obtendo assim média e variância finitas.


O estimador de Bailey é:
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Onde podemos notar que o acréscimo de 1 unidade na quantidade de marcados na recaptura isenta esse estimador do problema de uma recaptura onde não hajam indivíduos marcados.

Estimador Chapman (1951)


O estimador de Chapman também propôs modificação ao estimador de Lincoln-Petersen com a finalidade de obter média e variância finitas. 


O estimador de Chapman é:
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Esse estimador também apresenta um acréscimo de uma unidade na quantidade de elementos marcados na recaptura garantindo assim que não haverá problemas na ausência de marcados.

Modelo Hipergeométrico

Considere um conjunto com N indivíduos dos quais M são marcados e N-M são não-marcados. Uma amostra é escolhida, ao acaso e sem reposição, com tamanho R (R<N) e definimos X como o número de indivíduos marcados que aparecem na recaptura. Nesse caso, X é uma variável aleatória que segue o modelo hipergeométrico de parâmetros M,N e R, com notação X~Hgeo(M,N,R), e função de probabilidade:
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onde k é um inteiro no intervalo 
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É possível mostrar que o valor esperado X no modelo hipergeométrico é dado pela expressão fechada:
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Este valor indica um ponto de convergência. Se fizermos o experimento que resulta na observação da variável X, ou seja, repetirmos diversas vezes o processo de captura-marcação-recaptura em várias populações com as mesmas características, a média dos valores obtidos para X convergirá para E(X).

Resultados

Numa abordagem inicial, foi verificado o erro nas estimativas obtidas pelos estimadores de Chapman e de Bailey fixado a 10% (que, em um experimento real é desconhecido). Foi definido como erro absoluto a diferença entre o valor real da população e o valor estimado, e erro relativo como sendo o quociente entre o erro absoluto e o tamanho da população real. Foi feita uma simulação com tamanho de populações variando de 100 a 9100, com incremento de 500, os resultados estão expostos na Tabela 1.   

	Tabela 1: Estimativas dos modelos de Chapman e Bailey Absoluto e Relativo.

	
	Chapman
	Bailey

	Tamanho Real
	Erro Absoluto
	Erro Relativo
	Erro Absoluto
	Erro Relativo

	100
	40,50
	40,50
	45,00
	45,00

	600
	69,43
	11,57
	77,14
	12,86

	1100
	74,25
	6,75
	82,50
	7,50

	1600
	76,23
	4,76
	84,70
	5,29

	2100
	77,32
	3,68
	85,91
	4,09

	2600
	78,00
	3,00
	86,67
	3,33

	3100
	78,47
	2,53
	87,19
	2,81

	3600
	78,81
	2,19
	87,57
	2,43

	4100
	79,07
	1,93
	87,86
	2,14

	4600
	79,28
	1,72
	88,08
	1,91

	5100
	79,44
	1,56
	88,27
	1,73

	5600
	79,58
	1,42
	88,42
	1,58

	6100
	79,69
	1,31
	88,55
	1,45

	6600
	79,79
	1,21
	88,65
	1,34

	7100
	79,87
	1,13
	88,75
	1,25

	7600
	79,95
	1,05
	88,83
	1,17

	8100
	80,01
	0,99
	88,90
	1,10

	8600
	80,07
	0,93
	88,96
	1,03

	9100
	80,12
	0,88
	89,02
	0,98



Em uma primeira observação, os valores da segunda coluna podem parecer desanimadores tendo em vista que o erro absoluto é estritamente crescente. Contudo tal crescimento não é proporcional ao incremento dado à população. Fato este que pode ser constatado na terceira coluna que apresenta o erro relativo que é estritamente decrescente convergindo para zero, ou seja, à medida que a população aumenta de tamanho o estimador de Chapman apresenta estimativas convergindo para o tamanho real da população validando que quão maior for a população em questão mais fiel será as estimativas deste modelo. A mesma análise é válida para a quarta e quinta coluna, sendo que todos os valores destes erros, que correspondem aos erros do estimador de Bailey, são maiores que os respectivos erros do estimador de Chapman; Por isto, desconsideraremos este estimador nas análises posteriores. Ver Figura 1 e 2. 

Ainda analisando a tabela anterior, vemos que o estimador pode ser problemático. Em uma captura e recaptura com tamanho igual à 10% da população, valor que desconheceremos nas aplicações práticas, e tamanho total da população inferior à 1500 gera um erro na estimativa superior à 5%. Continuando, todos os valores de erros são positivos, o que indica (pela definição de erro do parágrafo anterior) que o estimador de Chapman subestima o tamanho real da população em todos os casos testados. Porém, este problema não é grande em grandes populações.

Mostramos dois problemas com o estimador de Chapman: grande erros em pequenas populações e tendência a subestimar o tamanho populacional, mesmo com grandes tamanhos de captura. Um estudo da esperança do estimador, a ser realizado, pode sugerir possíveis correções futuras ao estimador de Chapman.

Ao observar a Figura 1, a intuição matemática sugere que o erro absoluto segue uma progressão Logarítmica ou Assintótica. Se considerarmos que estamos estudando o erro médio na estimativa como função do tamanho da população (essa análise é reducionista no sentido que desconsideramos outras influências como tamanho da captura e tamanho da recaptura) tem uma situação semelhante a um modelo de regressão onde o relacionamento da variável resposta com a variável preditora não é linear. Nestes casos, a transformação logarítmica sobre a variável preditora (o tamanho do erro) tem propriedades bastante interessantes, incluindo a redução da variância, e analisaremos duas aproximações logarítmicas para o gráfico dos erros. Para mais detalhes, ver [9], seção 5.2, e as referências lá encontradas.


Utilizaremos mínimos quadrados para encontrar valores de A e B tais que a função
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aproxime o erro absoluto E com base no tamanho da população N da melhor forma possível; Caso queiramos aproximar E por um logaritmo de base A, fixamos o valor de B em zero e repetimos o processo de mínimos quadrados (equivalente à um modelo de regressão sem intercepto). Os resultados de tal processo são mostrados na Tabela 2 e Figura 3.

	Tabela 2: Valores do Ajuste Logarítmico

	
	Modelo Completo
	Modelo sem Intercepto (B=0)

	A
	1.15
	1.11

	B
	18.95
	-


 Observando a Figura 2, vemos que a curva do erro absoluto, para tamanhos de população até 5000 cresce mais rapidamente que os dois logaritmos ajustados, e que para tamanhos de população maiores que 5000, ele cresce mais lentamente que os logaritmos. O logaritmo com intercepto, que apresenta B diferente de zero, aproxima melhor a curva, porém mostra uma diferença considerável no primeiro ponto da curva. Essa dificuldade no ajuste do logaritmo sugere que esta progressão não é logarítmica, porém não é evidência suficiente de que a progressão seja uma assíntota.

Fazendo uma transformação logarítmica da população e também dos erros relativos e absolutos, podemos avaliar o quanto estes dados estão correlacionados. Na figura 4 apresentamos a dispersão do log-população x log-erro absoluto e também log-população x log-erro relativo. A correlação apresentada entre os logaritmos da população e do erro absoluto é r = 0,8643, ou seja, há uma correlação positiva entre os dados. Os logaritmos da população e do erro relativo apresentação correlação negativa r = -0,9970, notoriamente tais dados se apresentam com uma correção muito próxima da correlação perfeita que evidencia a linearidade entre os dados dos logaritmos.

Referências

[1] Laplace, P.S. 1786; “Sur les Naissances, les         Mariages et les Morts” em Histoire de L’Académie Royale des Sciences, Paris. Reproduzido em Œuvres complètes de Laplace, Gauthier-Villars, Paris 1912,  Tomo VIII.

[2]  Petersen, C.G.J., 1896. The yearly immigration of young plaice into Limfjordem from the German sea, etc. Report of the Danish Biological Station 6: 1-48.

[3] Lincoln, F. C. 1930. Calculating waterfowl abundance on the basis of banding returns. United States Department of Agriculture Circular 118:1-4.

[4] Chapman, D. G.., 1954. The Estimation of Biological Populations,
The Annals of Mathematical Statistics, Vol. 25, No. 1:1-15

[5] Duna, J. & Andreoli, S. B., 1994. Método de captura e recaptura: nova metodologia para pesquisas epidemiológicas. Revista de Saúde Pública, Vol. 28 No. 6: 449-503.

[6]  Coeli, C. M.,  Veras, R. P. & Coutinho, E. S. F., 2000. Metodologia de captura-recaptura: uma opção para a vigilância das doenças não transmissíveis na população idosa. Cadernos de Saúde Pública, Vol. 16 No. 4: 1071-1082, out-dez.

[7]  Monteiro, J. F. G., 2001. Estimadores de máxima verossimilhança para a combinação captura-recaptura e trajetos lineares e as suas propriedades. Dissertação de Mestrado, Curso de Pós-Graduação em Matemática Aplicada, Universidade de Évora.

[8] Dudley, B., 1986. A practical study of capture/recapture method of estimating population size. In: The Best of Teaching Statistics, Blackwell Publishing, Boston. Disponível em: http://www.rsscse.org.uk/ts/bts/dudley2/text.html(Verificado em 10/08/2007).

[9] Draper, N. R., Smith, H., 1981. Applied Regression Analysis, Segunda Edição, Wiley: New York.
[image: image8.jpg]
[image: image9.jpg]



[image: image10.png]Walor Absoluto do Erro

80

60

40

2000

4000 6000

Tamanho da Populagéo

8000





[image: image11.png]Walor Percentual do Erro

30

10

T
2000

T T
4000 6000

Tamanho da Populagao

T
8000





Figura 3: A série de quadrados rosa representa a aproximação por logarítmico com parâmetro B=0, a série de triângulos amarelos representam a aproximação por logaritmo com dois parâmetros e a série de losangos  azuis são o erro absoluto.





Figura 1: Curva do valor absoluto dos erros das estimativas populacionais.








Figura 2: Curva do valor relativo dos erros das estimativas populacionais.








Figura 4: Dispersão dos logaritmos do erro absoluto, relativo e tamanho da amostra da população. A dispersão de losangos azuis é log-População x log-Erro absoluto e a dispersão de quadrados rosa é log-População x log-Erro Relativo.
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