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Resumd O homem sempre buscou formasModelagem — Conceitos Iniciais

aproximativas para representar a complexidade dB )
. efine-se como modelagem o processo que engloba
mundo ao seu redor. A este processo de interpretag

do mundo dé-se o nome de modelagem. Quando es%)céjas as atividades de interpretacdo e simulacdo da

interpretacdo pode ser expressa m%terﬁaticamente iy lidade. = Os modelos resultantes deste processo

formg ugantitr;tiva temosp entio os modelos dgonstituem representacdes simplificadas da natureza

quar L S .. ~dada a alta complexidade dos fenbmenos modelados,

programagao matematlcae ot|m|z,agao que COHSt'tu.emas gue preservam para determinadas situacbes e

uma parte importante  da _area da Pe.sqwsgnfoques uma equivaléncia adequada (GOLDBARG
Operacional. Neste trabalho sdo abordados dlverS%SLUNA 2005)
e ' '

aspectos destes modelos, como se da o processo d

modelagem e por fim sdo apresentados problem?Js . - - .
o . Para se conseguir modelos eficientes o dominio de trés
praticos resultantes de trabalhos e pesquisas

. abilidades se faz necessario: 1) Foco holistico; 2)
desenvolvidas. . . " .
Tratamento eclético da dimensdo de andlise e 3)

Palavras-chave: Modelagem de  Problemas, Traducdo adequada (Figura 1) (GOLDBARG &

Programacdo Matematica, Programacio LineaIFUNA, o
Inteira.
Foco
~ Simpilificador Tradugéo
Introducéo

Na impossibilidade de lidar com a complexidade dos
problemas do mundo o homem sempre buscou formas
aproximativas de interpretacdo, e este processo de
busca da realidade se constitui um fendmeno de
modelagem (GOLDBARG & LUNA, 2005).

Modelo

Realidade
Complexa

Os problemas que podem ser expressos Figura 1-O processo de traducéo
matematicamente de forma quantitativa constituem os Fonte: (GOLDBARG & LUNA, 2005).

chamados Modelos de Programacdo Mateméatica

(GOLDBARG & LUNA, 2005). Neste trabalho . . . . ~
estaremos descrevendo alguns aspectos tocantesA(":lF'gu.ra 2 aba|xo. llustra - as dimensbes de
modelagem matematica de problemas desta naturezd plexidade de muitos modelos encontrados na

exemplificando a sua aplicabilidade a partir deoratlca mp!uswe 0S SOCI0-ECOoNOMICOS. Note que o
eghaco viavel para a atuacdo dos modelos de

exemplos praticos que foram resultados de trabalhos C ramacio matematica e ofimizacio se resume as
pesquisas desenvolvidas. brogramac " & . i
areas limitadas pelas regides, o que nos da uma idéia

da dificuldade de se modelar e simular problemas



praticos da nossa realidade (GOLDBARG & LUNA, - Quanto as propriedades

2005). Icdnicos - As propriedades relevantes dos objetos reais

sdo representadas como tais, e diferem entre si na
Dinémica escala. Ex: fotografias, mapas.

Indeterminado -

Analdgicos - Usam um conjunto de propriedades
Estocéstico | inerentes ao modelo para representar o conjunto de
\ propriedades da realidade. Ex.: substituicdo de

Wiz sistemas hidréulicos por elétricos.

& Heterogeneidade

Deterministico |
T Dominio

Tratavel Simbdlicos - Usam letras, nimeros e outros simbolos
para representar as variaveis e suas relacfes. EX.:
fluxogramas e DFD.

Intratével
Meio Ambiente

- Quanto as variaveis controladas

Figura 2-DimensGes da complexidade de modelos Explanatdrios - possuem variaveis controladas.
Fonte: (GOLDBARG & LUNA, 2005).
Descritivos - ndo possuem variaveis controladas.

O poder de representatividade e a capacidade d‘tlassificagéo de Emshoff (1970)
simplificacéo é a caracteristica do modelo que o torna

desejavel e atrativo para a sua implementacdgegcritivos - sio expressos em linguagem corrente.
computacional (GOLDBARG & LUNA, 2005).

- e L Fisicos - possuem alto custo e sdo muito especificos.
Portanto sdo caracteristicas principais de um mOde@xempIO' miniaturas
simples:

A , L Procedurais - sdo também denominados de simulag&o.
- A pouca influéncia exercida pelas variacdes em seu
meio ambiente;

- A estabilidade estrutural, homogeneidade e pouca@ processo de mOdelagem

variaveis; De uma maneira geral pode-se resumir o processo de
o modelagem sob uma ética operacional (Figura 3),
- Previsibilidade de comportamento. satisfazendo elementos palpaveis tais como: objetivos,

o variaveis de decisdo e controle e niveis de detalhe.
Classificacado dos modelos

Como séo varios os enfoques para abordar o processo

Defini¢do do Problema

de construcdo de modelos temos a seguinte v
s XA Formulacg&o e construgéo do
classn‘lcac;ao. modelo inicial
] v
- Quanto a sua natureza: Simulag&o do modelo Validag&o do modelo
Fisicos | Reformulagéo do modelo
Concretos —
Geométricos |
Aplicacdo do modelo
Matematicos | Figura 3 — Processo de Modelagem
| Abstratos Logicos | Fonte:;(GOLDBARG & LUNA, 2005)
Esquematicos |




As férmulas e equacdes que compdem um modelo nddtimizar z=cx

estéo prontas e envolvem aspectos tais como: intuicagyjeito a:

experiéncia, criatividade e poder de sintese, por parte Ax<b ou Ax>b
dos pesquisadores e/ou equipe responsavel pela

resolucdo do problema (GOLDBARG & LUNA, x20

2005).

Passos p/ formulacéo de um PPL

Programa(}éo Matematica \ Definicdo das atividades — Envolve a definicdo de

Os problemas que podem  ser expresso@das as atividades e as unidades de medidas a elas

matematicamente de forma quantitativa constituem &SSociadas.

chamados Modelos de Programagdo Matematica, qu L .

fazem parte da Pesquisa Operacional, tradicional Definicdo dos Recursos - Considerando-se os
disciplina que engloba varias das mais consagradd¥sumos disponiveis por cada atividade, determinam-

técnicas de modelagem matematica (GOLDBARG &€ 0S récursos que estdo sendo usados e produzidos em
LUNA, 2005). cada atividade.

Dentre as diversas areas que compde a Programa@éoc_:a_‘l‘imo dos Coeficientes de Insumo/producéo:
efinicdo do relacionamento das atividades e recursos

Matematica destacam-se: b '
em termos de recursos necessarios por unidade de

- Programagdo Linear — nas quais os modelos ddividade produzida.

otimizacdo que a compdem apresentam varié\vei\? L s 3
continuas com comportamento linear, tanto em Determinacdo das condicGes externas: E a

relacio as restriches como em relacdo a funcdifterminacdo da quantidade de cada recurso
objetivo disponivel para o processo modelado.

— 0s modelos apresenta?h For.malizagéfn do M(_)delo: Consiste em associar
guantldades ndo negativag X, ... ,% a cada uma

das atividades, escrever as equacdes de balanceamento
e indicar o uso de cada recurso.

- Programacao Nao-Linear
algum tipo de néo-linearidade seja na funcéo objetiv
ou nas restricdes.

- Programacdo Inteira — quando qualquer de suas
variveis assumirem valores inteiros. Modelagem de Problemas-Exemplos

A Programacéo Inteira ainda subdivide-se em: SUDOKO

O SUDOKU é um quebra-cabeca ("puzzle") baseado
na colocacdo logica de numeros. Seu objetivo é a
colocacdo de numeros de 1 a 9 em cada uma das
células vazias numa grade de 9x9, subdividida por
aﬁubgrades de tamanho 3x3 chamadas regides. Em
cada coluna, linha e/ou regido nao podera haver
(reepetigﬁes de nimeros.

- Programacdo Inteira Mista — com variaveis integras
continuas;

- Programacdo Inteira Binaria - onde todas
variaveis assumem somente os valores 0-1.

Entre as diversas aplicacbes deste tipo d

plrogrgmagato c(jjestacgmlse: Iprog_ramac;tao d de trerﬁ’SUDOKU foi projetado anonimamente por Howard
pan€jamento de producao, pianejamento da ,gerag@arns, um arquiteto aposentado de 74 anos de idade e
elétrica, telecomunicacdes, planejamento do nimero

o T - Pnstrutor independente de guebra-cabecas
rotas de aviBes, otimizacdo do padrdo de corte

- . LT puzzles"), que o publicou pela primeira vez em
rlngagtg)na—prlma nas industrias, entre outras (WOLSEY1979. Embora tenha se inspirado provavelmente no

quadrado latino, invencdo do século XVIII do
matematico suico Leonhard Euler, ele adicionou uma

MBrceira dimensao (a limitacdo regional) a construcéo
matematica (Figura 4).

Os Problemas de Programacéo Linear (PPL), de u
maneira geral podem ser formulados como:



3 7 Felgenhaueh{tp://www.afjarvis.staff.shef.ac.uk/sudoku/),
e como sendo 6.670.900%2021072936.960.
9|8 6 ~
. . " Formulacéo para o SUDOKU
8| |3 p Tradicional e Irregular
2 6
E I Considere o SUDOKU com regifes regulares
al1ls 5 (paralelogramosn x n), em uma grade de tamanho
mnx mn
8 7|9
Figura 4 — Grade 9x9 do Sudoku. Seja uma matrizA,mn = {aij }, onde

Existem diversas variacbes do jogo, para regif)e&ij D{l...,mr*}; i,j, k0O l...,mr‘}.
regulares: grades de 4x4 com regides 2x2, grades de
12x12 com regides 3x4, 16x16 com regides 4x4, a Cx
20x20 com regiBes 4x5, 25x25 com regides 5x5, esteva”aVEIS de Decisdo:
Gltimo € publicado com o0 home de Sudoku Gigante; e _
{l sea; =k
Xuk

para regibes irregulares (Figura 5) com grades 5x5 =
0, sea; #k

regides pentaminé (chamadas Logi-5); 6x6 com
regides 2x3, 7x7 com 6 regiBes heptomin6 (sete
cglulas) e com regides dgsconexas. Séo gncon'&rad_aﬁungao Objetivo:
ainda variacdes do jogo circulares, em 3 dimensdes e

com restricdes a mais como regides diagonais, pares e max. z= 'Z(l * Eij )Xk
impares e ainda também o Sudoku sem a limitagéo . O<tj ksmn
regional. - Restri¢oes:

7 a) Viabilidade das linhas:

o

D % =1 0 ikO{L...,mn}

j=1
b) Viabilidade das colunas:

D oxx =1 0 jkofL...mdg
i=1

c) Viabilidade das células:
mn

xi =1 0 0, j0{1....mg
1

4
Figura 5 — Sudoku Irregular (9x9).

O problema geral de solucionar puzzles SUDOKUem k= B
tabuleirosn? x ? de blocosn x n é conhecido como d) Viabilidade das regides:

NP-completo (YATO & SETA, 2002). Isto da nJn
algumas indicacdes de porque o SUDOKU é dificil de sznq +i,no;+] k =1
ser resolvido, contudo em tabuleiros de tamanhos =1 j=1

finitos o problema é finito e pode ser solucionado 0 k 0Osgsm-1 O 0s<o;sn-1
através de um autbmato finito probabilistico que

conhece toda a arvore do jogo. O problema també@ormulagéo Completa (Sudoku Tradicional):
pode ser modelado como um Problema de

Satisfabilidade de Expressées BooleanaSAT(

Problen) e ser resolvido utilizando-se as técnicas de max z= Z(l + Eij ) Xk

resolucdes para estes tipos de problemas (SIMONIS, 0<i, j ksmn

2005; LYNCE & OUAKNINE, 2006), ou ser s.a.

modelado como um Problema de Programacéao Linear mn

Inteira (BARTLETT & LANGVILLE, 2006). Xy =1 O i,kD{l...,mr*}
=L

O numero de solu¢cdes do SUDOKU para uma grade
padrdo de 9 ) foi calculado em 2005 por Bertram



D oxx =1 0 jkofL...md

i=1

D xx =1 0 i j0{L.. md

k=1

[;43

n
noj +i,no;j+j.k =1
oy

0 k, 0<og

-

<m-1, O Osajsn—l.

xi 0{0g, &, OO

dos métodos tradicionais de explotacdo, tais como:
cavalo-de-pau e BCP (Bomba de Cavidade
Progressiva). Para estes tipos de pocos é empregada
uma coleta periodica realizada a partir de uma
Unidade Moével de Pistoneio (UMP), que se trata de
um caminhdo ou trator acompanhado de tanque e
acessorios de elevacdo do fluido (guincho hidréulic
rolo de cabo de aco, lanca, etc.) (Figura 6). Este
veiculo circula livremente de poco em poco, seguind
uma rota diaria pré-estabelecida para o operador. A
chegar ao poco o conjunto é montado de tal fornea qu
se introduz neste um copo de pistoneio suspenso por
um cabo de aco, e que permite a retirada do fioddo
levantamento, em acdes repetidas, até que se chegue

Para o Sudoku com regides irregulares, conexasie €y, |imite de capacidade do poco, ou seja, num divel

n células, a formulacao é a seguinte:

Seja uma matrizA,,, ={a,-j } ondeg; D{l...,n};
i,j,kOl ={l...,n},assim teremos:

Formulacdo Completa (Sudoku Irregular):

max z= Z:(l+£ijk )Xiik
0<i,j ksn
s.a..

n
D> xw =1 O ikOl

=

D> =1 0 jkOl
i=1
n
D x =1 0 Q,j0l
k=1
D X =1 OkOl,
(MBS
S={(.DILjonLO(xa,j+AHUS }

c/a+pB=1a B0{01 t0l, [S]|=n, ﬂS[ =)
{0l
xy 0{od, &y OO0

fluido bastante baixo. Esvaziado um poco, o cojunt
€ desmontado e, entdo, desloca-se para um outso mai
adiante. O fluido é armazenado no préprio tanque da
UMP para posteriormente ser transferido para um
tanque de armazenamento.

oo SESRC . o T
— Unidade Moével de Pistoneio.
Fonte: (NEVES, 2000)

Figura

O poco esvaziado sera realimentado durante, em
média, alguns dias, apos o que estara em condlgedes
ser novamente pistoneado.

Portanto, o problema consiste em formular
matematicamente a programacao diaria para as UMPs
gue atendem a cada campo de petréleo terrestre
(NEVES, 2000; ALOISE et al, 2000; ALOISE et al,
2000(b); ALOISE et al, 2000(c); ALOISE et al,
2000(d); SANTOS et al, 2001).

Note que a segunda formulagéo & uma generalizacdqy proplema de Otimizacdo do Emprego da Unidade

da primeira basta, para isso, tomar os conjurps
iguais as sub-regides definidas na primeira
formulacéo.

Unidade Movel de Pistoneio

Maovel de Pistoneio acima descrito foi denominado po
Problema da Coleta Orientada(PCO) (ALOISE et

al, 2000; ALOISE et al, 2000(c); ALOISE et al,
2000(d)). Este problema é uma variante do Problema
de Orientacdo (PO), classificado como NP-Arduo
(GOLDEN et al. 87).

Na bacia petrolifera potiguar terrestre encontra-se

uma vasta quantidade de pocos terrestné®

surgentesou seja, pogos cuja caracteristica principal

€ a pouca vazao de 6leo o que nao justifica zag#io



Formulacéo para o PCO

Dados de entrada (Constantes):

m - numero de UMP’s,
n - ndmero total de pocos,

pi - volume de 6leo que pode ser extraido do poco c

bsw — taxa de agua por volume recuperado para o
poco i,

m - tempo de montagem do equipamento no poco

0, - tempo de operacdo no pogo i,
- tempo de desmontagem do equipamento no
poco i,
Ly - duracao da jornada diaria da UMP

Cj - menor tempo de percurso entre 0S Pogos i € |

Variaveis de Decisao:

P - Producéo diaria total de 6leo a ser obtida
(volume em )

parai=1...n e k=1..m

1 seo pocoi éexplotado,pela UMP k
Xik =
0, casocontrario.

da UMPkK parai,j =0,...,n e k=1..m

1 seos pogosi e j sdo consealtivos no roteamento
mk -
0, casocontrario.

Formulacéo:

P= (1)

Maximizar

z @—bsw) p; X,
k=1 i=1
sujeito a :

n

Zn:(m +0, +d;)x +erijkcij <L, parak=1..m )

n
i=1 i=0 j=0

n M —% =0, para i=1..n e k=1..m 3)
=0
Zn:rijk_ﬁkzon para i=1..,n e k=1..m 4)
i=0
ihoﬁl parak =1...m (5)
=1
Zn:ro,-k:l parak =1,...m (6)
e
ixiksl parai =1,...,n 7)
k=1
]Z;y.;k—l;ynﬁxk, para i=1..n e k=1..m (8)
i i
Vi < (1 +Dry parai,j=0L..n e k=1..m 9)
X Ty 001} e y, 20 Oi,j,k com i#]j (10)

As restricoes (2) impdem que o somatério dos tempos
de operacdo mais deslocamento até o poco a partir d
depdsito ndo exceda o limitg Ha jornada diaria de
cada UMP k. As restricBes de (3) a (6) garantem a
viabilidade da rota definida pelas variavejs para
cada UMP k. As equacdes (3) e (4) garantem @ue
asox,=1, ha apenas um arco entrando e um arco
saindo do poc@ pois a deciséo é pistonea-Ib) €aso

xik = 0, ndo ha arco algum entrando ou saindo do poco
pois a decisdo é ndo pistonea-lo. De maneira
analoga, as equacoes (5) e (6) garantem que hasapen
um arco entrando e um arco saindo do depésito. A
restricdo (7) garante que cada poco somente seja
atribuido a uma Unica UMP. As equacdes (8) e @) sa
equactes de fluxo que garantem a viabilidade d@a rot
eliminando loops e sub-rotas. E em (10) é garantido
que as variaveisi e rix sejam binarias, e que as
variaveisyix sejam ndo-negativas.

Consideractes sobre a
implementacdo computacional e
resolucdo dos modelos apresentados

Diversos sdo os pacotes de softwares disponiveis no
mercado para modelar e resolver problemas desta
natureza. Entre os pacotes de softwares comerciais
destacamos: AIMMS, XPRESS-MP, ILOG OPL
STUDIO, LINDO, etc. e entre os pacotes de software
livres: GLPK, COIN-OR e (ZIMPL-SOPLEX-SCIP)
(IGNACIO & FILHO, 2004; ACHTERBERG, 2006).

Os modelos aqui apresentados foram implementados
no Mosel, ambiente de modelagem matematica do
software de otimizagcdo XPRESS-MP, e solucionados
com o solver do software. Para o Sudoku foram

testadas grades tradicionais e irregulares de até
25x25, e para o problema da UMP os testes foram
feitos em uma malha simulada de 200 pocos, com
diversas configuracdes: numero de pocos, nimero de
UMPs e jornadas iguais e diferentes para cada UMP.

Conclusao

Cada vez mais a programacdo matematica
desempenha papel essencial nas atividades das
empresas principalmente para garantir a propria
sobrevivéncia destas, dado ao alto nivel de exigénc
por eficiéncia dos mercados no mundo atual. Este
trabalho demonstra um pouco da factibilidade da
utilizacdo desta ferramenta em aplicacdes do nosso
cotidiano sejam elas de natureza distintas.
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