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Resumo Neste trabalho é proposta uma técnica
para determinar cédigos equivalentes (mesmo
espectro de peso) para o sistema de codificagao de
codigos de treliga via partigao de reticulados. No
conjunto dos codigos de treliga 6timos é investigada
a equivaléncia através de operadores lineares e
propriedades de grupos. Uma nova equivaléncia é
determinada com a utilizacao de uma composicao
nos operadores, gerando grupos diedrais e o grupo
de Klein.
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1 Introducao

O sistema de codificacao do cdodigo de trelica usado
neste trabalho é baseado em [1]. O cddigo usa cons-
telagoes de sinais mapeadas por pontos de um re-

ticulado n-dimensional A e um subreticulado I' de
A, com o mesmo numero de pontos em cada classe

lateral de A/T". A entrada do codificador convoluci-
onal utilizado no cédigo de trelica é uma sequéncia
de simbolos de um alfabeto de um anel A = GF(q)
e a saida é uma sequéncia de simbolos de uma cons-
telacao de sinais mapeada por um reticulado quoci-
ente. Este processo consiste na codificagao de cons-
telagoes de sinais provenientes de reticulados de boa
densidade. O particionamento do reticulado mapeia
as constelagoes escolhidas dentre as de melhor ener-
gia média.

A construcao do cédigo de trelica inicia-se com

a escolha de um reticulado A em R™ e um sub-
reticulado I" de A, sendo que as classes laterais
% = {z+T:z €A} formam o reticulado quoci-

ente, denotado por R, o qual é finito e tem or-
dem |R|. Se M = {z;:1<i<mn} éa matriz de
Ae N ={y;:1<i<n} é a matriz de T', entdo
|R|=(A:T) =|det N|/|det M].

O codigo de trelica possui k = ki + ko bits de

entrada e um ponto de saida entre os elementos do
reticulado quociente R, onde os k1 bits sao codifica-
dos pelo codificador convolucional e os ko bits sao
os nao codificados, usados na escolha dos pontos da

~ . . ~ . k
constelagdo de sinais. A constelagdo possui |R|™"

‘s <k oo
pontos, o c6digo posssui |A|™" entradas possiveis e
a taxa é dada por:

p = (k/n)log, |A| bits/ dim .

Entre os cddigos de treliga 6timos de [5] e [6],
existem cédigos equivalentes, isto é, que apresentam
a mesma distribuigao de peso entre as suas palavras-
cédigo (espectro de peso).

Neste trabalho a equivaléncia dos cédigos de
trelica é obtida através da utilizacao de operadores
lineares com propriedades estruturais semelhantes
as estruturas algébricas da Teoria de Grupo. A exis-
téncia da equivaléncia de cédigos de treliga, den-
tro de conjuntos de matrizes geradoras de codigos
6timos, definidos como subconjuntos especiais [3] e
[4], é comprovada com a utilizacao de operadores li-
neares munidos de uma operagao de composigao de
operadores formando estruturas de grupos diedrais
e do grupo de Klein.

Na Secao 2 esta apresentada a estrutura e a esco-
lha de subconjuntos especiais. Na Secao 3 é apresen-
tada a proposta de uma nova classe de equivaléncia
para os cddigos de trelica e na Segao 4 sao apresen-
tados alguns resultados da aplicagao desta classe de
equivaléncia em dois exemplos praticos de Codigos
de Trelica.

2 Subconjuntos Especiais de

Codigos de Trelica

Considerando um reticulado A em R"” e um

subreticulado I' de A, as classes laterais % =

{r+T:2z € A} formam um reticulado quociente,
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denotado por R, o qual é finito com ordem |R|. O
codificador possui k = ki + ko bits de entradas e um
ponto de saida dentre os |R| elementos, os quais sdo
pontos da constelagdo de sinais. A matriz geradora
do c6digo de trelica é dada por:

G = 9ok Gl 9ok, go1 |,
onde g;; € R, v = maxi<;<k, {v;}, com v; o nimero
de memorias em cada entrada do codificador e o
nimero de memorias do codificador é V' = > vy, ;.
Os simbolos de entrada sdo rotulados por u;;, onde
(w01, ug2, - .-, Uok,) € 0 bloco de entrada atual e
(u11,u12,. .., U1k, ) é 0 bloco de entrada anterior e
assim sucessivamente. A saida é definida por

v

k1
= Z Z WijGij-

i=0 j=1
K. ™ Codificador | = p | Selecionador |sna
1 -] Convolucional do Elemento r | deR
[}
K2

Figura 1: O Esquema de Codificagao.

O cddigo possui pardmetros (k1,V,q), com G =
[gij]nx(v+k1)' A distancia d do cédigo de trelica é
a minima entre o minimo dentre as métricas dos

caminhos fechados com inicio e final no estado inicial
da trelica dre. € a distancia da particao dmin, isto é,

d = min(dfree; dmin). A Figura 1 mostra o esquema
de codificagao do cédigo de trelica, a estrutura do
codificador é mostrada na Figura 2 e a técnica de
codificagdo é a usada em [5].

8o1
— 24 g5 YY) g1l
802
—g,, Bog o &2 .
Y oo eoe XY
& ok, /
— glkl ngl X gvkl

Figura 2: O Codificador Convolucional.

Definicao 1 Um cddigo de trelica é dito ser um
codigo de trelica 6timo, quando a distancia minima
€ a mdxima entre os demais cddigos de trelica do
mesmo sistema de codificagdo.

A escolha dos Subconjuntos Especiais [3] e [4],
conduz a um numero reduzido de matrizes que ge-
ram cédigos 6timos e geram o reticulado quoci-
ente R na saida do codificador. A maximizacao
da distancia é feita atravcés da matriz geradora de
melhor norma. A maximizacdo da matriz norma é
calculada a partir dos pardmetros Aiyr € Agup, ge-
neralizados pelas expressoes:

s ki
Ay = Elll]} ZuljgijF Z U15G(v—1))
i=1 j=st1
k1
+ min Zuljgoj ,
{w} =

onde s=V -k (v—1)e

v

Z Z U159i5

=0 ||j=1

Agup = nqlff}l

As matrizes geradoras de codigos étimos serao es-
colhidas no subconjunto especial associado a melhor
matriz norma GN = [[|g;[]; « (1 4,)> cOM

GN

= llgora - llgorll -~ llgos I - - llgon I}

Os elementos do reticulado quociente serao rotula-
dos de 0 a (|R| — 1), definindo a matriz dos rétulos
GR = [aij]lx(erkl)’ com a;; € R, onde 0 < ¢ <
|R| — 1. Na matriz dos rétulos é aplicada a Tabela

de Cayley simplificando a operacao na saida do co-
dificador.

3 Uma Classe de

Equivalentes

Cddigos

Considere uma particao de reticulado em um espaco
de dimensao n, onde os elementos sao as classes la-
terais g = (21,22,...,2,) € A/T. Uma familia de
transformacgoes lineares é definida por

¢ : R—R (1)
gi /— gy,
tal que p(x1,x2,...,2,) = (Y1,Y2, "+, Yn), COM

7n},
—x;, para algum i€ {1,---,n}e/ou

y; = xj, para algum i,j € {1,...
Yi
Y = T;, para os demais.

A transformacao linear

¢ : R"—R"
é denominada de operador linear, assim, a trans-
formagéo linear definida em (1) é um operador li-

near. Quando ¢ (g) = g, para todo g, ¢ é denomi-
nado de operador identidade e é indicado por I.
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Por defini¢ao

n
lgll =
i=1

e por (1):

||90($1a L2, - - ,l'n)H = Zy?

j=1
Assim,
2
le@l = D ai+Y (—e)*+)
= Y at=|yl.
i=1

Logo,

le ()l = gl

Nestas condigoes, concluimos que,

> uijelgis) > uijgi (2)
4,J 4,J

e além disso, se 1 e o sao dois operadores lineares,
entao o operador composicao ¢ = 1 o w9 é tal que:

(1 0 w2) (@l = lleg)ll = llgll -

Portanto, ¢ = @1 0@pe0---

o em) (@)l = el = ligll-

Definigao 2 Dois cédigos convolucionais C1 e Cy
sao ditos codigos equivalentes se seus espectros de
peso sao idénticos e denotado por C1; = Cs.

o, € tal que:

[(propao--

Teorema 1 Considere Cy um cddigo convolucional
com ki entradas e V. memorias, gerado pela matriz

G = Yok Gl 9ok, gor |.

Seja ¢ : R — R uma composicao formada por
uma familia de opreradores lineares, tal que ¢ =

1 0P20 0y €
e(G) = [ o(gok,) ©(gu1)
©(gok, ) ©(go1) |-

Entao o cddigo convolucional Cy gerado por o(G) é
equivalente ao codigo Cy gerado por G.

A prova do Teorema ¢é direta do resultado mos-
trado em (2).

Tabela 1: Imagens dos Operadores Lineares

R=g7 | p(R) | ¢(R)
(0,0) (0,0) [(0,0)
(1,0) (0,1 (0,1)
(0,1) (1,0) [(=1,0)
(*170) (Oafl) (07*1)
(Oafl) (*170) (170)
(151) (151) (17_1)
(15_1) (15_1) (171)
(2,0) (200 [(2.0)

4 Aplicagcao da Equivaléncia
aos Cédigos de Trelica

Dois cédigos de trelica equivalentes diferem apenas
por permutagoes de elementos do reticulado quoci-
ente com mesma norma. Neste caso, dois codigos
C; e (5 sao equivalentes se um ¢é obtido da per-
mutacao de n elementos com mesma norma. Dois
casos sao apresentados, para elucidar os conceitos
abordados e mostrar a existéncia de tal equivaléncia,
dentre os cédigos de trelica de um mesmo subcon-
junto especial.

12 Caso - Considere a particao de reticulado R =

Z2
P72 onde

e os operadores lineares

p,¢:R— R,

com

(yﬂﬁ) € (b(I?y) =

Os elementos de R, p(R) e

na Tabela 1. o
A operagao de composicao dos operadores pos-
suem estruturas de grupo. Observe que:

(_y7 $) :

¢(R) estdo mostrados

p(x,y) =

(pop)ng ) P (l',y): (x’ )*(may)a
(9% 0 ¢*) (z,y) = ¢* (z,y) =1 (z,y) = (z,y),
(¢ 0 p) (z,y) = (po @) (z,y) = (z,—y).

Assim, a ordem dos elementos p e ¢ é 2 e 4 res-
pectivamente. Logo o conjunto {p, ¢} munido da
operagao de composicdo, gera um grupo (G, o), des-
crito por:

G = {6,090 p,op.¢p,¢°p}

e por simplicidade escreve-se apenas ¢p para deno-
tar ¢ o p(z,y). O grupo G possui ordem |G| =8 e é
isormorfo ao grupo diedral D4 das simetrias espaci-
ais do quadrado.

Usando o codificador de parametros (2,4,2), so-
bre o reticulado quociente da Tabela 2, onde a
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Tak;ela 2: Normas e Rétulos
R = P?ZP Rétulo | Norma | Ordem
(0,0) 0 0 1
(1,0) 1 1 1
(0,1) 2 1 1
(-1,0) 3 1 4
(0,—1) 4 1 4
1,1) 5 2 2
=) 6 2 2
(2,0) 7 4 2
Tabela 3: Tabela de Cayley

FT1T0TITT1273 516117
O [0[I1T12713 51617
T [T 171510716 3
2257160314
313106752 1

61O S 71T 1312

413121110 6
6 6121114131 71T07[5
T 7131411121615 10

operacao de adicao é mostrada na Tabela 3. A ma-
triz norma do subconjunto especial que contém um
c6digo de trelica 6timo, para o sistema considerado
é dada por:

GN=[4 2 1 2 4 2].

No subconjuto representado pela GN dada, é re-
alizada a busca da matriz geradora de um cédigo de
treliga étimo e é encontrada a matriz dos rétulos:

GR=[7 52 15 7],

obtida dentre as matrizes que geram codigos 6timos,
com a utilizagao do algoritmo de busca dos codigos
de treliga 6timos, mostrado em [5] e [6]. A utilizacao
da matriz dos rétulos reduz o tempo operacional de
calculo do df,c. do cédigo de treliga.

Aplicando os Operadores Lineares do grupo G
(Tabela 4), obtém-se 8 matrizes geradoras G(GR)
distintas, correspondentes a 8 cédigos equivalentes.

G(GR) = {I(GR), $(GR), $*(GR),$*(GR),

p(GR),¢p(GR),$*p(GR)$*p(GR)}
{75215 7],[7632¢6 7],
[7 5 435 7],[76 146 7],
[7 5325 7],[76 236 7],

(7 5 3 45 7],[7 6 416 7]},

nesta ordem.

Tabela 4: Imagens dos Operadores Lineares

R= P;\A p(R) B(R)
(0,0) (0,0)0 (0,0)0
1 V3 1 _ V3 _1 V3
((21a20)) <Elv(2))) (ioi )
C2A) [T )
(0,v3) (0,v3) (0,v3)
1 _ V3 1 V3 _1 3
b | Ga) Cos)
C2-F) [ (09) | %)

Analizando as colunas da matriz G, observa-se
que existem 2, 4, 4 e 2 possibilidades para as co-
lunas 2, 3, 4 e 5 respectivamente, mostrando a
existéncia de 8 possiveis grupos para a GN, gera-
doras de cédigos 6timos. Portanto, tem-se 64 ma-
trizes geradoras distintas, mas geradoras de codigos
de trelica equivalentes.

20 Caso - Considere a particdo de reticulado R =

Ac, onde A = ((1,0); (1/2,V3/2)) e

P2< _\/\?)

Sejam os operadores lineares

2
2

p,¢: R— R,
com
p(x,y) = (z,—y) e d(z,y) = (—2,9).
Os elementos de R, p(R) e ¢(R) estdo mostrados na

Tabela 4. _ o
A operacao de composicao dos operadores é dada
or:

pop)(r,y)=1I(xy),
po o) (z,y)=1(z,y),
pop)(z,y)=(po9)(z,y).

Assim, a ordem dos elementos p e ¢ é 2. Logo, o
conjunto {p, ¢} munido da operagio de composicao,
gera um grupo (G, o), descrito por:

g= {vaa¢ap¢}'

O grupo G possui ordem |G| = 4 e é isormorfo ao
grupo de Klein.

Considere o codificador de pardmetros (2,4,2),
sobre o reticulado quociente da Tabela 5, onde a
operagao de adigdo é mostrada na Tabela 6. A ma-
triz norma do subconjunto especial que contém um
codigo de trelica 6timo, para o sistema considerado
é dada pela matriz norma:
1

GN=[3 1 11 3].
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Tabela 5: Normas e Rétulos
R= ﬁ Roétulo | Norma | Ordem
2
(0,0) 0 0 1
(1/2,v3/2) |1 1 8
(—=1,0) 2 1 4
(-1/2,v3/2) |3 1 8
(0,v3) 4 3 2
(1/2,—v3/2) |5 1 8
(1,0) 6 1 4
(-1/2,—v3/2) | 7 1 8
Tabela 6: Tabela de Cayley
T IO ITT27T3T415 167
OO0 TI1213 14151617
1 1112713 5161710
21213114 6 7 [0[1
3 13 D6 71011712
6171011273
6 [ 7O [ 11273
6 (6710111213

T I7TTO01T11213714 6

No subconjunto representado pela GN dada, é
encontrada a matriz dos rétulos:

GR=[4 1 3 1 1 4],

obtida com a utilizagao do algoritmo de busca dos
codigos de treliga 6timos.

Aplicando os Operadores Lineares do grupo G,
tem-se 4 matrizes geradoras G(GR) distintas, cor-
respondentes a 4 cédigos equivalentes:

G(GR) = {I(GR), p(GR), d(GR), p¢(GR)} =
{4 1311 4],(4 5 7 5 5 4],

[4 3 7 3 3 4],]46 5 6 6 7]},

nesta ordem. )
Analizando as colunas da matriz GG, observa-se

que existem 4 possibilidades para as colunas 2, 3,
4 e 5, mostrando a existéncia de 256 possiveis gru-
pos para a GN, geradoras de cédigos 6timos. Por-
tanto, tem-se 1024 matrizes geradoras distintas com
codigos de trelica equivalentes.

5 Conclusao

Uma classe de equivaléncia foi obtida, através da
aplicacao de operadores lineares que apresentam es-
truturas de grupos, reafirmando a ligacao entre Es-
truturas Algébricas e Teoria de Cédigo. A aplicacao
das propriedades de grupo ao conjunto de matrizes
geradoras de cdédigos de trelica é uma ferramenta
para determinacao das matrizes que geram codigos
distintos com relagao ao espectro de peso. Essa
classe de equivaléncia sendo implementada em um
algoritmo de busca de cédigos de trelica 6timos, den-
tre os subconjuntos especiais, diminui consideravel-
mente a quantidade de matrizes geradoras a serem
investigadas pelo algoritmo.
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