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Resumo Este artigo discute aspectos de modelos
intervalares Markovianos escondidos. Um modelo
intervalar é um espaço, família ou classe de modelos
no qual há parâmetros representados por intervalos em
vez de números reais. Nós descrevemos ISPN (Interval
Stochastic Petri Net) como ferramenta de modelagem
de alto-nível compondo oframeworkpara modelagem
e análise. A análise de modelos ISPN leva em conta
os efeitos de variabilidades nas taxas de transições
exponenciais e nos pesos das transições imediatos no
cálculo de índices. O estudo de casos apresentados serve
para descrever os modelos e apresentar os métodos de
análise estado estacionário. ISPN pode ser útil em
avaliação de desempenho e dependabilidade de sistema
em fase inicial de projeto para análise simultânea de
variabilidades de múltiplos parâmetros do sistema.

Palavras-chaveModelo intervalar, avaliação de de-
sempenho, rede de Petri estocástica.

Introdução

Muitos sistemas do mundo real são complexos e
mal-definidos para serem modelados por procedimentos
determinísticos convencionais. Eles freqüentemente
contem informações e características que são vagas,
imprecisas, qualitativas, lingüísticas ou incompletas
[39, 17, 22, 31].

Técnicas analíticas são freqüentemente usadas na
análise de desempenho de sistemas de eventos discretos.
Os modelos analíticos usam parâmetros de valores sim-
ples (tal como demanda média do recurso) e produz um
único ponto medido para cada índice de desempenho de
interesse (tal como tempo médio de resposta e utilização
média do recurso). Contudo, esta caracterização pontual
de parâmetros é inadequada quando incertezas e vari-
abilidades estão associadas com parâmetros do sistema.
Um exemplo é engenharia de avaliação de desempenho
desoftwareque integra modelagem de desempenho em
várias fases do projeto dosoftware, como também na
implementação e está recebendo grande atenção [7, 40].
Mesmo que incertezas e variabilidades são associadas
a um ou mais parâmetros do sistema nos estágios
primários do projeto do sistema, o projetista experiente
deve ter uma boa idéia sobre o intervalo de valores
associados com estes parâmetros devido a experiência

anteriores com sistemas similares.
Modelos intervalares aplicados a engenharia estrutu-

ral [8] e análise de circuitos [18] estão entre as muitas
aplicações de modelos intervalares. A home-page do
MiceLab http://mice.udg.es/(25 setembro 2007)é de-
dicada a modelos intervalares. Existem referências a
muitos trabalhos publicados. Destaca-se ainda o projeto
COPRIN :www-sop.inria.fr/coprin/ (25 setembro 2007).

O livro de Jaulin at alli [13] com subtítulo; ’with
Examples in Parameter and State Estimation, Robust
Control and Robotics’ apresenta análise intervalar
no contexto de suas aplicações. Enquanto existe um
bom número de livros [11, 14, 9, 10, 15, 30, 28, 26]
caracterizando intervalos no contexto de computações
numéricas e otimização, todos eles permanecem dentro
dos limites estritos da matemática: a única exceção
é o livro de Kolev [18] sobre métodos intervalares
em análise de circuitos. Portanto, o livro [13] é uma
contribuição valiosa para atravessar o fosso que existe
entre teoria, ferramentas e aplicações.

A disponibilidade de boas ferramentas desoftware
para avaliação de desempenho que permita esconder a
cadeia de Markov que está sendo usado é fundamental
para o usuário final que trabalha com modelagem de
sistemas de eventos discretos. O usuário especifica seu
modelo usando uma linguagem de modelagem de alto
nível, tal como rede de filas, redes de Petri estocásticas
ou álgebra de processo estocástica da qual a cadeia
de Markov subjacente ao modelo é automáticamente
gerada e analisada. Nós propomos o uso de intervalo
para representar as incertezas nos parâmetros dos
modelos ISPN (Interval Stochastic Petri Nets) [4, 5, 6]
na análise de sistemas de eventos discretos. A aritmética
intervalar é usada na solução numérica dos modelos.
As taxas das transições exponenciais e os pesos das
transições imediatas podem ter qualquer valor dentro de
um intervalo.

1 Aritmética Intervalar
A aritmética intervalar é uma alternativa para deter-
minar limites para o erro absoluto de um algoritmo,
considerando todos erros de dados e arredondamento
[27]. A aritmética intervalar será discutida com mais
detalhes nas subseções seguintes. A aritmética inter-
valar faz cálculos sistemáticos através de intervalos



[x] = [x, x] limitados de números de máquinasx, x∈ F,
em vez de números reais simplesx. As operações
aritméticas +, −, ×, ÷ são definidas através de
intervalos. Algoritmos intervalares são implementados
em computadores e produzem resultados intervalares
garantindo conterem a solução desejada.

A aritmética intervalar deve ser usada com bastante
cuidado, caso contrário os resultados confiáveis de limi-
tes de erro serão obidos, na maioria das vezes, com
muito pessimismo.

1.1 Notação
Neste artigo todas matrizes são denotadas por letras
maiúsculas em negrito (A), vetores por letras minúsculas
em negrito (a), e escalar e variáveis por letras minús-
culas (a). Variáveis intervalares são delimitadas por
colchetes ([A], [a], [a]). Sublinhado e barra superior de-
notam limites inferior e superior, respectivamente. Col-
chetes angulares〈 , 〉 são usados por intervalos definidos
por um ponto médio e um raio.

Um intervalo real[x] é um conjunto não vazio de
números reais

[x] = [x,x] = {x∈ R : x≤ x≤ x} (1)

ondex e x são chamados deinfimum e sepremum,
respectivamente.

O conjunto de todos intervalosR é denotado porI(R)
onde

I(R) = {[x,x] : x,x∈ R : x≤ x} (2)

O ponto médio de[x] e o raio de x são definidos como

mid[x] = x̂ =
1
2

(x+x) e rad[x] = ∆x =
1
2

(x−x) . (3)

O raio pode ser usado para definir um intervalo[x] ∈
I(R). Então,〈m, r〉 denota um intervalo com ponto mé-
dio m e raio r. [x, x] ≡ x é chamado intervalo pontual
ou intervalo fino. Um intervalo pontual ou fino tem raio
zero, enquanto um intervalo espesso tem um raio maior
que zero.

1.2 Operações Básicas da Aritmética In-
tervalar

As operações elementares sobre intervalos[a] = [a, a] e
[b] =

[
b, b

]
são calculadas explicitamente como:

1. [a, a]+
[
b, b

]
=

[
a

▽

+ b, a
△

+ b

]

2. [a, a]−
[
b, b

]
=

[
a

▽

− b, a
△

− b

]

3. [a, a] ·
[
b, b

]
=

[
min

(
a
▽

·b, a
▽

·b, a
▽

·b, a
▽

·b
)
,

max
(

a
△

·b, a
△

·b, a
△

·b, a
△

·b
)

]

4.
[
b, b

]−1
=

[
1

▽

/ b, 1
△

/ b

]
i f 0 /∈

[
b, b

]

5. [a, a]/
[
b, b

]
= [a, a] ·

[
b, b

]−1

Os símbolos▽ e△ sobre os operadores indicam ope-
rações aritméticas arredondadas dirigidas para cima e
para baixo, respectivamente. Estas definições contêm
cada possível número que pode ser formado como resul-
tado de cada operação(+, −, ×, ÷) para todo ˜a∈ [a, a]
e para todõb∈

[
b, b

]
. Além destas operações, funções

intervalares (exp, log, sin, cos, ...) retornam limites su-
periores e inferiores.

As operações da aritmética intervalar são definidas
para cálculos exatos [27]. Computações de maquinas
são afetados por erro de arredondamento. Contudo, as
formulas estão modificadas de maneira a considerar o
chamado arredondamento direto [20].

1.3 Teorema Fundamental
Um importante resultado é a propriedade de inclusão,
freqüentemente chamado de teorema fundamental da
analise intervalar [27].

Teorema 1 (Teorema Fundamental)Se a função
f ([x]1, [x]2, · · · [x]n) é uma expressão com um
número finito de intervalos[x]1, [x]2, · · · [x]n ∈ I(R)
e operações intervalares (+,−,×,÷), e se
[w]1 ⊆ [x]1, · · · , [w]n ⊆ [x]n então f([w]1, [w]2, · · · ,
[w]n) ⊆ f ([x]1, [x]2, · · · , [x]n) .

1.4 Métodos de Solução para Sistemas de
Equações Intervalares

A solução de sistemas de equações lineares é sujeita a
erros devido a precisão finita da aritmética da máquina
e a propagação de erros relacionados aos dados iniciais.
Se o dado inicial é conhecido como pertencente a
intervalos de variações especificadas, então a aritmética
intervalar estabelece o cálculo de intervalos que contém
o valor exato [12].

Um sistema de equações lineares é da forma

[A][x] = [b] (4)

onde[A] ∈ I(R)n×n e [b] ∈ I(R)n.
Quando a matrix-n× n, [A] =

[
A,A

]
, e o vetor-n,

[b] =
[
b,b

]
, no sistema[A] · [x] = [b] são intervalos, ele

é usualmente ainda chamado de um sistema de equações
lineares intervalar [30], [32]. Falando precisamente,
eles não são usualmente considerados um sistema de
equações. O espaço de um intervalo real não é um
espaço linear, mas o sistema tem a forma de uma
expressão linear. O uso da palavraequaçãoé somente
justificado quando se considera a solução algébrica do
sistema, o qual é raramente o caso. Em muitos casos,
outras definições são consideradas, usualmente conjun-
tos de vetores reais (não necessariamente intervalos),



definidos como segue (ver e.g. [36]):
Conjunto solução unidaUSS(United Solution Set)=

Σ∃∃([A], [b]):

USS=
{

x̃ ∈ R
n|(∃Ã ∈ [A])(∃b̃ ∈ [b])(Ã · x̃ = b̃)

}
(5)

este conjunto solução é feito de todas soluções de cada
sistema pontual̃A · x̃=b̃, onde = é um símbolo para
Ã · x̃∩ b̃ 6= /0 comÃ ∈ [A] e b̃ ∈ [b], isto é, calculando
min{x̃k|x̃ ∈ Σ∃∃([A], [b])} e max{x̃k|x̃ ∈ Σ∃∃([A], [b])},
k = 1,2, . . . ,n.

Conjunto solução controleCSS(Control Solution Set)
= Σ∃∀([A], [b]):

CSS=
{

x̃ ∈ R
n|(∀b̃ ∈ [b])(∃Ã ∈ [A])(Ã · x̃ = b̃)

}
(6)

Conjunto solução tolerânciaTSS(Tolerance Solution
Set)= Σ∀∃([A], [b)]:

TSS=
{

x̃ ∈ R
n|(∀Ã ∈ [A])(∃b̃ ∈ [b])(Ã · x̃ = b̃)

}
(7)

Estes conjuntos soluções generalizados originam-se
na existência de muitas aplicações significantes e inte-
ressantes. As soluções acima não são soluções do sis-
tema original. Elas são conjuntos de soluções reais de
expressões relacionais intervalares, com diferentes re-
lações colocadas no lugar do sinal de igualdade. Usando
esta convenção a equação[A] · [x] = [b] tem um conjunto
soluçãoΣ=([A], [b]) igual aΣ∃∀([A], [b])∩Σ∀∃([A], [b)]
diferente da solução algébrica. Destas definições
segue também queΣ∀∃([A], [b]) ⊆ Σ∃∃([A], [b]) e
Σ∃∀([A], [b]) ⊆ Σ∃∃([A], [b]) .

Não existe um nome abreviado para este tipo de fór-
mula no qual não somente uma igualdade, mas qualquer
outra relação pode estar de acordo como um conectivo
principal. O termo “desigualdade” não é apropriado,
pois não queremos excluir igualdade. Kulpa [21] usou
a frase “expressão relacional”, ou algumas vezes sim-
plesmente “relação”. Contudo, será mantido aqui o uso
da frase sistema de equações lineares intervalares.

1.4.1 Conjunto solução unida USS

O conjunto solução unida USS forma um politopo con-
vexo com 2(n2 − n+ 1) vértices. O cálculo do inter-
valo involutório (“hull interval”) necessita de um algo-
ritmo “NP-hard” [19]. Soluções aproximadas requerem
usualmente algoritmos com complexidade polinomial
somente (ver Figura 1) [30, 12, 11].

A forma da solução de um sistema linear intervalar
pode ser bastante complexa, mas desde que a aritmética
intervalar é usada, só é possível calcularmos um vetor
intervalar que contém a solução verdadeira. O ótimo é
conseguir um vetor intervalar solução que é próxima ao
menor vetor intervalar contendo a solução verdadeira.

A solução ótima de um Sistema Linear de Equações
Algébricas Intervalares é tema constante em pesquisas

Figura 1: Soluções aproximadas daUSSde um sistema
intervalar de equações lineares.

recentes [16]. O chamadoproblema externo (outer
problem) para um sistema de equações algébricas in-
tervalares[38, 37]: encontrar um vetor intervalar com
largura mínima contendo o conjuntoΣ([A], [b]).

O vetor intervalar[x]H = ([x]H1 , [x]H2 , · · · , [x]Hn )T de
largura mínima contendoΣ([A], [b]) é chamado intervalo
involutório (the interval hull) do conjuntoΣ([A], [b]) ou
a solução intervalar ótima:

[x]Hi = [xH
i ,xH

i ], xH
i = min{xi | x∈ Σ([A], [b])}

xH
i = min{xi | x∈ Σ([A], [b])}
i = 1,2, . . . ,n.

Duas fontes importantes de algoritmos com técni-
cas de solução para sistemas de equações lineares in-
tervalares são o livro de Neumaier [30] e o relatório
de Hargreaves [12]. Hargreaves destaca a importância
de um software eficiente para a aritmética intervalar,
tal como o MATLAB toolbox INTLAB que foi con-
siderado pelo mesmo na implementação de algoritmos
tais como: Eliminação Gaussiana Intervalar, Método
de Krawczyk e Método de Hansen-Bliek-Rohn-Ning-
Kearfott-Neumaier. INTLAB fornece a funçãoveri-
fylss para solução de sistemas lineares de equações in-
tervalares ou para dar soluções com limites verificados
de um sistema pontual. O INTLAB desenvolvido pelo
grupo de S.M. Rump [34, 35] é disponível livremente
em: http://www.ti3.tu-harburg.de/ rump/intlab/index.html
(25 setembro 2007).

2 Redes de Petri
Redes de Petri é atualmente um nome para uma classe
de modelos que podem ser divididos em três níveis
principais. O primeiro nível é o nível de pesquisa
fundamental- um modelo representativo é o do sistemas
de redes elementares. Para modelar sistemas da vida
real, sistemas de redes elementares podem crescer em
dimensão e tornar-se muito grande para ser manuseado
efetivamente (o problema clássico da explosão de esta-
dos). O segundo nível permite-nos representar as car-



acterísticas repetitivas de sistemas de redes de Petri ele-
mentares [33] de maneira a obter-se modelos mais com-
pactos. O modelo básico do segundo nível é sistemas
local/transição (place/trasition systems) [3]. O terceiro
nível é o das redes de alto nível, onde é usado lógica
e álgebra para produzir redes compactas adequadas a
aplicações da vida real [33]. Redes de Petri coloridas
e Redes Transição/Predicado (predicate/transition nets)
são os melhores modelos de alto nível conhecidos [33].
Em muitas aplicações práticas é necessário considerar
o tempo de execução e/ou processos estocásticos. Isto
conduz a redes de Petri temporizada e estocástica [25].
Um texto introdutório sobre redes de Petri em geral que
é muito usado como referência é o artigo de Murata [29].

2.1 ISPN
ISPN é uma extensão do modelo GSPN (Generalized
Stochastic Petri Nets) de maneira a introduzir a análise
intervalar [4] e já está sendo usada para avaliação de de-
sempenho e dependabilidade (dependability) [4, 5, 6]. A
GSPN é uma PN (Petri Net) temporizada particular que
incorpora transições estocásticas temporizadas (traçadas
como caixas brancas) e (traçadas como caixas pretas ou
barras pretas finas). As transições temporizadas têm
tempo de disparo exponencialmente distribuído e tran-
sições imediatas disparam em tempo zero. GSPNs foram
originalmente definida em [23] e foi melhorada posteri-
ormente [2]. Uma ISPN é também definida como uma
óctupla como descrito a seguir:

ISPN= (P,T, I(.),O(.),H(.),M0,π(.), [W](.))

onde

• P é um conjunto finito de lugares,

• T é um conjunto finito de transições,

• I, O, H : T → N representa as funções de entrada,
saída e inibidoras,

• M0 : P → N é a marcação inicial (i.e., o número
inicial detokensem cada lugar),

• Adicionalmente, a definição ISPN compreende a
função de prioridadeπ(.) : T → N a qual associa
a menor prioridade(0) eara as transições tempo-
rizadas e prioridades superiores(≥ 1) para as tran-
sições imediatas:

π(t) =
{

0 se T temporizada
≥ 1 se T imediata , (8)

• Finalmente, o último item da definição ISPN é a
função[W](.) : T → I(R) que associa um intervalo
real à transições, onde[w](t) é:

– um parâmetro intervalar da fdp do retardo de
disparo da transição exponencial negativa, se
t é uma transição temporizada,

– um peso intervalar usado para a computação
da probabilidade de disparo da transição ime-
diata, set é uma transição imediata.

Se somente intervalos degenerados (pontos) estão
definidos para as transições imediatas e exponenciais,
nós teremos um modelo GSPN.

2.1.1 Análise de Desempenho ISPN

Uma ISPN é uma extensão da GSPN onde parâmet-
ros intervalares devem ser considerados para obtenção
do gerador infinitesimal intervalar do ICTMC (Interval
Continuous-Time Markov Chain) [6]. Os algoritmos
clássicos encontrados na literatura [1] são adaptados
naturalmente para considerar os coeficientes intervalares
do modelo de ISPN. A análise desempenho ISPN é real-
izada através de quatro sub-tarefas:

• geração do IERG (Interval Extended Reachability
Graph - Grafo de alcançabilidade estendido inter-
valar),

• eliminação das marcações voláteis (vanishing) e as
correspondentes transições de estado,

• análise estado estacionário intervalar,

• computação das métricas. Métricas tais quais o
número médio detokens em cada lugar ou con-
junto de lugares e othroughputde transições tem-
porizada são calculadas pela aritmética intervalar.

As ISPNs contêm transições imediatas e transições
com tempos de disparo exponencialmente distribuídos,
e pelo menos um intervalo espesso está presente em
uma transição exponencial ou imediata. Isto resulta
em várias possibilidades ao determinar quais transições
são habilitadas. As marcações nas quais pelo menos
uma transição imediata é habilitada são chamadas mar-
cações voláteis. Por outro lado, marcações nas quais es-
tão habilitadas só transições exponenciais são chamados
marcações tangíveis da mesma forma que nas GSPN.
Uma ISPN que contém marcações tangíveis e voláteis é
equivalente a uma ICTMC. Neste caso, é chamada uma
cadeia de Markov intervalar embutida. Se nós remover-
mos as marcações voláteis, então teremos uma cadeia de
Markov intervalar reduzida embutida. Esta cadeia que
só contém marcações tangíveis é usada para computar
as probabilidades intervalares de estado estacionário de
um lugar que é marcado ou não.

De uma dada ISPN, um Grafo de Alcançabilidade
Intervalar IERG é gerado contendo marcações como
nós e informações estocásticas anotadas aos arcos, desta
maneira, relacionado as marcações com as demais.
O grafo de alcançabilidade ISPN é um grafo dirigido
RG(ISPN) = (V,E), ondeV = RS(ISPN) e

E =
{
〈m, t,m′〉 | m,m′ ∈ RS(ISPN) em t

→ m′, t ∈ T
}

são o conjunto de nós e arestas, respectivamente.
Se o sistema de rede ISPN é limitado, oRG(ISPN)

é finito e pode ser construído, por exemplo, baseado



no Algoritmo 1 de [7].A atividade definida no Passo
2.1 assegura que nenhuma marcação é visitada mais
que uma vez. Cada marcação visitada é etiquetada
(Passo 2.1), e o Passo 2.2.3 assegura que somente as
únicas marcações adicionadas aV são aquelas que não
foram previamente adicionadas. Quando uma marcação
é visitada, somente aquelas arestas que representam o
disparo de uma transição habilitada são adicionadas ao
conjuntoE (Passo 2.2.4).
=======================================
Algoritmo1 (Geração do IERG)

Entrada - Um modelo ISPN livre de confusão.
Saída- Um grafo dirigidoRG(ISPN) = (V,E) de um

sistema de rede limitado.
1. Inicializar RG(ISPN) = ({m0} , /0) ;m0 está não
etiquetada;
2. enquantoexiste um nó não etiquetadom emV faça

2.1 Selecione um nó não etiquetadom ∈V e etiquete-
o

2.2para cada trasição habilitadat emm faça
2.2.1 Calculem′ tal quem t

→ m′;
2.2.2seexistem′′ ∈V tal quem′′ σ

→ m′ em” ≤ m’
entãoo algoritmo falha e termina;

(a condição de não limitação foi detectada)
2.2.3senão há nenhumm′′ ∈V tal quem′′ = m′

então V := V ∪ {m′}; (m′ é um nó não
etiquetado)

2.2.4E := E∪{〈m, t,m′〉}
3. O algoritmo tem sucesso e RG(ISPN) é o grafo de
alcançabilidade estendido intervalar.
=======================================

2.1.2 Eliminação de Marcações Voláteis

A eliminação de marcações voláteis é um passo para ge-
ração de um ICTMC de uma determinada ISPN. Uma
vez que o IERG foi gerado, é transformado em uma
ICTMC pelo uso de algoritmos matriciais eficientes [1].

As marcaçõesM = V ∪ T de um conjunto de al-
cançabilidade de uma ISPN é dividido em dois cunjun-
tos, as marcações voláteisV e as marcações tangíveisT .
Considere:

[P]V = [P]V V | [P]V T (9)

denote a matriz intervalar onde

• [P]V V - probabilidades de transição intervalar entre
marcações voláteis;

• [P]V T - probabilidades de transição intervalar de
marcações voláteis para marcações tangíveis.

Além disso, considere:

[U]T = [U]T V | [U]T T (10)

denotar uma matriz intervalar onde

• [U]T V - taxa de transição intervalar de marcações
tangíveis para marcações voláteis;

• [U]T T - taxa de transição intervalar entre mar-
cações tangíveis.

A mesma informação, como contido no IERG, é
fornecido por[P]V junto com[U]T .

Agora obtemos a matriz de taxa intervalar[U]. Esta
matriz tem dimensão|T |× |T |, ondeT denota o con-
junto de marcações tangíveis.

[U] = [U]T T +[U]T V (1− [P]V V )−1[P]V T (11)

A matriz geradora infinitesimal intervalar é[Q] =
[q]i j , onde suas entradas são determinadas por:

[q]i j =

{
[u]i j i f i 6= j
−∑ k∈ T

k 6= i
[u]ik i f i = j (12)

ondeT denota o conjunto de marcações tangíveis.

2.1.3 Análise estado estacionário ISPN

A análise estado estacionário do modelo ISPN requer a
solução de um sistema de equações lineares intervalares
com tantas equações quanto o número de marcações
tangíveis. Uma vez a matriz geradora intervalar[Q]
do ICTMC associado com um modelo ISPN tenha sido
derivada, nós podemos começar a análise estado esta-
cionário ISPN para produzir medidas intervalares.

3 Estudo de Casos
Nesta seção apresemta-se um estudo de caso da análise
de um modelo ISPN de um Sistema Paralelo. O es-
tudo de caso tem o número marcações tangíveis+voláteis
que varia entre 20+18 até 825+1620, respectivamente.
As análises são realizadas com a ferramenta protótipo
ISPN que utiliza a caixa de ferramentas INTLAB do
MATLAB. As variabilidades das transições exponenci-
ais, representadas por taxas intervalares, são introduzi-
das para produzir modelos ISPN não degenerados. A
análise ISPN mostra os efeitos das variabilidades nos
parâmetros das taxas de transição exponenciais sobre os
índices de desempenho.

3.1 Análise de Modelos ISPN de um Sis-
tema Paralelo

O modelo ISPN da Figura 2 é uma descrição do bem
conhecido sistema paralelo simples [24] de computação.
O ISPN inclui nove lugares e nove transições. As cara-
cterísticas das transições, deste modelo são resumidos
na Tabela 1. As marcações iniciais são(p1 = N, N =
2, · · · ,8).

Na Tabela 2 é exibida a cardinalidade dos modelos
gerados em função da marcação inicial. Os resultados
apresentados na Tabela 3 mostram a propagação dos
efeitos dos parâmetros intervalares com o crescimento
do número detokensno lugarP1 no Processamento mé-
dio = número médio detokensno lugarP1 e no Proces-
samento do sistema =Prob{(m(P9 > 0)}. Os sistemas



Figura 2: A descrição ISPN de um sistema paralelo

intervalares foram resolvidos pela função VERIFYLSS
do INTLAB.

A Tabela 4 mostra várias funções (M-files) para méto-
dos de solução de sistemas de equações lineares inter-
valares. Observa-se que os intervalos resultantes não
diferem significativamente, porém as funções VERI-
FYLSS, HSOLVE e MKRAW têm tempos de solução
semelhantes. Neste caso, com 196 equações lin-
eares intervalares, os métodos VERENCLINTHULL,
VERINTHULL e INTGAUSSP não têm tempo de
solução competitivos com as funções VERIFYLSS,
HSOLVE e MKRAW. A função MKRAW é uma ver-
são modificada da KRAW onde os valores inicias de
cada componente do vetor são consideradas como[0, 1].
A função INTGAUSSP é uma versão modificada da
função INTGAUSS onde é feito o pré-condicionamento
da equação[A][x] = [b] pela inversa do centro da matriz.
O centro da matriz é dado porǍ i j = 1

2(A i j + A i j ). En-

tão resolve-se o sistema[C][x] = [d] onde[C] = Ǎ
−1

[A]

e [d] = Ǎ
−1

[b]. O conjunto solução do sistema pré-
condicionado[C][x] = [d] contém o conjunto solução do
sistema original[A][x] = [b] [11].

A Tabela 5 mostra o tempo de processamento de algu-
mas tarefas que são potencialmente críticas: a geração
do espaço de estado/geração da matriz [Q], a matriz in-
versa(1− [P]V V )−1 e a solução do sistema linear inter-
valar. A Tabela 5 mostra que tempo de geração do es-
paço de estado/matriz [Q] é muito crítico na ferramenta
protótipo ISPN.

4 Conclusões
Neste artigo, a aritmética intervalar foi adotada para
análise ISPN onde as taxas exponenciais e pesos de tran-
sições imediatos pertencem a alguns determinados inter-
valos. O ISPN é principalmente aplicado para mode-

Tabela 1: Especificações dos parâmetros das transições
intervalares da ISPN da Figura 2 (SS = Servidor-
Simples, SI = Servidor-Infinito)

Transição Taxa Intervalar ( h−1) Semântica
tndata 0.2±1e−4 SI
tpar1 2.0±1e−3 SS
tpar2 1.0±1e−3 SS
tcheck 0.1±1e−4 SS
tI/O 5.0±1e−3 SS

Transição Peso Prioridade
tstart 1 1
tsyn 1 1
tKO 0.01 1
tOK 0.99 1

Tabela 2: Cardinalidade do espaço de estado para vários
modelos ISPN do sistema paralelo de Figura 2. N é o
número detokensno lugarP1. A notação de T+V (car-
dinalidade) é o número de marcaçõesTangíveis = Te
Voláteis = V.

N 2 3 4 5 6 7 8
T 20 50 105 196 336 540 825
V 18 60 150 315 588 1008 1620

T+V 38 110 255 511 924 1548 2445

lar situações nas quais dados de entrada é conhecido
com certo nível de precisão. As taxas e os pesos po-
dem ser subjetivamente especificados como intervalos.
Esteframeworkfornece um modo para formalizar e estu-
dar problemas relacionados à presença de tais incertezas
que podem incluir erros de dados ocorridos durante me-
didas e erros arredondando gerados durante cálculos. O
modelo proposto e o método de análise relacionado per-
mitem análise de performabilidade (performability) que
considera variabilidade simultânea de parâmetros. Uma
conseqüência imediata é que a análise ISPN pode ser
útil para os engenheiros e técnicos como uma ferramenta
para tomada de decisão. Como trabalhos futuros, méto-
dos intervalares para análise de transiente serão consi-
deradas e também simulação de Monte Carlo.
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