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Resumo Esse trabalho visa mostrar como obter
as Identidades de Bartlett e algumas das suas

aplicagoes. Entre as aplicagoes pode-se destacar

o fato_das Identidades de Bartlett facilitarem a
obtencao de cumulantes e como consequéncia de en-

contrar a férmula do viés do estimador de maxima
verossimilhanca (EMV) no caso de varidveis inde-

pendentes e identicamente distribuidas (iid) que é
dada em termos dos cumulantes. Outra aplicacao
é a correcao das estatisticas: razao de verossimi-
lhanga (LR), escore de Rao, estatistica de Wald e
estatistica de Wald modificada.

Palavras-chave Identidades de Bartlett, cumu-
lantes e verossimilhanca.

Introducao

Seja L = L(0) a verossimilhanga total de um pro-
blema regular supondo que as observagoes sao inde-
pendentes mas nao necessariamente identicamente
distribuidas, onde 6 é um vetor de R? [1]. Serd ado-
tada a seguinte notagao para as derivadas da log-
verossimilhanga ¢ = ¢(0) = log L(#), onde todos os
indices variam de 1 a p:

ol 02(
Ur = 90, Urs = 00,0,
_oor o0 o
"5 00, 00, "5t 00, 00,40,

etc.
Os momentos conjuntos de derivadas de £(6) sao:

Hr = E(U,«), Hrs = E(UT3)7

Hr.s = E(UT'US)7 Mo st = E(UTUét)

e assim por diante.

Os correspondentes cumulantes conjuntos sao ex-
pressos em termos dos momentos e assumem a
notacao k. Por exemplo, o cumulante r,, é dado
por:

s = E(U’I‘US) - E(UT)E(US)7

mas a esperanca da fungao escore é igual a zero, isto
é, E(Uy) = pr = 0. Assim,
s = Hr,s-

Os demais cumulantes conjuntos sao obtidos de
maneira analoga com a seguinte notagao:

Rrs = Hrs, Rrst = Hrs,ts
Rrstu = Mrstu — MrsHtu, Rr st = Hrst,
Ry s tou = Hrstau — E HorsHtus etc.,

(3)

onde Z(k) representa o somatoério sobre todas as k
combinagoes de indices.

Os momentos e cumulantes definidos nao sao in-
dependentes mas satisfazem a certas equagoes, as

quais facilitam seus cédlculos. Estas equagoes, que
representam condigoes de regularidade, sao denomi-
nadas de Identidades de Bartlett.

Na deducao das identidades de Bartlett serd usa-
da a condicao de regularidade,

0

B} = [ 2D

20 (1)

ou seja, em problemas regulares pode-se inverter a
ordem das operacoes de diferenciagao em relagao a
0 e a integragao com respeito a y.
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As identidades de Bartlett s@o obtidas expres- Outras Identidades
sando a equacdo (1) em termos de momentos ¢ de Bartlett
diferenciando-a sucessivamente com relagao as com-
ponentes de 6.

L4 R st + Rpst + 2(3) Rr,st = 0.

Principais Identidades Para deduzir essa igualdade, deve-se diferenciar
de BaII'Jtlett J{U.sL + U, UsL}dy = 0 em relagao a 6;:

0

e Hr=0. Mas pela condigao de regularidade tem-se que:
. . . . _ L,
Para verlgiar esta identidade, considere U, = 7 [ %{UTSL + U, U,L}dy = 0 e entio,
onde L, = 0. ¢

Como a fungdo de verossimilhanga é uma fungdo /{UrstL+UrsUtL+UrtUsL+UrUstL+UrUsUtL} dy =0
de densidade de probabilidade, tem-se que a
JLdy=1.

) ) ~ ) EUrst)+E(UysUp)+E (U Ug)+E(UpUs)+E(UUsUy) =0

Diferenciando com relagao a 6, esta igualdade
tem-se 3@& [ Ldy=0. [}

Aplicando a condicao de regularidade, isto é, per- Forst + Krs,t + Frt,s + st + Frsr =0
mutando a derivada com a integral tem-se que,

J 8Ldy = 0. Entio, Firya,t & Frst + 20q) irst =0
kor = E(Ur) = /UTLdy = /L"'dy =0 L] R st + Kprst — "{g) =0.
Kr =0 A dedugao dessa igualdade, inicia-se pelo

cdlculo da derivada de kg = E(Ug) = —E(UUy),
em relagao a 6,.
L4 Krs + Rps = 0.
A derivada do cumulante é denotada pelo sobres-
A sua deducio é andloga & anterior, isto é, dife- Crito no mesmo, ou seja,
renciando [ g—gl;dy = [ L,dy = 0 com relagao a 6,

2
obtém-se [ a%erdy = 0, substituindo L, por U,L ng) — 8’€3t’ (tw) — 9 ’437"8’
tem-se que: a0, 00,0,
(u) oK
0 ou,. oL Kpst = Sggt,  ete.

2 U.L)dy = (o, bay =0 u

| a0 /{<69> +<6os> } /
Logo,
Mas, ==, e 2L =L, ,=UL, entio (r) 0 0
y a0, rs 90, s sty — _ - _

tem-se que: Fst o0, E(U:U) a0, / UsUiL dy
/{UTSL—FUTUSL}dy = 0= E(U,)+E(U,U,) =0 R — / %UsUtL dy

l Krs'i_'%r,szo l
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nﬁ? = — [{UsU,L + UUy, L + UU L, } dy Considere a distribuicio normal N(u,o?) qua
log-verossimilhanca ¢ = ¢(6) para 0 = (pu,0?)7,
baseada numa amostra iid de tamanho n, é dada
Como L, = U, L, fica, por:

K — _ n n s 1 <
“htrs T Rt T Krsit l= —5 10g(2ﬂ') — 5 IOgU - ﬁ z::(yl -

Mas pela Igualdade de Bartlett anterior, tem-se
ue:

Os cumulantes conjuntos para = (u,02)” sdo:
Krst + R st + Rr st = —Ktrs — Ksrt _ n
® Rup = — 52
Entao, 920
— n n
r =BUuw) =E(gz)=—32 = fuu=g
Rgt = Rrst + R st + Rrst — Rrsit
( )
= Krst + Ry st
- ® Kp252 = —507
T
’ Kpst + Kpst — Rgt” =
. . . _ _ load4 _ n
Pode-se deduzir outras identidades de Bartlett de Kozg2 = E(Ug22) = E(a(a2)2) = T3
forma analoga, destacando-se: Koo o — 1
02,0 207
® Rpst — 265t + Z(g) l‘frs =V,
(w) _ -0
b4 K’rst Krst uy [ ) [{;MO_Q =
® Ky sty T Krstu — K ‘(gt'l,_o = E(U = F 9% =0 =0
) Kpg2 = ( MU2) = (8;4802) = = Kpo2 =
() (TS)
® Rpstu — Rrstu — Ry — Rgtu + Ky — Krs,tu-
® Ky = Kpup = Kpup =0
Aplicacao

03¢
Kppp = E(Uppp) = E N 0
A grande vantagem das identidades de Bartlett H
é facilitar a obtencao dos cumulantes k’s, ja que
sob determinada parametrizagao pode conduzir a
uma calculo simples de alguns cumulantes, sendo (1) — Oy _ é (n) _

os_demais feitos indiretamente através destas iden- e o o
tidades. Esses cumulantes téem grande aplicabili-

dade no célculo de corregoes de Bartlett para a es-

tatisticas da razao de verossimilhancas, escore de ~ s .
Rao, estatistica de Wald e estatistica de Wald modi- () Entao substituindo na igualdade fi.,ju+ e+

ficada [2]. Outra alicagdo é no cdlculo dos cumu- kyuy/ = 0 tem-se que x,,, = 0. E utilizando a
lantes conjuntos das distribuigoes. 1gualdade B + Bppp + 384, = 0 encontra-se
queé Ky, p,p =
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Rg25252 — E(Uc,2020 ) = E<a(8:2e)3> =

3" (yi—p)?
E<— (02')3 + ZZ(:;ziyz; - )

ooror =~ + i = 2
L] 502702,02 = 7/{0270202 = %
° Kppo? = —Kupg? = —%
. o = 2%
o Kupo?o? = —i—’;, etce.

Muitos desses cumulantes sdo encontrados mais
facilmente através das identidades de Bartlett.

Além de facilitar a obtengéo dos cumulantes con-
juntos, as identidades de Bartlett podem ser uti-
lizadas para obter a férmula do viés do estimador
de méxima verossimilhanga (EMV) no caso de
variaveis aleatorias iid, pois esta é dada em termos
dos cumulantes.

1]

2]
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