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Resumo Esse trabalho visa mostrar como obter
as Identidades de Bartlett e algumas das suas
aplicações. Entre as aplicações pode-se destacar
o fato das Identidades de Bartlett facilitarem a
obtenção de cumulantes e como consequência de en-
contrar a fórmula do viés do estimador de máxima
verossimilhança (EMV) no caso de variáveis inde-
pendentes e identicamente distribúıdas (iid) que é
dada em termos dos cumulantes. Outra aplicação
é a correção das estat́ısticas: razão de verossimi-
lhança (LR), escore de Rao, estat́ıstica de Wald e
estat́ıstica de Wald modificada.

Palavras-chave Identidades de Bartlett, cumu-
lantes e verossimilhança.

Introdução

Seja L = L(θ) a verossimilhança total de um pro-
blema regular supondo que as observações são inde-
pendentes mas não necessariamente identicamente
distribúıdas, onde θ é um vetor de <p [1]. Será ado-
tada a seguinte notação para as derivadas da log-
verossimilhança ` = `(θ) = log L(θ), onde todos os
ı́ndices variam de 1 a p:

Ur =
∂`

∂θr
, Urs =

∂2`

∂θrθs
,

Ur,s =
∂`

∂θr

∂`

∂θs
, Ur,st =

∂`

∂θr

∂2`

∂θsθt
,

etc.

Os momentos conjuntos de derivadas de `(θ) são:

µr = E(Ur), µrs = E(Urs),

µr,s = E(UrUs), µr,st = E(UrUst)

e assim por diante.

Os correspondentes cumulantes conjuntos são ex-
pressos em termos dos momentos e assumem a
notação κ. Por exemplo, o cumulante κr,s é dado
por:

κr,s = E(UrUs)− E(Ur)E(Us),

mas a esperança da função escore é igual a zero, isto
é, E(Ur) = µr = 0. Assim,

κr,s = µr,s.

Os demais cumulantes conjuntos são obtidos de
maneira análoga com a seguinte notação:

κrs = µrs, κrs,t = µrs,t,

κrs,tu = µrs,tu − µrsµtu, κr,s,t = µr,s,t,

κr,s,t,u = µr,s,t,u −
∑
(3)

µrsµtu, etc.,

onde
∑

(k) representa o somatório sobre todas as k

combinações de ı́ndices.

Os momentos e cumulantes definidos não são in-
dependentes, mas satisfazem à certas equações, as
quais facilitam seus cálculos. Estas equações, que
representam condições de regularidade, são denomi-
nadas de Identidades de Bartlett.

Na dedução das identidades de Bartlett será usa-
da a condição de regularidade,

∂

∂θ
E{t(Y )} =

∫
t(Y )

∂f(y; θ)
∂θ

(1)

ou seja, em problemas regulares pode-se inverter a
ordem das operações de diferenciação em relação a
θ e a integração com respeito a y.



As identidades de Bartlett são obtidas expres-
sando a equação (1) em termos de momentos e
diferenciando-a sucessivamente com relação as com-
ponentes de θ.

Principais Identidades
de Bartlett

• κr = 0 .

Para verificar esta identidade, considere Ur = Lr

L

onde Lr = ∂L
∂θr

.

Como a função de verossimilhança é uma função
de densidade de probabilidade, tem-se que a∫

L dy = 1.

Diferenciando com relação a θr esta igualdade
tem-se ∂

∂θr

∫
L dy = 0.

Aplicando a condição de regularidade, isto é, per-
mutando a derivada com a integral tem-se que,∫

∂L
∂θr

dy = 0. Então,

κr = E(Ur) =
∫

UrLdy =
∫

Lrdy = 0

κr = 0

• κrs + κr,s = 0 .

A sua dedução é análoga à anterior, isto é, dife-
renciando

∫
∂L
∂θr

dy =
∫

Lrdy = 0 com relação a θs,
obtém-se

∫
∂

∂θs
Lrdy = 0, substituindo Lr por UrL

tem-se que:∫
∂

∂θs
(UrL) dy =

∫ {(
∂Ur

∂θs

)
L+

(
∂L

∂θs

)
Ur

}
dy = 0

Mas, ∂Ur

∂θs
= Urs e ∂L

∂θs
= Ls = UsL , então

tem-se que:∫
{UrsL+UrUsL}dy = 0 ⇒ E(Urs)+E(UrUs) = 0

κrs + κr,s = 0

Outras Identidades
de Bartlett

• κr,s,t + κrst +
∑

(3) κr,st = 0.

Para deduzir essa igualdade, deve-se diferenciar∫
{UrsL + UrUsL}dy = 0 em relação a θt:

∂

∂θt
{
∫

[UrsL + UrUsL]dy} = 0.

Mas pela condição de regularidade tem-se que:∫
∂

∂θt
{UrsL + UrUsL}dy = 0 e então,∫

{UrstL+UrsUtL+UrtUsL+UrUstL+UrUsUtL} dy = 0

E(Urst)+E(UrsUt)+E(UrtUs)+E(UrUst)+E(UrUsUt) = 0

⇓

κrst + κrs,t + κrt,s + κr,st + κr,s,t = 0

κr,s,t + κrst +
∑

(3) κr,st = 0

• κr,st + κrst − κ
(r)
st = 0.

A dedução dessa igualdade, inicia-se pelo
cálculo da derivada de κst = E(Ust) = −E(UsUt),
em relação a θr.

A derivada do cumulante é denotada pelo sobres-
crito no mesmo, ou seja,

κ
(r)
st =

∂κst

∂θr
, κ(tu)

rs =
∂2κrs

∂θtθu
,

κ
(u)
rst = ∂κrst

∂θu
, etc.

Logo,

κ
(r)
st = − ∂

∂θr
E(UsUt) = − ∂

∂θr

∫
UsUtL dy

κ
(r)
st == −

∫
∂

∂θr
UsUtL dy



κ
(r)
st = −

∫
{UsrUtL + UsUtrL + UsUtLr} dy

Como Lr = UrL, fica,

κ
(r)
st = −κt,rs − κs,rt − κr,s,t

Mas pela Igualdade de Bartlett anterior, tem-se
que:

κrst + κr,st + κr,s,t = −κt,rs − κs,rt ,

Então,

κr
st = κrst + κr,st + κr,s,t − κr,s,t

κ
(r)
st = κrst + κr,st

κr,st + κrst − κ
(r)
st = 0

Pode-se deduzir outras identidades de Bartlett de
forma análoga, destacando-se:

• κr,s,t − 2κrst +
∑

(3) κ
(t)
rs = 0,

• κ
(u)
rst = κrst,u,

• κr,stu + κrstu − κ
(r)
stu = 0,

• κr,s,tu = κrstu − κ
(s)
rtu − κ

(r)
stu + κ

(rs)
tu − κrs,tu.

Aplicação

A grande vantagem das identidades de Bartlett
é facilitar a obtenção dos cumulantes κ’s, já que
sob determinada parametrização pode conduzir a
uma cálculo simples de alguns cumulantes, sendo
os demais feitos indiretamente através destas iden-
tidades. Esses cumulantes têm grande aplicabili-
dade no cálculo de correções de Bartlett para a es-
tat́ısticas da razão de verossimilhanças, escore de
Rao, estat́ıstica de Wald e estat́ıstica de Wald modi-
ficada [2]. Outra alicação é no cálculo dos cumu-
lantes conjuntos das distribuições.

Considere a distribuição normal N(µ, σ2) cuja
log-verossimilhança ` = `(θ) para θ = (µ, σ2)T ,
baseada numa amostra iid de tamanho n, é dada
por:

` = −n

2
log(2π)− n

2
log σ2 − 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − µ)2.

Os cumulantes conjuntos para θ = (µ, σ2)T são:

• κµµ = − n
σ2

κµµ = E(Uµµ) = E( ∂2`
∂µ2 ) = − n

σ2 ⇒ κµ,µ = n
σ2

• κσ2σ2 = − n
2σ4

κσ2σ2 = E(Uσ2σ2) = E( ∂2`
∂(σ2)2 ) = − n

2σ4 ⇒
κσ2,σ2 = n

2σ4

• κµσ2 = 0

κµσ2 = E(Uµσ2) = E( ∂2`
∂µ∂σ2 ) = 0 ⇒ κµ,σ2 = 0

• κµ,µ,µ = κµ,µµ = κµµµ = 0

κµµµ = E(Uµµµ) = E

(
∂3`

∂µ3

)
= 0

κ(µ)
µµ =

∂κµµ

∂µ
=

∂

∂µ

(
n

σ2

)
= 0

Então substituindo na igualdade κµ,µµ+κµµµ+
κ

(µ)
µµ = 0 tem-se que κµ,µµ = 0. E utilizando a

igualdade κµ,µ,µ + κµµµ + 3κµ,µµ = 0 encontra-se
que κµ,µ,µ = 0.



Logo,

κµ,µ,µ = κµ,µµ = κµµµ = 0

• κσ2σ2σ2 = 2n
σ6

κσ2σ2σ2 = E(Uσ2σ2σ2) = E

(
∂3`

∂(σ2)3

)
=

E

(
− n

(σ2)3 +
3
∑n

i=1
(yi−µ)2

(σ2)4

)

κσ2σ2σ2 = − n
(σ2)3 + 3n

(σ2)3 = − 2n
σ6

• κσ2,σ2,σ2 = −κσ2,σ2σ2 = n
σ6

• κµ,µσ2 = −κµµσ2 = − n
σ4

• κµ,µ,σ2 = 3n
σ4

• κµµσ2σ2 = − 2n
σ6 , etc.

Muitos desses cumulantes são encontrados mais
facilmente através das identidades de Bartlett.

Além de facilitar a obtenção dos cumulantes con-
juntos, as identidades de Bartlett podem ser uti-
lizadas para obter a fórmula do viés do estimador
de máxima verossimilhança (EMV) no caso de
variáveis aleatórias iid, pois está é dada em termos
dos cumulantes.
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