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Resumo Os problemas de fluxo multiproduto
(PFM) sao relatados na literatura desde o inicio
da década de 60, e possuem uma larga variedade
de aplicagoes, sobretudo, nas dreas de transporte
e telecomunicacao, refletindo em questoes de forte
impacto econdmico. Em geral, essa classe de
problemas apresenta um elevado dimensionamento
em relacao a quantidade de varidaveis envolvi-
das, tornando atrativo a utilizacao de técnicas
heuristicas na tentativa de solucionar a questao,
ja que métodos exatos tendem a apresentar uma
convergéncia lenta, em detrimento da alta complex-
idade combinatorial inerente ao problema. Neste
trabalho, o intuito é o de apresentar um detal-
hamento sobre a dimensao de um problema de fluxo
multiproduto com varidveis inteiras, onde o espago
solucao corresponde a um conjunto enumeravel
e finito e pode ser explorado por heuristicas e
metaheuristicas.

Palavras-chave problemas de fluxo multipro-
duto com varidveis inteiras, enumeragao, restricao
de capacidade, metaheuristicas.

Introducao

Os primeiros trabalhos envolvendo problemas de
fluxo multiproduto, datam do inicio dos anos 60,
com as contribuigdes iniciais de [2] e [4]. Dentre
algumas aplicagoes, pode-se citar:

e sequenciamento de suprimentos militares [6];
e roteamento de veiculos [3];

e sequenciamento de operagoes em refinarias de
petréleo [5];

e roteamento de tréfego na internet [1].

O problema é modelado através de uma rede iden-
tificada por um grafo, cujos nés representam pontos
de oferta e demanda de determinados produtos, os
quais trafegam pelos arcos da rede. Os arcos sao
capacitados e possuem um custo associado a cada
produto. O problema surge quando vérios produ-
tos compartilham os arcos da rede e competem pela
capacidade dos mesmos, sendo o objetivo o de deter-
minar, ao menor custo, o fluxo dos produtos na rede,
de maneira a atender basicamente quatro conjun-
tos de restrigoes: restricao de conservagao de fluxo,
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restricao de capacidade, restricao de linearidade e
restricao de integralidade.

A restrigao de conservagao de fluxo desempenha o
papel de gerenciar o fluxo dos produtos pelos arcos
da rede que saem de um ponto de oferta e chegam
em um ponto de demanda. A restricao de capaci-
dade, limita o fluxo dos produtos, de modo que, em
nenhum arco trafegue uma quantidade de produtos
superior a capacidade suportada por ele. A restrigao
de linearidade vem da formulagdo matemédtica do
problema e a restricao de integralidade, garante que
as varidveis de interesse sejam valores positivos e
inteiros.

Analise matematica do dimen-
sionamento

Considere o seguinte Problema de Fluxo Multipro-
duto:
1

min z =cx

(1)

sa Nz'=b', i=1,..p. (2)
Ilz<u (3)

xEZy (4)

Seja o nimero de arcos igual a a, o nimero de
nos igual a n e o nimero de produtos igual a p. A
expressao (1) representa a func¢ao objetivo de min-
imizacdo. A expressdo (2) refere-se a restri¢io de
conservagao de fluxo, onde:

7

- N € Z™*% é a matriz de incidéncia né-arco;
- 2' € Z* é o vetor de fluxo do produto i

- b* € Z" é o vetor oferta/demanda para o pro-
duto .

A expressao (3) refere-se a restrigdo de capaci-
dade, onde:

-1 € Z**P* é um vetor composto de matrizes
identidades (a X a);

- x € ZP% é o vetor composto pelos vetores de
fluxo de cada produto;

- u € Z% é o vetor capacidade dos arcos.
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A expressao (4) representa as restrigdes de inte-
gralidade e positividade.

O objetivo do problema é determinar o fluxo dos
produtos em cada arco ao menor custo possivel,
atendendo as restrigdes (2), (3) e (4). As in-
formagoes disponiveis na literatura em relagao a di-
mensao deste tipo de problema, se limitam a mengao
de sua complexidade combinatorial. Neste trabalho
é proposto um estudo sobre o espaco solugao de um
problema de fluxo multiproduto, que atende as re-
strigoes listadas anteriormente.

Pode-se compor o espaco solugao pela interse¢ao
de dois conjuntos. Seja C o conjunto formado pelas
restrigoes (2) e (4) e o conjunto A formado pelas
restrigdes (3) e (4). O diagrama do espago solugao
¢ dado pela Figura 1.

espago solugdo para o problema
de fluxo multiproduto com variaveis inteiras

Figura 1: Diagrama do espaco solugao

Note que o conjunto C é infinito. Como N € R&"*¢
tem posto completo e o nimero de varidveis é maior
que o numero de restrigoes, logo tem-se infinitas
solugoes. Ja o conjunto 4 é compacto e discreto,
caracteristicas geradas pelas restrigoes (3) e (4).
Logo, A é passvel de enumeragao.

Na utilizacao de heuristicas para a resolucao deste
problema, é necessario a construcao de regices de
vizinhangas para se obter a solugao. Motivado por
essa idéia, serd feita a andlise do espacgo solucao do
conjunto A.

Seja u[i] a capacidade do arco i. Defina a seguinte
fungao auxiliar de contagem:

1 sei=7=1
kli+i sej=lei#1

o= :
X kLt osej#1
m=1

Os elementos do conjunto A, sdo as combinagoes
das linhas, cujos elementos satisfazem o seguinte sis-
tema de inequagoes:

i+ 2+ 2l <wll]

m}l—i—xg—l—..'.—l—xggu[a]

onde z representa a quantidade do produto j que
passa no arco 1.

Os passos a seguir, refletem sobre a desigualdade
referente a um dado arco i. Note que o conjunto
solugao para essa desigualdade é formada por ele-
mentos pertencentes ao intervalo [0, u[é]].

Enumeracao do espaco solucao

Nesta secao, sera enumerado o espaco representado
pelo conjunto A através de construcao.

12 Passo

Esse passo serd chamado de bloco 2, devido
as permutacoes atingirem apenas as duas tltimas
posicoes do vetor de fluxo corrente. Analogamente,
o passo bloco k, atinge as k ltimas posicoes.

Inicialmente é preenchido todas as varidveis com
o valor zero e em seguida é permutado as duas
ultimas posigoes em todas as combinagoes possiveis
de valores cuja soma nao exceda u[i]. Procedendo
desta maneira, tem-se o nimero de solugoes igual
a:

#solucoes =1+ 24 -+ +ufi] + (u[i] + 1)
ou

#solucoes = ki[i] + (uli] + 1)

22 Passo
Neste passo é feito a andlise para o bloco 3, onde
as permutagoes incidem nas trés ultimas posigoes.
Logo:
#solucoes =1+ (14+2)+---+(1+2+---
(]~ 1) + (1424 )]
ou
#solucoes = [ky + kb + -+ kig o1 + k]

32 Passo
Assim como no passo anterior, a quantidade
de solugoes geradas na primeira configuragao
das permutagoes na primeira posicao, é igual a
uli], diferentemente do passo 1, o qual previa a
configuracao na totalidade nula. Logo, o ntimero
de solugoes produzidas neste passo é :
#solucoes = [1] +[1+ (14+2)] +[1+ (1+2)
+(14+2+3)]--+1+1+2)+---+(1+2

+- -+ ulfi])

ou

#solucoes = ki + [ki + k3] + [k} + ki + ki]+
..._A,_[k%_i_..._t'_k]ll[i]]

ou

#solucoes = [ky + k3 + -+l + k]
Prosseguindo de maneira indutiva, para cada de-

sigualdade do conjunto A, tem-se:



<

<
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R'MAC

p—2 uli]

i+ 1) +Zka arco 1)

m=1n=1

#solucoes = ku[l] +(

Levando em consideracao o ndmero de com-
binacoes possiveis de solugoes, pode-se concluir que
o tamanho do espago solucao de A é dado por:

a p—2 uli]
[T |k + @i+ D+ 303k )
i=1 m=1n=1

Validacao do dimensionamento

Para validar a expressdo (5) serd feito dois testes,
supondo um arco com capacidade igual a trés e com
trés produtos envolvidos, e num segundo caso, um
arco com capacidade igual a dois e com cinco pro-
dutos inseridos na rede.

# solucoes

0 0 0

0 0 1

0 0 2

0 0 3

0 1 0

0 1 1

0 1 2

0 2 0

0 2 9

1 0 0 (20

1 0 1

1 0 2

1 1 0

1 1 1

1 20

2 0 0

2 0 1

2 1 0

3 0 0
Férmula

—2 ulfi]

1:[ (’%m (uli] +1) + 21 Zlkm>
=(14+2+3)+ Eg + [k + k3 + k3] =
= 1+2+3) +1+(1+2)+( +2+3)] =
=104+10=20

Para o segundo caso, tem-se: a =1, p =5 e u[l]
=2

# solucoes
0

N === OO OO0
OO OO0

OO—OOOO——OOON— OO0
OOO—OOOOO—OOO—OON——OOO
OOOO—OOOOO—OOOOOHON—O

21
Férmula:
. 5—2 ufi]
H1<k Hll+ D+ X zlkm)
=ki+3+ (ki +k3)+ (kI +k3)+

O+ kD) =
=(1+2F3)+1+1+2)]+

+[k%+k%+k§]=

:6231+4+(1+1+1+2)

(ki + ki + kd)+
+(I+1+14+142)=

Apesar da simplicidade dos testes realizados, pode-
se constatar a validagdo da expressao (5) para o di-
mensionamento do problema tratado neste trabalho.

Anailise para variacao de

parametros

Nesta segao serd discutido a influéncia da variagao
dos parametros: arco, produto e capacidade, in-
seridos no problema em questao. Todas as curvas
resultantes foram ajustadas exponencialmente pela
expressao (6), utilizando o software Origin 6.0.

y = yo + Ae(?) (6)

As Figuras 2, 3 e 4 refletem a variacdo linear
da quantidade de arcos, produtos e capacidade re-
spectivamente, produzindo solugdes com comporta-
mento exponencial.

A base de dados utilizadas para realizacdo da
andlise grafica pode ser visualizada em [7]. Em
poder dos parametros obtidos pelo Origin 6.0, que
podem ser encontrados em [8], pode-se analisar
através de simulagoes que o aumento linear na quan-
tidade de arcos provoca maior dificuldade na res-
olucao do problema, pois a taxa de crescimento do
numero de solugoes é maior em relacao ao nimero
de produtos e capacidade, porém o numero de arcos
nao ¢é o fator que fornece maior contribuicao no au-
mento do nimero de solugbes. O aumento linear na
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Variagéo de Arcos

quantidade de produtos provoca um maior niimero
de solugoes para o problema, porém a taxa de cresci-
mento desse nimero é menor do que a gerada pelo
aumento do niimero de arcos, isto analisado individ-

ualmente.

Para a andlise na variacao da capacidade, foi su-
posto que a capacidade dos arcos fossem iguais. Por
exemplo, na instancia de capacidade 5, os 10 arcos
possuem essa capacidade, na instancia de capaci-
dade 6, os 10 arcos possuem capacidade 6. O fator
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Figura 3: Variacao de produtos

Variagéo de capacidade
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capacidade foi o de menor impacto em relagao a di-
mensao do problema, mesmo assim gerando altos

valores.

Conclusao das analises e alguns
resultados

O numero de produtos geraram maior dimensao ao
problema, entretanto, o niimero de arcos gera um
crescimento maior da dimensao. Para os testes re-
alizado aqui, essa taxa chega a ser 2:1, o que leva a
concluir que o fator nimero de arcos é mais impac-
tante ao problema, pois com essa taxa o nimero de
solugoes geradas pelo aumento linear do nimero de
arcos superard os gerados pelo aumento de produ-
tos. Como dito anteriormente, esse espago contém
efetivamente o espago solugao do problema.

Os resultados exibidos na tabela 1, refletem a difi-
culdade de um problema de fluxo multiproduto com
varidveis inteiras, apesar do espago aqui abordado
ser muito maior do que o espaco solugao do pro-
blema em questao, trata-se de um espago o qual se
consegue fazer uma enumeragao e certamente sera
regiao para geracao de vizinhancas na utilizagao

de heuristicas computacionais na tentativa de solu-

cionar o problema.

Tabela 1: Dimensao do espago solucao

Farcos | #Fprodutos | cap. arco [ #solucoes
20 5 10 6.01e+87
. 20 0 15 4.7Te+148
! 28 5) 8 6.55e+188
30 0 8 4.40e+171
|
|
f
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