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Introdução

Muito antes dos computadores modernos terem sido inventados, a teoria da computação já havia sido iniciada e estava em desenvolvimento. Matemáticos de todo o mundo buscavam resolver problemas através de processos com um número finito de passos que pudessem sempre retornar resultados corretos para uma mesma questão. 

Apesar de não bem definido durante séculos, o conceito de algoritmo sempre foi utilizado e aperfeiçoado de forma implícita pela comunidade matemática. Durante o Segundo Congresso Internacional de Matemática, realizado em Paris no ano de 1900, David Hilbert apresentou 23 questões não resolvidas pertinentes à toda a sociedade matemática. Nesta lista o décimo problema dizia respeito aos algoritmos, usados ainda sem um conceito concreto, Hilbert requisitou explicitamente um algoritmo para a identificação de existência de raízes inteiras para um polinômio. 

Mesmo com o problema não resolvido ( ou provado que não pode ser resolvido ), um grande avanço permitiu que ele fosse melhor analisado: a publicação da chamada Tese de Church-Turing, em 1936. O artigo definia precisamente a noção de algoritmo que fazia-se ausente até então e estava inviabilizando a continuidade do estudo na área.

A Tese de Chuch-Turing afirma que, possuindo tempo e capacidade de espaço suficiente, qualquer função que pode ser computada naturalmente pode ser computada através de um algoritmo em um computador. Através disso é possível perceber que até o mais simples computador ( em questão de velocidade e tamanho de memória ) , possui teoricamente equivalente poder que um outro qualquer. Para a realização da tese o importante conceito de Máquina de Turing foi definido e associado com algoritmos, da forma “um algoritmo é um processo descrito por uma Máquina de Turing”( Gurevich 2000).

Máquina de Turing


A Máquina de Turing é um modelo computacional semelhante à um autômato finito , porém muito mais poderoso e com propósito de uso geral. À rigor trata-se de um modelo abstrato de computador, restrito apenas aos aspectos lógicos do funcionamento do mesmo: Capacidade de armazenamento, estados e transições ignorando sua implementação física.


Informalmente descrita, uma máquina de Turing consiste em:

· Uma fita divida em células adjacentes umas às outras. Em cada célula está escrito um símbolo de um alfabeto definido para a fita. O alfabeto contém obrigatoriamente um símbolo especial branco e um ou mais outros símbolos. Assume-se que a fita é infinita, isto é, a máquina de Turing possui fita suficiente para realizar sua computação. Inicialmente a fita possui apenas a cadeia de entrada preenchida e todas as demais células estão inicialmente com o símbolo vazio escrito.Note também que a máquina de Turing possui dois alfabetos, um para a fita e outro para a entrada, sendo eles nunca iguais visto que o de entrada não pode conter o símbolo vazio enquanto o de fita ,como descrito, obrigatoriamente o possui.

· Uma cabeça, que pode ler, escrever símbolos e mover-se na fita, tanto para a esquerda como direita.

· Um registrador de estados, que armazena o estado da máquina de Turing. O número de estados diferentes é sempre finito e existem pelomenos dois, o estado de aceitação e o de rejeição.

· Uma função de transição que diz à máquina que símbolo escrever, como mover a cabeça e qual será seu novo estado após a mudança, dados o símbolo que ele acabou de ler na fita e o estado em que se encontra. 


Apesar de sua semelhança com autômatos finitos, máquinas de Turing possuem diferenças essenciais:

· Máquinas de turing podem tanto ler como escrever da filha.

· A cabeça pode mover-se para ambos os lados.

· A fita é infinita

· Os estados de aceitação e rejeição são imediatamente processados.

Exemplo de uma máquina de Turing simples


Uma máquina M que computa a soma de dois números naturais n1 e n2, representados na notação unária. Entrada: 1n101n2; saída deve ser 1n1+n2.


A idéia é deslocar o numero 0 até a extremidade direita da fita, ou seja até o fim da cadeia n2 e assim o resultado na fita será a soma das mesmas.

Algoritmo:

1. Enquanto não encontrar um 0 vá para direita. Se encontrar vá para 2, senão, rejeite.

2. Vá uma célula para a direita, se encontrar 1 , troque-o por 0 e vá para 3, se encontrar o símbolo vazio aceite, se encontrar o símbolo 0, rejeite.

3. Vá uma célula para a esquerda e troque o 0 por um 1. e vá para 1.
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Máquina de Turing Universal

"It is possible to invent a single machine which can be used to compute any computable sequence. If this machine U is supplied with the tape on the beginning of which is written the string of quintuples separated by semicolons of some computing machine M, then U will compute the same sequence as M" (italics added, Turing in Undecidable p. 128).

A máquina de Turing universal definida acima pelo próprio Allan Turing é assim chamada devido à sua capacidade de simular qualquer outra máquina à partir da descrição da máquina de entrada. Ela ilustra bem os problemas de indecibilidade e alguns exemplos serão apresentados na sessão referente ao Problema da Parada.

Decidibilidade
Linguagens Decidíveis


Uma linguagem decidível é uma linguagem em que existe uma máquina de Turing que, quando recebe uma cadeia de entrada aceita-a ou à rejeita, dessa forma, a máquina de Turing sempre a decide.

Exemplo 1:


Neste exemplo será testado o problema de aceitação referente a um AFD, ou seja, se o mesmo aceita uma cadeia w. Para isso será estabelecida uma linguagem Aafd e sua decibilidade é constatada após o processo, ela esta definida como: 


Aafd = {<B,w> | B é um AFD que aceita a cadeia de entrada w}

Algoritmo para a máquina de Turing M: 

1- Simule o autômato B com respeito à entrada w

2- Verifique se ela termina em um estado de aceitação, caso sim , aceita, senão, rejeite.

Detalhes referentes á simulação do AFD foram abstraídos para não fujir ao escopo, mas é bom deixar claro que a maquina M faz verificações de corretude da entrada <B,w> bem como realiza a simulação diretamente, fazendo registro de estados e realizando as transições pertinentes descritas na função de transição do AFD.


Na realidade tanto AFDs tal como o acima,um AFN ou expressão regular poderiam ser computados por uma máquina de Turing pois todos eles podem ser convertidos uns para os outros.


O próximo exemplo faz referencia ao chamado teste de vacuidade(Sipser) para a linguagem de um autômato finito.Nela o objetivo é verificar a aceitação ou não de alguma cadeia por um AFD.

Exemplo 2:

Vafd = { <A> | A é um AFD e L(A) = ø }

Vafd é decidível ?

Algoritmo:

1- Marque o estado inicial A e vá para 2.

2- Enquanto nenhum novo estado for marcado, marque qualquer estado que possua uma transições chegando nele vindos de estados já macardos. 

3- Se nenhum estado de aceitação estiver marcado, aceite, senão, rejeite.


Os exemplos à seguir tratam de problemas decidíveis com relação à linguagens livres do contexto.

Exemplo 3:


Analogamente ao problema de teste de aceitação do exemplo 1, o exemplo atual demonstra o problema de testar a geração de uma cadeira por um GLC para assim constatar a decibilidade de uma linguagem, no caso, Aglc definida como:


Aglc = { <G,w> | G é uma GLC que gera a cadeia w }


A primeira idéia que surge é tentar todas as possíveis derivações de G para constatar se alguma delas é igual à w. Apesar de simples e correta, a idéia é inviável tendo em vista que se G não gerar w a máquina entraria em loop infinito. 


Assim uma forma mais inteligente faz-se necessária. Utilizando a Forma Normal de Chomsky, é certo que qualquer derivação terá 2n-1 com n sendo igual ao comprimento de w. Com base nisso e abstraindo dados específicos sobre a construção da Forma Normal o algoritmo ficará como:

Algoritmo sobre <G,w> , sendo G a GLC e ‘w’ a cadeia:

1- Aplique o processo para converter G de sua forma inicial para um GLC equivalente na Forma Normal de Chomsky.

2- Verifique o comprimento de w, se for maior que 0, liste todas as derivações de 2n-1 passos ( com n = |w| ) , senão liste todas as derivações com 1 passo.

3- Se alguma das derivações gerar w, aceite, caso contrário, rejeite.

O problema da parada:


Nesta seção falaremos de um dos mais importantes problemas conhecidamente indecidível, o problema da parada que pode ser definido como:

Dado a descrição formal de um programa como a entrada inicial, determinar se o programa, quando executado nesta entrada sempre para.

O problema da parada foi um dos primeiro problemas a serem provados como indecidível, em maio 1936 Alan Turing, em seu artigo On Computable Numbers With an Application to the Entscheidungsproblem, provou que não pode existir um procedimento geral para resolver o problema da parada para todas as entradas possíveis em cima da Maquina de Turing, conseguindo a prova reduzindo o problema da parada ao Entscheidungsproblem, o qual havia sido provado como indecidível por Alonzo Church em abril do mesmo ano. Muitos outros problemas depois foram provados como indicidíveis utilizando o problema como base e usando a redutibilidade para mostrar que os dois problemas são equivalentes. Turing utilizou o método da redução ao absurdo para conseguir provar que o problema da parada é indecidível, ou seja ele assumiu que ela era decidível e obteve uma contradição, chegando a uma prova bem similar à utilizada por Gödel em seu teorema da incompletude.

Idéia da prova:

Seja S uma Máquina de Turing tal que:

M = {(S,w) |  A é uma Máquina de Turing e S aceita w}

Supomos Halt seja um procedimento decisor para a maquina M, ou seja, Halt sempre para. Halt sobre a entrada (S, w) sendo A uma maquina de Turing e w uma cadeia, Halt aceita se S aceitar a cadeia w, caso S não aceite w, Halt rejeita M.

Pegamos agora uma nova máquina de Turing D que possui o procedimento Halt como sua subrotina, chamando Halt para determinar o que S faz quando a entrada para S é <S>, a sua própria descrição. A máquina D faz o oposto, ou seja:


D(<S>) = aceita se S  não aceita <S>


D(<S>) = rejeita se S aceita <S>

Tentamos agora rodar a maquina de Turing D utilizando a sua mesma descrição denotada por <D> como entrada obetendo assim a seguinte definição:


D(<D>) = aceita se D não aceita <D>


D(<D>) = rejeita se D aceita <D>

Através deste exemplo chegamos a conclusão de que independentemente do funcionamento da máquina D, ela se torna forçada a fazer o contrario, chegando assim em uma contradição, portanto nem a máquina D nem o procedimento Halt podem existir.

O teorema de Rice:


Uma das conseqüências do problema da parada ser provado como um problema indecidível é o chamado teorema de Rice que é conhecido também por the Rice-Myhill-Shapiro theorem. 


O teorema de Rice diz que todo o teste de qualquer propriedade que não sejam triviais relativas a linguagens reconhecidas por máquinas de Turing é indecidível. 

Exemplo:

Seja P um problema sobre máquinas de Turing satisfazendo as seguintes propriedades:

1. para quaisquer máquinas M1 e M2, onde L(M1) = L(M2), temos que (M1) pertence a P se e somente se (M2) pertence a P. Em outras palavras, M pertence a P dependendo apenas da linguagem reconhecida por M.

2. Existem M1 e M2 tais que (M1) pertence a P e (M2) não pertence a P. Em outras palavras, P não é trivial.

Temos que P é indecidível.

Idéia da prova:

Suponha que E é decidível por uma máquina de Turing R, usaremos esta suposição para construir uma maquina de Turing S que decide a maquina M definida no problema da parada, chegando assim em uma prova por contradição.


Seja M1 uma maquina tal que (M1) pertence a P e M2 uma maquina tal que (M2) não pertence a P, A idéia de usar R para construir uma S que decide M é a seguite: Dada uma maquina D como entrada, modificamos D, de modo a obter uma maquina correspondente D’ tal que D’ se comporte como M1, se D aceita w e se comporta  como M2, caso contrário. Assim o problema de decidir se D aceita w se reduz ao problema de decidir se (D’) pertence a P.

A máquina S que decide M usando R é definida da seguinte forma:

S = Entrada: (D,w) , onde D é uma máquina de Turing e w é uma cadeia

1. Construa a seguinte maquina de Turing D’:

D’ = Entrada: cadeia w

i. Executa D e M2 em paralelo ate chegar ao momento em que D e M2 param.

ii. Se D aceita w, então executa M1 sobre w;

    se M1 aceita, aceite; se M1 rejeita, rejeite.

iii. Se D rejeita w então

Se M2 aceita, aceite; se M2 rejeita, rejeite.

2. Execute R sobre a entrada (D’)

3. Se R aceita, então aceite; se R rejeita, então rejeite.

É importante resaltar que o teorema de Rice é aplicado às propriedades das linguagens que são aceitas pelas máquinas de Turing, não às máquinas de Turing em si propriamente ditas.

Outros exemplos de problemas de decisão cuja a insolubilidade segue o teorema de Rice:

· Dada uma máquina de Turing T, L(T) é não vazia? 

· Dada uma máquina de Turing T, T aceita pelo menos duas strings? 

· Dada uma máquina de Turing T, a linguagem aceita por T é finita? 

· Dada uma máquina de Turing T com alfabeto de entrada , L(T) é igual a *? 

· Dada uma máquina de Turing T, a linguagem aceita por T é regular?

· Dada uma máquina de Turing T, a linguagem aceita por T é recursiva?

Redutibilidade:


Falaremos agora sobre o principal método utilizado para provar que determinados problemas são indecidíveis por qualquer modelo computacional equivalente à máquina de Turing, a utilização da técnica da redução. 


Uma redução nada mais é do que um algoritmo para converter instâncias de um problema P para instâncias de um problema P’,ou seja a redução deve transformar instâncias de p1 que possui uma resposta “sim” em uma instância de p2 que possui a mesma resposta .


Neste caso dizemos que P se reduz a P’. Desta forma podemos garantir que resolver o problema P não é mais difícil que resolver o problema P’ pois uma solução para o problema P’ gera uma solução para o problema P.


No caso da teoria da computabilidade, podemos afirmar que se um dado problema P pode ser reduzido ao problema P’ e P’ é um problema decidível isto implica que P também é decidível, pois no caso poderíamos utilizar uma solução de P’ para resolver P. Da mesma maneira se P é provado como insolúvel e ele consegue ser reduzido a P’ isso implica que P’ também é insolúvel o que nos dá um poderoso método para provar que um problema é idecidível, que no caso seria pegar um problema conhecidamente indecidível, como o problema da parada que será explicado mais adiante, e reduzi-lo ao problema em prática. podemos também utilizar o conceito de redutibilidade, na teoria da complexidade, para podermos provar que um determinado problema P é NP-Completo. Provamos que P é NP-Completo se conseguirmos realizar uma redução em tempo polinomial do problema P para um outro problema P’conhecidamente como NP-Completo, como o problema de SAT ou o problema da cobertura de vértice. Neste caso dizemos que P é eficientemente redutível ao problema P’. 


A seguir mostramos um exemplo de redutibilidade.

Exemplo:

Vamos considerar um problema relacionado, PARA com o problema de se determinar se uma máquina de Turing para (aceitando ou rejeitando) sobre uma dada entrada. Usamos a indecidibilidade do teorema mostrado no problema da parada, a máquina M, para provar a indecidibilidade de PARA reduzindo-o a ele. Seja:

PARA = {(D,w) |  D é uma máquina de Turing e D para sobre a entrada w}

Queremos provar que PARA é indecidível.

Idéia da Prova. Usaremos a prova por contradição assumindo que PARA é decidível usando a suposição para mostrar que o teorema provado no problema da parada também é decidível chegando assim a uma contradição. Vamos assumir que temos uma máquina de Turing R que decide PARA Então usamos R para construir S, uma máquina que decide a máquina M dada no problema da parada. 

Prova. Vamos assumir com o propósito de obter uma contradicão que a máquina R decide PARA. Construímos S para decidir D, e temos S operando da seguinte forma:


S = “Sobre a entrada (D,w), uma  codificação de uma maquina de Turing D e uma cadeia w:



1. Rode R sobre a entrada (D,w).

2. Se R rejeita rejeite.

3. Se R aceita, simule D sobre w até que ela pare.

4. Se D aceitou, aceite; se D rejeitou rejeite.”

Claramente, se R decide PARA então S decide M. como M é indecidível, PARA também tem que obrigatóriamente ser indecidível. 

Assim como este exemplo, existem uma série de outros problemas que comprovadamente indecidíveis na próxima secção Citaremos alguns deles dando uma breve descrição sobre cada um:

Outros problemas indecidíveis:

·  Entscheidungsproblem : Entscheidungsproblem (problema de decisão em alemão) é um dos primeiros e um dos mais importantes problemas de decisão. Ele consiste de um desafio na lógica simbólica para achar um algorítmo que seja de propósito geral que decide para um dado enunciado na lógica de primeira ordem se ela é universalmente valida ou não. A prova foi dada por Alonzo Church em abril de 1936 e logo depois por Alan Turing em maio de 1936, trabalhando independentemente mostrando que era impossível. Turing  conseguiu reduzir este problema para o problema da parada para maquina de Turing. Tanto Church como Turing tiveram uma grande influência do teorema da incompletude de Gödel.

· Post correspondence problem(PCP): É um problema indecidível, de decisão proposto por Emil Post em 1946. Por ele ser mais simples que o problema da parada e do que o  Entscheidungsproblem , ele tem sido frequentemente utilizado quando queremos provar que um dado problema é indecidível, principalmente no estudo de linguagens formais, como por exemplo na equivalência de reconhecedores sintáticos de linguagens. O PCP tem como objetivo formar uma palavra de duas formas diferentes. São utilizadas duas seqüências <X1, X2, ..., XN> e <Y1, Y2, ..., YN>, consistindo de palavras sobre algum alfabeto finito como entrada para o problema. O problema tem como objetivo descobrir se é possível escolher alguma seqüência de X’s, cuja concatenação forma uma nova palavra, de forma que a mesma seqüência de escolhas feita para a seqüência Y, também forme a mesma palavra.  

· Problema da equivalência de programas: Não existe um algoritmo que decide se dois procedimentos dados P e Q são equivalentes; mais precisamente, não existe um procedimento Eq(P, Q) tal que Eq pára com quaisquer dados de entrada, e Eq(P, Q) = T se os procedimentos P e Q calculam a mesma função e Eq(P, Q) = F em caso contrário

· Problema das Palavras em Grupos: É indecidível se duas palavras dadas representam o mesmo elemento de um grupo finitamente apresentado.

Conclusão:


Dentre todos os modelos computacionais, o modelo da máquina de Turing é sem duvida um dos mais importantes e mais estudados. Alguns afirmam este ser o “pai” da ciência da computação moderna e graças a ele diversos problemas clássicos puderam ser resolvidos.


Apesar de muito poderosas, máquinas de Turing podem resolver apenas problemas que são algoritmicamente solúveis. O exemplo do problema da parada descrito anteriormente é um clássico de uma questão concreta e simples de ser formulada, porém impossível de ser resolvido através da máquina de Turing.


Mesmo com a indecibilidade de certos problemas, é de extrema importância ter conhecimento no assunto de forma à poder identifica-los previamente e poder trata-los de forma adequada afim de evitar custos desnecessários e perda de tempo. 


Enfim, é incrível o fato de que apesar da Tese de Church-Turing ter sido publicada a tanto tempo, os computadores modernos possuem o mesmo poder computacional que a máquina de Turing proposta.
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