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Introdução

èObjetivo
• Encontrar o melhor modelo para descrever a relação entre 

variável de saída (variável dependente) e variáveis 
independentes (preditoras ou explanatórias) 

èVariável de saída binária ou dicotômica
•
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• (1 ou 0) 

• Reflete no modelo paramétrico

èSegue os mesmos princípios da regressão linear



Exemplo
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Scatterplot
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Tabela de Frequência
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Relação entre CHD e Idade

èS-Shaped –> distribuição cumulativa
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Função de Resposta

èConsiderando Modelo de Regressão Simples:

ββ ++++====
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èValor esperado:

èConsidere Y uma v.a. Bernoulli com distribuição 
de probabilidade

(1)           XYE ii 10)( ββ ++++====



Função de Resposta(2) 

èPela definição de valor esperado, obtemos::

èIgualando (1) e (2) 

(3)       XYE iii πββ ====++++==== 10)(

(2)           YE ii π====)(
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• A resposta média, quando a variável resposta é uma 
variável binária, sempre representa a probabilidade de Y = 
1, para o nível da variável preditora x.



Função de Resposta

E(Y) 
1
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0

X

XYE 10)( ββ ++++====



Função Resposta logística

èEste modelo freqüentemente não representa bem 
a situação em estudo. Ao invés, um modelo onde 
as probabilidades 0 e 1 são encontradas 
assintoticamente, como mostra a figura a seguir, 
é, de modo geral, mais apropriada.
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é, de modo geral, mais apropriada.



Função Resposta Logística
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Função Resposta logística
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Modelo de Regressão

èRazões em utilizar distribuição logística
• Função de fácil utilização e extremamente flexível

• Interpretação razoável

èTransformação logit
• Possui parâmetros lineares;
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• Possui parâmetros lineares;

• Pode ser contínua;

• Varia de -∞ a +∞ de acordo com
valores de x 



Modelo de Regressão

èErros não seguem distribuição normal

• P/ Y=1 
l ε=1-π(x) com probabilidade π(x) 

• P/ Y=0
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l ε=-π(x) com probabilidade 1-π(x) 

l ε possui distribuição com média 0 e variância igual a π(x)[1-π(x)]

• Variância heterogênea;

• Variável de saída segue distribuição binomial com 
probabilidade dada pela média condicional π(x);

• Erro segue distribuição binomial



Adequação do Modelo

èQuando método dos mínimos quadrados é 
aplicado a um modelo com saída dicotômica os 
estimadores não possuem mesmas propriedades 
estatísticas como na Regressão Linear
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Estimação de Parâmetros

èFunção de vizinhança (FV) 
• Baseada na máxima verossimilhança usada na Regressão 

Linear

• Expressa a probabilidade do dado observado como função 
dos parâmetros desconhecidos

• Para pares(x ,y ), onde:
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• Para pares(xi,yi), onde:
l yi=1, contribuição para FV é π(xi);

l yi=0,contribuição para FV é 1-π(xi).

• Contribuição de um par(xi,yi):

• Como observações independentes:



Estimação de Parâmetros

èLog Verossimilhança

• Para encontrar valores de β que maximiza L(β) 
diferenciamos L(β) por β e β :
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diferenciamos L(β) por β0 e β1:

• β encontrado é chamado estimador da maximo-
verossimilhança ^β



Modelo Exemplo
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èZ:
• Razão entre coeficientes estimados e erros padrão 

estimados



Significância dos Coeficientes

èO modelo que inclui uma determinada variável 
diz mais sobre sobre variável resposta do que o 
modelo sem a variável?
• Goodness-of-fit

èVariação não explicada:

19

èVariação não explicada:
• Soma dos Quadrados dos Resíduos

èVariação explicada
•



Significância dos Coeficientes

èTeste daTaxa de verossimilhança (Desvio) 
• Comparação entre valores observados e preditos;

• Baseada na log verossimilhança

l Modelo saturado
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l Contém tantos parâmetros quanto observações.

l Utiliza-se 2 vezes o log para obter quantidade cuja distribuição seja 
conhecida e possa ser utilizada em um testes de hipóteses,onde 
πi=π(xi) 

• Mesmo papel da soma dos quadrados dos resíduos na 
regressão linear.



Significância dos Coeficientes

èTeste daTaxa de verossimilhança (Desvio) 
• Em modelos saturados verossimilhança =1

• Logo:
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• Para testar significância de variável:

l G possui mesmo papel do que numerador do teste parcial de F na 
regressão linear. Como a verossimilhança do modelo saturado é a 
mesma nos 2 modelos:



Significância dos Coeficientes

èTeste daTaxa de verossimilhança (Desvio) 
• Para caso de única variável regressora (independente), 

quando a variável não está no modelo:
l ^β0=ln(n1/n0), onde n1=Eyi, n0=E(1-yi), e valor predito é 

constante,n1/n.
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• Na hipótese que β1=0, G segue chi-quadrado com 1 grau 
de liberdade 



Significância dos Coeficientes

èDesvio do exemplo:

•
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• Rejeira Hipótese que β1 é igual a zero - há evidências que a 
variável AGE é significante para o modelo.



Significância dos Coeficientes

èTestes equivalentes:
• Teste de Wald

l Resultado sobre a hipótese que β1=0 segue distribuição normal

l Baixa precisão, pode falhar em rejeitar hipótese nula quando variável 
é significante.
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é significante.

• Teste Score
l Baseado na teoria de distribuição das derivadas de log 

verossimilhança



Intervalo de Confiança

èBaseados no Teste Wald
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Intervalo de Confiança

èExemplo:
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Regressão Logística

Regressão Logística Múltipla
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Regressão Logística Múltipla



Modelo de Regressão Logística Múltipla

èConsidere coleção de variáveis independentes 
denotadas pelo vetor:
• x'=(x1,x2,...xp) 

• g(x)=β0+β1x1+β2x2+...+βpxp

l Se variáveis dependentes são discretas, é inadequado incluí-las no 
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modelo como se fossem variáveis escalares. Deve-se utilizar 
variáveis de design (ou dummy).

l Se uma variável discreta possui k valores possíveis, serão 
necessárias k-1 variáveis dummy.



Modelo de Regressão Logística Múltipla
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Adequação do Modelo

èMétodo de estimação semelhante ao caso 
univariado
• Existem p+1 equações de vizinhança obtidas pela 

diferenciação da função de log verossimilhança com 
respeito aos p+1 coeficientes.
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• Estimadores são obtidos através da matriz das segundas 
derivadas parciais da função de log verossimilhança



Adequação do Modelo

èMatriz de informação observada 
• Matriz (p+1)(p+1), denominada I(β) contendo o negativo 

dos termos encontrados nas equações:

•
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• Variâncias e Covariâncias dos coeficientes estimados são 
obtidos através da matriz inversa Var(β)= I-1(β) 



Adequação do Modelo

èMatriz de informação observada 
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Modelo Exemplo
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Significância dos Coeficientes

èDe forma similar ao caso univariado utiliza-se a 
estatística de teste G
• Os valores adequados, ^Pi, no modelo são baseados em 

um vetor contendo p+1 parâmetros, ^B

• Sob a hiopótese nula que os p parâmetros são iguais a 
zero, G segue a chi-quadrado com p graus de liberdade.
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zero, G segue a chi-quadrado com p graus de liberdade.

• Para o exemplo:

• Rejeina hipótese nula e conclui que ao menos um dos 
parâmetros é significante



Significância dos Coeficientes

èTeste Wald

• Sob a hipótese que um coeficiente individual é zero, segue 
distribuição normal
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Intervalo de Confiança

èEstimação para coeficientes similara ao caso 
univariado;

36



Intervalo de Confiança

èExemplo
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Intervalo de Confiança

èExemplo
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Interpretação do Modelo
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