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OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

Depois de um cuidadoso estudo deste capitulo, vocé deve ser capaz de:

1.Estruturar, como testes de hipdteses, experimentos comparativos envolvendo duas
amostras

2. Testar hipoteses e construir intervalos de confianca para a diferenca de médias de
duas distribui¢cdes normais

3.Testar hipoteses e construir intervalos de confianca para a razdo de variancias ou
desvios-padrdo de duas distribui¢cdes normais

4. Testar hipoteses e construir intervalos de confianca para a diferenca de proporgoes
de duas populacdes

5.Usar a abordagem do valor P para tomar decisdes em testes de hipoteses
6.Calcular poténcia, a probabilidade de erro tipo Il e tomar decisdes em relacédo a
tamanhos de amostra para testes de médias, variancias e proporc¢des considerando
duas amostras

7.Explicar e usar relacéo entre intervalos de confianca e testes de hipoteses



10-1 Introducao

Os dois capitulos anteriores apresentaram testes de hipoteses e intervalos
de confianca para o parametro de uma Unica populacédo (a média , a
variancia g ou uma proporcao p). Este capitulo estende agueles
resultados para o caso de duas populacoes independentes.

A situacao geral ¢ mostrada na Fig. 10-1. A populacdo 1 tem a media p,
e variancia g2, enquanto a populacdo 2 tem media p, e variancia g2,.
Inferéncias serdo baseadas em duas amostras aleatorias de tamanhos n, e
n,, respectivamente. Ou seja X;;, Xy, p, X;,; € uma amostra aleatoria de
n, observagoes provenientes da populacao 1 e X,;, X5, p, X,,, € uma
amostra aleatoria de n, observacOes provenientes da populagédo 2. A
maioria das aplicacdes praticas dos procedimentos deste capitulo aparece
no contexto de experimentos simples comparativos, em que o objetivo é
estudar a diferenca nos parametros das duas populacoes.
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Figure 10-1 Duas populacoes
Independentes.
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Suposicoes

1. X1 X4 X, € Uma amostra aleatoria proveniente da populagéo 1
2. Xy, X504 X5 € Uma amostra aleatoria proveniente da populagéo 2
3. Asduas proporcoes representadas por X, e X, sdo independentes
4. Ambas as populacdes sdo normais.

Jﬂ'.-[--][-| - I‘-} — .Iil.'.l:l_.?ﬁl - .Iil.'.l:l__?'-:l — I:"I'l — _I._L:
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A grandeza

Z=- — _ (10-1)

Tem distribuicdo N(0,1).
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10-2.1 Testes para a Diferenca de Medias,
Variancias Conhecidas

MNull hypothesis:  Hy: pyp — pa = 4y

Test statistic: Ly = R — (10-2)
bl T
\ L Ha
Alternative Hypotheses Rejection Criterion
H|:|..|..| _|..L:=."'=.|':'i|:| :D}:w-zﬁfzuf:_:w-:
Hytpy — e = 4y Ty Iy

Hytpy — e < 4y Tn = T I
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Exemplo 10-1

Um idealizador de produtos esta interessado em reduzir o tempo de secagem de um zarcdo. Duas
formulacdes de tinta sdo testadas; a formulacdo 1 tem uma quimica-padrédo e a formulacgédo 2 tem
um novo ingrediente para secagem, que deve reduzir o tempo de secagem. Da experiéncia sabe-
se que o desvio-padrdo do tempo de secagem € igual a 8 minutos e essa variabilidade inerente
nédo deve ser afetada pela adicdo do novo ingrediente. Dez espécimes sdo pintados com a
formulacéo 1 e outros dez espécimes sdo pintados com a formulacéo 2. Os 20 espécimes sao
pintados em uma ordem aleatoria. Os tempos médios de secagem das duas amostras sdo x; = 121
min e x, = 112 min, respectivamente. Quais as conclusoes que o idealizador de produtos pode
retirar sobre a eficiéncia do novo ingrediente, usando a = 0,05?

Aplicamos o procedimento das oito etapas para resolver esse problema, conforme mostrado a
seguir:

1.A grandeza de interesse é a diferenca nos tempos medios de secagem, Y, - g, =0 e A,=0
2.Hy: Yy - M, =00u HO: gy =,

3.H;: y; > MY,. Queremos rejeitar H, se o novo ingrediente reduzir o tempo medio de secagem.
4.0 =0.05
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Exemplo 10-1

5. A estatistica de teste é _ |
X —x—0

I = = e—
0y (s

lII._ i A

Onde 0%, =0%,=(8)°=64en, =n, =10
6. Rejeitar Hy: py=W,, se z,> 1,645 = 7, o5
7. Calculos: uma vez que 7,=121mine 3, = 112min, a
estatistica de teste é:
121 = 112

— _'Iu_TI

- — — Lt

(8  (8)
\UTRET:
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Exemplo 10-1

8. Conclusao: Ja que z, = 2,52 > 1,645, rejeitamos H,: p;-M,, COM
a=0,05 e concluimos que a adi¢cdo do novo ingrediente a tinta
reduz significativamente o tempo de secagem. Alternativamente,
podemos encontrar o valor P para esse teste como

P-value = | = ®(2.52) = 0.0039

Consequentemente, H,: Y, = M, seria rejeitada com qualquer nivel de

significancia a = 0,0059



10-2 Inferéncia na Diferenca de Medias de
Duas Distribuicoes Normais, Variancias
Conhecidas

Exemplo 10-3

Para ilustrar o uso dessas equacoes de tamanho de amostra, considere a situacao
descrita no Exemplo 10-1 e suponha que se a diferenca verdadeira dos tempos de
secagem for tdo grande quanto 10 minutos, queremos detectar iSso com uma
probabilidade de no minimo 0.90. Sujeito a hipotese nula, A, = 0. Temos uma
hipotese alternativa unilateral com A=10, a=0.05 (assim, z,=z, ,s=1.645) e, desde
que a poténcia seja 0.9, B =0.10 (assim z5 = z,,, = 1,28). Logo podemos encontrar
o tamanho requerido da amostra, a partir da Equacdo 10-6, como segue

(zo + zp) o7 + 03) (1645 + L2RP[(8) + (8)]
(A - -"'-u]z (10— 0F

n = = 11

Esse € exatamente 0 mesmo resultado obtido quando usamos as curvas CO.
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10-2.3 Intervalo de Confianca para a Diferenca de
Médias, Variancias Conhecidas

Definicao
Se x,- ¥,, forem meédias de duas amostras aleatorias independentes de tamanhos n, e

n,, provenientes de populagdes com variancias conhecidas a2, e a2,
respectivamente, entdo um intervalo de confiancga 100(1-a)% para p,-M, é

7 5
l:l"l L] 0 L] {] -
j‘l. o '1"_-" — —l:'t_.' "-IIII ”l_ + ”,.l — I'I"| — K2 _j'l — 1" + z =yl "-lI '”l_ + ”,l {I' -1}

5

Sendo z,,, 0 ponto percentual superior a/2 da distribuicdo normal padréo.
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Exemplo 10-4

Testes de resisténcia a tensdo foram feitos em dois tipos diferentes de estruturas de aluminio.
Essas estruturas foram usadas na fabricacao das asas de um avido comercial. De experiéncias
passadas com o processo de fabricacio dessas estruturas e com o procedimento de testes, 0s
desvios-padrdo das resisténcias a tensdo sdo considerados conhecidos. Os dados obtidos sédo
0s sequintes: n, = 10, ¥, = 87.6, 0,=1, n,=12, ¥,=745, 0,=1,5. Se y, e Y, denotarem as
resisténcias medias verdadeiras a tensao para os dois tipos da estrutura, entdo podemos achar
um intervalo de confianga de 90% para a diferenca na resisténcia média p,-u,, conforme a
seguir

of | o3 _ - - of | o3

X — X3 — Zyp 5\. F + I =W T =X Xt e ﬁlﬁl E + T

N (N (5 76— 745 4 1645 L), (L5)
R7.6 — -l"' _ |_“4:\ "l.. ||| + |: '—:'I:-'I-I —}_l_,:";'-f‘{:,f'n— ,-'—l_?l+ |.'f"-l?' 1.5 |” + |".
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Desse modo, o intervalo de confianca de 90% para a diferenca na
resisténcia media a tensdo (em quilogramas por milimetro
quadrado) e

12,22 = wy — W = 1398 (in kilograms per square milhimeter)

Note que o intervalo de confianca nao inclui o zero, implicando que
a resisténcia média da estrutura 1 (j,) excede a resisténcia média da
estrutura 2 (M,). De fato podemos estabelecer que estamos 90%
confiantes de que a resisténcia média a tensao da estrutura 1 excede
a resisténcia media a tensao da estrutura 2 por um valor entre 12,22
e 13,98 quilogramas por milimetro quadrado.
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Escolha do Tamanho da Amostra

- \2
n= ( E;_) (o] + a3) (10-8)
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Limites Unilaterais de Confianca

Limite Unilateral Superior de Confianca

[ 2 2
(0] a2

L — 2 =X] — X +.E',1\E+E (10-9)
Limite Unilateral Inferior de Confianca
A (10-10)

Ty — ¥em — ..— i —
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10-3.1 Testes de Hipoteses para a Diferenca de Medias,
Variancias Desconhecidas

2 2 2
Cas01:6, =G, =0

Desejamos Testar:

ot g — s - Ay
Hitpy — o & 4,
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10-3.1 Testes de Hipoteses para a Diferenca de Medias,
Variancias Desconhecidas

Caso 1: 012 — Gg — (52
O Estimador combinado de o2:
O Estimador combinado de g2, denotado por S%,, € definido por

G2 (m— )85 + (10 — 1)S5

r (10-12)

n +n— 2
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10-3.1 Testes de Hipoteses para a Diferenca de Medias,
Variancias Desconhecidas

Caso 1: 512 — G; — 52

Dadas as suposicOes desta se¢do, a grandeza

(10-13)

Tem uma distribuigdo t, com n, + n, - 2 graus de liberdade.
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Desconhecidas

Definicdo: Teste t Combinado™

Null hvpothesis: Hy mp — po = 4y

-Tli:_rj - -Tli:rg - .|'1|:|

o L, 1
A i 7

Test statistic: To =

Alternative Hvpothesis
Hymwy — e # Ag

Hyitwy — p = 4y
Hytpy — gy < 4y

Rejection Criterion

"rl:l 1:-:' - 'rl.'l.l":_':||+rr'1 —2
"rl:l '-::. !Lr...']|+r.'_; -3

fy = oy m a2

(10-14)
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Exemplo 10-5

Dois catalisadores estao sendo analisados para determinar como
eles afetam o rendimento medio de um processo quimico.
Especificamente, o catalisador 1 esta correntemente em uso, mas o
catalisador 2 é aceitavel. Uma vez que o catalisador 2 € mais barato,
ele deve ser adotado, desde que ele nao mude o rendimento do
processo. Um teste é feito em uma planta-piloto, resultando nos
dados mostrados na Tabela 10-1. Ha alguma diferenca entre os
rendimentos medios? Use a=0.05 e considere variancias iguais.
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Exemplo 10-5

Tabela 10-1 Dados do Rendimento dos Catalisadores, Exemplo 10-5

Observation
Number Catalyst 1 Catalyst 2
| 91.50 80,149
2 94.18 00,95
3 92.18 0046
4 05.349 03.21
3 g1.74 U714
b 80.07 07.04
7 94,72 01.07
8 ®0.21 92,75
= 92255 X o= 92.713
5, = 2.39 5, = 298
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Exemplo 10-5

A solucdo usando o procedimento das oito etapas para o teste de hipoteses é dada a
sequir:

1.0s parametros de interesse sao , e W,, 0 rendimento médio do processo usando 0s
catalisadores 1 e 2, respectivamente. Queremos saber se y,-pg, = 0.

2.Hy: py-M,=0 ou Hyipy=H,

3.Hy: p*,

4.0=0.05

5.A estatistica de teste e

X — .T: — 1

| |
.-«I,.H I + i

fn =
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Exemplo 10-5

7. Calculos: da Tabela 10-1, temos¥,=92.255,s, =2.39, n, =8, ¥,=92,733,s, =
2.98, n, = 8. Consequentemente

o =1+ (= 1) (T7)(239)° + 7(2.98)7

Ny — —_ B~ :"

n+ iy — 2 84+ 8—-2 B

Y -l
5, = V7.30 = 2.70

8. Conclusoes: ja que -2.145< t, = -0,35 < 2.145, a hipotese nula ndo pode ser
rejeitada. Ou seja, no nivel de significancia de 0.05, ndo temos evidéncia forte
para concluir que o catalisador 2 resulta em um rendimento médio que difere do
rendimento médio quando o catalisador 1 € usado.
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Saida do Minitab para o Exemplo 10-5

Minitab Computations

Two-Sample T-Test and CI: Cat 1, Cat 2

Two-sample T for Cat | vs Cat 2

N Mean StDev SE Mean
Cat | 5 02.26 2.39 .84
Cat 2 5 02.73 2.99 .1

Dhifference = mu Cat | — mu Cat 2

Estimate for difference: —0.48

95% C1 for difference: ( —3.37, 2.42)

T-Test of difference = 0 (vs not = ) T-Value = —0.35 P-Value = 0.730 DF = 14
Both use Pooled StDey = 2,70
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Yiald data Catalyst typa
Figure 10-2 Grafico de probabilidade normal e diagrama de caixa
comparativos para os dados de rendimento do catalisador do

Exemplo 10-5.(a)Gréafico de Probabilidade Normal,(b)Box plot.
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10-3.1 Testes de Hipoteses para a Diferenca de Medias,
Variancias Desconhecidas

2 2
Caso 2: o, # O,

5155

Vit

(10-15)

Ty

sera distribuida normalmente como t com graus de
liberdade dados por minimo entre n,-1 e n, -1 ou
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10-3.1 Testes de Hipoteses para a Diferenca de Medias,
Variancias Desconhecidas

2 2
Caso 2: 6, # O,

ST STV
m T m
St P (S3/ms )
(57/m) , a/m

n — | ny — 1

(10-16)
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Exemplo 10-6

A concentracdo de arsénio em suprimentos publicos de agua potavel € um risco potencial
a salde. Um artigo no jornal Arizona Republic (Domingo, 27 de maio de 2001) reportou
as concentracOes, em partes por bilh&o (ppb), de arsénio em agua potavel para 10
comunidades metropolitanas de Fénix e 10 comunidades rurais do Arizona. Eis os dados:

Metro Phoenix (x; = 12.5. 5, = 7.63)

Rural Anzona (x, = 27.5, 5, = 15.3)

Phoenix, 3
Chandler, 7
Gilbert, 25
Glendale, 10
Mesa, 15
Paradise Valley, 6
Peonia, 12
Scottsdale. 25
Tempe, 13

Sun City, 7

Rimrock, 48
Goodyear, 44

New River, 40
Apachie Junction, 38
Buckeye, 33

Nogales, 21

Black Canvon City, 20
Sedona, 12

Pavson, |

Casa Grande, 18
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Exemplo 10-6 (Continuacao)

Desejamos determinar se ha alguma diferenca nas concentracoes médias de arsénio entre as
comunidades metropolitanas de Fénix e as comunidades rurais do Arizona. A Fig 10.3 mostra
uma grafico de probabilidade normal para as duas amostras de concentracdo de arsénio. A
suposicao de normalidade parece bem razoavel, porém uma vez que as inclinacdes das duas
linhas retas sdo muito diferentes, é improvavel que as variancias das populacdes sejam as
mesmas.

Aplicando o procedimento das oito etapas temos:

1.0s parametros de interesse sdo as concentracdes médias de arsénio para as duas regides
geograficas, y, e Y,. Estamos interessados em sabe se Y,-H, = 0.

2.Hy: Y;-4,=0 ou Hyip,=p,

3.H: pyF,

4.0=0.05 (digamos)
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Exemplo 10-6 (Continuacao)

5. A estatistica do teste é:

.".'| - I: — 0

II-I ] = ]
ST

_|_
\om Fa

6. Os graus de liberdade t," sdo encontrados a partir da equacao 10-16 como

[.;?_ﬁ_:}-* (15.3)°72

_|_
= 10 [ () 139 A
.II='--l'- 3 i 7oy "'-'= i = P T ) =, '|= wfa — ol
(51 m |55/m )" [|k _I_"u_?.’l‘,-" [|;|]— [,t 15,3}/ l||]‘
T + -
m — | na — | 0 0

Logo, usando a = 0.05, rejeitaremos Hy: p,=H, S ty™ > t; 155,13 =2.160 0U € t)" < -t; 45,45 = -
2.160
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Exemplo 10-6 (Continuacao)

29

25
20

g0
70
&l
&0

o8
=

Farcentage

a0
20

Figure 10-3 Graficode |,
probabilidade normal 5
dos dados de
concentracao de arsénio o 10 20 =0 a0 =0 &0
do Exemplo 10_6 Arsenic concantration in parts per billion

= PHX
= RuralAZ

1
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Exemplo 10-6 (Continuacao)

7. Calculos: usando os dados amostrais, temos

T — % 125 — 27.5 -
T — — — 7T
R (7637 (153)

Ve oom N0 10

8. Conclusoes: ja que t,” = -2.77 < 1,515 = -2.160, rejeitamos a hipotese nula.
Logo, ha evidéncia para concluir que a concentracao media de arsénio na
agua potavel na zona rural do Arizona é diferente da concentracdo media de
arsénio na agua potavel da area metropolitana de Fénix. Além disso, a
concentracdo média de arsénio é maior nas comunidades rurais do Arizona.
O valor P para este teste é aproximadamente P = 0.016 .
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10-3.3 Intervalo de Confianca para a Diferenca de

Médias, VarignciaszDescophecidas
Casol: 6, =G, =0
Se ¥, ¥, s21 e s22 forem meédias e as variancias amostrais de duas amostras
aleatorias independentes de tamanhos n, e n,, respectivamente, provenientes de
populacdes normais independentes, com variancias desconhecidas, porem
iguais, entdo um intervalo de confianca 100(1-a)% para diferenga de media y;,-
M, €:

- — 1 I

X)) — A2 — 'II':'!J'T--’-‘|"'-'-‘:_j 'I’.J"-" \-. F| + g

_ 1 l
= W) — W2 =X — X2+ loyd a+n,—25p \ T (10-19)

Emque s, = V[(m — 1)s1 + (m — 1)s3)/(m + n, — 2) € a estimativa combinada do
desvio-padrao comum da populagao e t., 1.4, € 0 ponto percentual superior
a/2 da distribuicdo t , com n, + n, + 2 graus de liberdade.
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Case 1: Glz — G; — GZ

Exemplo 10-8

Um artigo no jornal Hazardous Waste and Hazardous Materials (Vol.6,1989) reportou 0s
resultados de uma analise do peso de calcio em cimento-padrdo e em cimento contendo
chumbo. Niveis reduzidos de calcio indicariam gue o mecanismo de hidratacdo no cimento
estaria blogueado, permitindo a agua atacar varias localizacdes na estrutura do cimento.
Dez amostras de cimento-padréo tiveram um teor medio percentual em peso de célcio de x;
=90.0, com um desvio-padrédo amostral de s, = 5 enquanto 15 amostras do cimento com
chumbo tiveram um teor médio percentual em peso de calcio de ¥,=87.0, com um desvio-
padréao amostral de s, = 4.0.

Consideraremos que o teor percentual em peso de calcio seja normalmente distribuido e
encontraremos 95% para a diferenca de médias, g, — M, para os dois tipos de cimento.
Além disso, consideraremos que ambas as populactes tenham o mesmo desvio-padrao.
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Case 1: Glz — G; = GZ
Exemplo 10-8 (Continuacao)
A estimativa combinada do desvio-padrdo comum €

encontrada usando a Equacao 10-12, conforme segue:

(= s+ (1 — )83
5y =

m + o, — 2
5.0 + 14(4.0)
[0+ 15— 2

= |4.52
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Case 1: Glz — G; — GZ

Exemplo 10-8 (Continuacao)

Por conseguinte, a estimativa combinada do desvio-padrao comum
es, = v/19.52 = 4.4 . O intervalo de confianca de 95% é encontrado
usando a Equacao 10-19:

- - | _ J l
TR T hesnS\ Ty, Sk T =0T R T hesnspy Ty

Ou substituindo os valores das amostras e usanto t, 3553 = 2,069

_ | |
'-:||:":| — n/.— E”{.:'L]I::I'd'}".. E‘F J_:u = 1 — Mo
o - . | l
= 00.0 — 87.0 4+ 2.069(4.4), | — + —
' V10 | 5
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Case 1: Glz — G; — GZ

Exemplo 10-8 (Continuacao)

Que reduz para
072 =p — =672

Note que o intervalo de confianca de 95% inclui o zero; assim, nesse nivel de
confianca, ndao podemos concluir que haja uma diferenca entre as médias.
Dizendo de outra forma, ndo ha evidéncia de que o cimento contendo chumbo
tenha afetado o percentual médio em peso de calcio; desse modo, ndo podemos
afirmar que a presenca de chumbo afete esse aspecto do mecanismo de
hidratagcdo, com um nivel de 95% de confianca.



10-3 Inferéncia na Diferenca de Media de
Duas Distribuicoes Normais, Variancias

Desconhecidas

10-3.3 Intervalo de Confianca para a Diferenca de
Médias, Variancias Desconhecidas

Se Xy X%y, $21 e s22 forem medias e as variancias de duas amostras aleatorias
independentes de tamanhos n, e n,, respectivamente, provenientes de
populacdes normais independentes, com variancias desconhecidas e desiguais,
entdo um intervalo de confianga 100(1-a)% para diferenca de média p,-y, é:

L 2 5 L R
N XN — iy — — = — "= Ty — Xa ) — — 'I g, I'
X Ao I':'f-"—'-'l-"".,'l " + ;3 o o X X7 + I':":-"j-"‘""-.'l T + T '[] 1-20)

Em que v € dado pela Equacdo 10-16 e t,,,, € 0 ponto percentual superior a/2 da
distribuicédo t , com v graus de liberdade.



10-4 Teste t Emparelhado

 Um caso especial de testes t para duas amostras da
Secao 10-3 ocorre quando as observacoes nas duas
populacoes de interesse sao sao coletados em

« Cada par de observagoes, como (Xy;, X, ), € tomado
sob condicOes homogéneas, mas essas condicoes
podem mudar de um par para outro.



10-4 Teste t Emparelhado

O Teste t Emparelhado

Null hypothesis: Hy: pp = 4y

D-4A
~ Sp/vn

Test statistic: T

Alternative Hypothesis
H|Z L = ."."|.|:|
H|: ey - |'1|:|
H|: ey <. |'1|:|

(10-22)

Rejection Region

typ = tapap—1 O o << —lg2 -]
fg = T a—1
fp = —lua—1




10-4 Teste t Emparelhado
Exemplo 10-9

Um artigo no Journal of Strain Analysis (1983, Vol 18, No.2) compara varios métodos para
prever a resisténcia ao cisalhnamento em traves planas metalicas. Dados para dois desses
meétodos, os procedimentos de Karlsruhe e Lehigh, guando aplicados a nove traves
especificas, sdéo mostrados na Tabela 10-2. Desejamos determinar se ha qualquer diferenca
(na média) entre dois métodos.

Tabela 10-2 Previsdes de Resisténcia para Nove Traves Planas de A¢o (Carga Prevista/Carga Observada

Girder Karlsruhe Method Lehigh Method Difference d;
S1/1 1.186 1.061 0.119

5271 1.151 ().992 0.150
S3/1 1.322 |.063 (0.250
S4/1 1.339 1.062 0277
S5/1 1,200 | .065 0.138
s2/1 1402 1.178 0.224
52/2 1.365 1.037 0.328
852/3 1.537 | . 0R6G 0.45]

52/4 1.554 |.052 (0.507




10-4 Teste t Emparelhado
Exemplo 10-9

Procedimento de oito etapas é aplicado a seqguir:

1.0 parametro de interesse é a diferenca na resisténcia media ao
cisalhamento entre os dois métodos, como py = Y;-M, =0.

2.Hy: By =0

3.Hi:yy*0

4.0=0.05

5.A estatistica do teste é

__d
0= L
""..l'.:'-"ll WH




10-4 Teste t Emparelhado
Exemplo 10-9

7. Calculos: a média e o desvio-padrao amostrais das diferencas d; sao ;/=0,2739 e s, =
0,1351; logo, de modo que a estatistica de teste €

.;'T 02736
h=—"F == — = = 0.5
S W 13560

8. Conclusdes: uma vez que t,=6,08 > 2,306, concluimos que os métodos de previsdo da
resisténcia fornecem resultados diferentes. Especificamente, os dados indicam que o
método de Karlsruhe produz, em média, previsdes maiores para resisténcia do que o
metodo de Lehigh. O valor P para t, = 6,08 € P = 0,0003; logo, a estatistica de teste
estd bem dentro da regido critica.



10-4 Teste t Emparelhado

ComparacOoes Emparelhadas versus
Desemparelhadas

Assim, como decidimos conduzir o experimento? Devemos ou ndo emparelhar
as observac0es? Embora ndo haja uma resposta geral a essa questao, podemos
dar algumas regras baseadas na discussao anterior.

1.Se as unidades experimentais forem relativamente homogéneas (o pequena) e
a correlacdo intrapares (within) for pequena, o ganho na preciséo atribuido ao
emparelhamento sera compensado pela perda de graus de liberdade; por
conseguinte, o experimento com amostra independente deve ser usado.

2.5e as unidades experimentais forem relativamente heterogéneas (o grande) e
se houver uma grande correlacdo positiva intrapares (within), o experimento
emparelhado deve ser usado. Tipicamente, esse caso ocorre quando as unidades
experimentais forem as mesmas para ambos os tratamentos. Como no Exemplo
10-9, as mesmas traves foram usadas para testar os dois metodos.



10-4 Teste t Emparelhado

Um Intervalo Confianca para pg

Definicao

Se e sy forem a média e o desvio-padrdo amostrais da diferenca de n pares
aleatorios de medidas distribuidas normalmente, entdo um intervalo de
confianca 100(1-a)% para diferenca de média p,-p, é:

:T— .!‘,:.:.l,-j__,l._|.‘u'ﬂ,-"r"-.. n= Ln = :T-l— I,:.:.l.-j__.:._|.‘.-'g,-"r"-.. n (10-23)

Sendo t, ,., 0 ponto percentual superior a/2% da distribui¢ao t , com n-1 graus
de liberdade.



10-4 Teste t Emparelhado
Exemplo 10-10

Periodico Human Factors (1962, pp. 375-380) reporta um estudo em que se pediu a
n = 14 pessoas para estacionarem dois carros, de forma paralela, tendo barras de
direcao e raios de giro muito diferentes. O tempo em segundos para cada pessoa foi
registrado, sendo apresentado na Tabela 10-3. Da coluna das diferencas observadas,
calculamos 4=1.21 e s; = 12.68 . O intervalo de confianga de 90% para py = p; — M,
e encontrado a partir da Equacao 10-23 conforme segue:

|!|II — |r|:|_|:|_=,_|_-1~."-'.||.1.-".1"- H = J_L.]-] = |f|II + |r|:|_|:|_=,_|_-1~_"-'_||.:,l,-".1". M
121 — LITI{1268)/ V14 = pup = 121 + LITI{12.68)/ V14
—4.79 = pup =721

Note que o intervalo de confianca para pd inclui o zero. Isso implica que, com um
nivel de confianca de 90%, os dados ndo confirmam a afirmacéo de que os dois
carros tém diferentes tempos médios, p, e y,, para estacionar. Ou seja, o valor py =
U, — U, = 0 é consistente com os dados observados.



10-4 Teste t Emparelhado

Exemplo 10-10

Automobile Difference
Subject ljxy) Axy) ()

| 37.0 | 7.5 19.2

2 258 20.2 5.6

Tabela 10-3 Tempo em 3 16.2 16.8 —0.6
segundos para Estacionar 4 24.2 41.4 —-17.2
Dois Automoveis 5 22.0 21.4 (.6
Paralelamente i 334 184 —5.0
7 23.8 | 6.5 1.0

5 SR.2 32.2 26.0

4 336 278 5.8

L0} 24.4 232 1.2

| 1 23.4 20.6 —6.2

12 21.2 20,6 0.6

|3 36.2 32.2 4.0

14 298 SRR —24.0




10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

10-5.1 A Distribuicao F

Desejamos testar as hipoteses:

Hy o1 = o3
Hy o7 # o3
e O desenvolvimento de um procedimento para essas

hipoteses requer uma nova distribuicao de
probabilidades, a distribuicao F.



10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

10-5.1 A Distribuicao F

Sejam W e Y variaveis aleatorias independentes qui-quidrado, com u e v graus
de liberdade, respectivamente. Entdo a razao

W/
F=— (10-26)
Yiv

Tem funcéo densidade de probabilidade

l‘*(” T 1.)(£)c.}“3 y [ Z)=]

2 v o

i v b by 22
r(5)rG)[ ()1

E é dito seguir a distribuicdo F com u graus de liberdade no numerador e v graus
de liberdade no denominador. E geralmente abreviada como F,..

fix) = D<x<om= (10-27)



10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

10-5.1 A Distribuicao F

fix)
ﬂ)/\
0 2 4 6 8 10  «x fl-a,uwv Fo, w, v v
Figura 10-4 FuncgOes densidade de Figura 10-5 Pontos percentuais superior

probabilidade de duas distribuicoes F e inferior da distribuicéo F



10-5 Inferéncias Para VVariancias de Duas
Distribuicoes Normais

10-5.1 A Distribuicao F

Os pontos percentuais na extremidade inferior f
Podem ser encontrados como se segue.

1-a,u,v

(10-28)

.fl —wny

.-;lr‘lil'..l-',hl




10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

10-5.2 Testes de Hipoteses para a Razao de Duas
Variancias
Seja X, Xq5,..., Xy UMa amostra aleatoria proveniente de uma populagéo
normal, com média p, e variancia 02,. Seja X,;,X,,,...,X;,, Uma amostra
aleatoria proveniente de uma populagdo normal, com media y, e variancia

a?,. Considere que ambas as popula¢es normais sejam independentes.
Sejam S?, e S?, as variancias das amostras. Entéo a razdo

.5%;"-:!"7

F = ,Sql,-'rq:rz

Fal

Tem uma distribui¢do F, com n, — 1 graus de liberdade no numerador e n,-1
graus de liberdade no denominador.



10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

10-5.2 Testes de Hipodteses para a Razao de Duas
Variancias

. ) 3
Null hypothesis: Hy: o7 = o3
i
- 51 .
Test statistic: Fp = 2 (10-29)
27
Alternative Hypotheses Rejection Criterion
Hy: o7 # o3 Jo = fapm—1.0-1 O fo < fi—ajra—1.m-1
Hy o7 = o3 Jo = fan—1.m-1
Hy: o7 < o3 Jo = H-a n—1.8-1




10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

Exemplo 10-11

Camadas de o0xidos em pastilhas de semicondutores sdo atacadas com uma
mistura de gases, de modo a atingir a espessura apropriada. A variabilidade na
espessura dessas camadas de 0xidos € uma caracteristica critica da pastilha. Uma
baixa variabilidade é desejada para as etapas subsequientes do processo. Duas
misturas diferentes de gases estdo sendo estudadas para determinar se uma delas
e superior na reducéo da variabilidade de espessura das camadas de oxido. Vinte
pastilhas sdo atacadas com cada gas. Os devios-padrao da espessura de 6xido sdo
s,=1.96 angstroms e s, = 2,13 angstroms, respectivamente. Ha qualquer
evidéncia que indique ser um gés preferivel em relacdo ao outro? Use a = 0.05 .



10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

Exemplo 10-11

Procedimento de oito etapas para o teste de hipoteses pode ser aplicado a esse
problema conforme a sequir:

1.0s parédmetros de interesse sdo as variancias, g2, e a2,, da espessura das
camadas de oxido. Consideraremos que a espessura de 0xido seja uma variavel
aleatoria normal para ambas as misturas de gases.

2.H,: 02, = 0%,

3.H;: 0%, # 0%,

4.0=0.05

5.A estatistica de teste é dada pela Equacédo 10-29:



10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

Exemplo 10-11

6. Umavez que n; = n, = n, rejeitaremos Hy: 0%, = 0%, se ;> f; gp5.19.19 = 2.53
ou se fy <1y 9751019 = 1/2.53 =10.40 .

7. Caélculos: ja que s?;, = (1,96)? = 3,84 e 52, = (2,13)? = 4.54, a estatistica de
teste e

8. Conclusdes: uma vez que fy 751610 = 0.40 <y = 0.85 <f; 551616 = 2.53,
ndo podemos rejeitar a hipotese nula H,: 2, = g2, com nivel de
significancia de 0.05. Conseguientemente, ndo ha evidéncia forte para
indicar que um gas que resulte e m uma variancia menor da espessura de
oxido.



10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

10-5.4 Intervalo de Confianca para a Razao de Duas
Variancias
Se s2, e s2, forem as variancias de amostras aleatorias de tamanhos n, e n,,
respectivamente, provenientes de duas populacdes normais independentes,

com variancias desconhecidas g2, e 0%,, entdo um intervalo de confianca de
100 (1 - a)% para razdo g2,/02, seré:

2 2
oy

E.f —a/2m-Ln=1 = 3 = 5 fa2mim-1 (10-31)

Em que f ;101 n1-1 € T1.qi2 n0-1.n1.1 SA0 0S pontos percentuais a/2 superior e inferior
da distribui¢ao F, com n,-1 graus de liberdade no numerador e n,-1 graus de
liberdade no denominador, respectivamente. Um intervalo de confianca para
razao de dois desvios-padrao pode ser obtido extraindo a raiz quadrada da

Equacao 10-31.



10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

Exemplo 10-13

Uma companhia fabrica propulsores para uso em motores de turbinas a jato. Uma
das operac0es envolve dar um acabamento, esmerilhando uma determinada
superficie de um componente feito com liga de titanio. Dois processos diferentes
para esmerilhar podem ser usados, podendo produzir pecas com iguais rugosidades
médias na superficie. Uma amostra aleatoria de n, = 11 pecas proveniente do
primeiro processo, resulta em um desvio-padrao de s,=5.1 micropolegadas. Uma
amostra aleatoria n, = 16 pecas, proveniente do segundo processo, resulta em um
desvio-padrao de s,= 4.7 micropolegadas. Encontraremos um intervalo de confianca
de 90% para a razao de dois desvios-padrao ag,/0,.



10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

Exemplo 10-13

Considerando que os dois processos sejam independentes e que a rugosidade
na superficie seja normalmente distribuida, podemos usar a Equacéo 10-31
COMO a sequlir:

. P 52
Ly Ll =_ly
3 J0gs150 = "7 = h_3.fu.mi.|i.|n

(5.1) o (5.1)

—030=—= 285

(4.7) o7 (47)




10-5 Inferéncias Para Variancias de Duas
Distribuicoes Normais

Exemplo 10-13

Ou fazendo os calculos e extraindo a raiz quadrada,

T
(T~

= |.887

I:I_f'.?:‘-: =

Note que temos usado a equacao 10-28 para achar f, g5.15.19 = 1/fg 95115 = 1/2.54
= 0.39. Uma vez que esse intervalo de confianca inclui a unidade, ndo podemos
afirmar que os desvios-padréao da rugosidade da superficie para os dois
processos sejam diferentes com um nivel de confianca de 90%.



10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

10-6.1 Testes para a Diferenca nas Proporcoes
de uma Populacao, Amostras Grandes

Estamos interessados em testar as hipoteses:

Hy: 1 = p;
Hy:py # ps



10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

10-6.1 Testes para a Diferenca nas Proporcoes
de uma Populacao, Amostras Grandes

A estatistica de teste que segue é distribuida
aproximadamente como uma normal padrao e
este e o teste basico:

.Iﬁ' — Jﬁ’.- — — [Ia
g B p) (10-32)
[pitl — py) N pal — )

\, My 7




10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas

Populacoes

10-6.1 Testes para a Diferenca nas Proporcoes
de uma Populacao, Amostras Grandes

Null hyvpothesis: Hy: py = ps

Test statistic: £y =

Alternative Hypotheses

HI:PI ?EJ.'_'.':
H:p, = p,
H:p<p:

Rejection Criterion

T T o fFo WL —F
Zp < Zap o Zp = Zapn

- T -

a_l:l - =i

(10-33)




10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

Exemplo 10-14

Extratos de erva-de-sao-jodo sao largamente usados para tratar depressao. Um
artigo na edicao de 18 de abril de 2001 da revista Journal of the American
Medical Association (“Effectiveness of St. John’s Wort on Major Depression: A
Randomized Controlled Trial”” — Eficiéncia da erva-de-séo-jodo em Depressao
Unipolar: Uma tentativa Aleatorizada Controlada) comparou a eficacia de um
extrato-padrao de erva-de-sao-joao com um placebo em 200 pacientes
diagnosticados com depressao unipolar. Pacientes foram designados
aleatoriamente em dois grupos: um grupo recebeu a erva-de-sdo-jodo e o0 outro
recebeu placebo. Depois de oito semanas, 19 dos pacientes tratados com placebo
mostraram melhorias, enquanto 27 daqueles tratados com a erva-de-sao-joao
melhoraram. Ha alguma razéo para acreditar que a erva-de-sao-joao seja efetiva
no tratamento de depressdo unipolar? Use a = 0.05 .

O procedimento de oito etapas para o teste de hipoteses conduz aos seguintes
resultados:



10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

Exemplo 10-14

1. Os parametros de interesse sdo p, e p,, as proporgoes de pacientes que
melhoraram depois do tratamento com erva-de-sao-joéo (p,) € com o
placebo (p,).

Ho: p1 =Py

Hiip *p,

a=10.05

A estatistica de teste é = P

AR B
\:.';:-H — ;Jj(m + E)

=]
Onde p, = 27/100 = 0.27, p, = 19/100 = 0.19, n; = n, = 100,€

G

. xptx 19427

p = = = 77
n + 1y 100 + 100

[




10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

Exemplo 10-14

7. Calculos: o valor da estatistica de teste é
0.27 — 0.19

:rl —_— rrmre—,—————————eeeeeeee—— 1135

-' e ]
[0.23(0.77
\ T J(m{} " mn)

8. Conclusodes: uma vez que z, = 1.35 ndo excede z,,,s, N0 podemos
rejeitar a hipotese nula. Note que o valorde P é P =0.179. Nao ha
evidéncias suficientes para confirmar que a erva-de-sdo-jodo seja
efetiva no tratamento de depressao unipolar.



10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

Saida do Minitab para o Exemplo 10-14

Minitab Computations

Test and CI for Two Proportions

Sample X N Sample p
| 27 100 0.270000
2 |4 100 0. 190000

Estimate for p(1) — p(2): 0.08
O5% Cl for pi 1) — p(2): ( —00361 186, (L1961 19)
Test forp(l) — p(2) = 0(vsnot = 0) £ = 1.35 P-Value = 0.177




10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

10-6.3 Intervalo de Confianca para a Diferenca de
Proporcoes de Populacoes

Se ;, e j, forem as proporgdes amostrais de observacoes em duas amostras
‘aleatorias e independentes, de tamanhos n, e n, que pertencam a uma classe
de interesse, entdo um intervalo aproximado de confianca de 100 (1 -
a)% nas proporcoes verdadeiras p, — p, sera

.. el =p)  pa(l = pa)
P1 =P~ fainy m + "

L pill —m)  pall — pa) i
=p—pr=p— pa + :u’rj]\ ", ) + e (10-39)

Sendo z,,, 0 ponto percentual superior a/2 da distribuicdo normal padréo.




10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

Example 10-15

Considere o processo descrito no Exemplo 8-7 sobre a fabricacdo de mancais para
eixos de manivela. Suponha que uma modificacao seja feita no processo de
acabamento da superficie e que , subsegiientemente, obtenha-se uma segunda amostra
aleatdria de 85 eixos. O numero de eixos defeituosos nessa segunda amostra € 8. Por
conseguinte, uma vez que n, = 85, 5, = 0.12, n, = 85, 5, = 8/85 = 0.09, podemos obter
um intervalo aproximado de confianca de 95% para a diferenca da proporcao de
mancais defeituoso produzidos pelos dois processos a partir da equacao 10-39
conforme se segue:

. pi(l = p) Pl — pa)
.I”l- o .I'”: o ‘-'Illr:.:' \. '”| + H

51 = 7 (1 — 7o)
Pl 1) N Pal P2)
.fn'] H

=pr— =P~ P2t Zoes \



10-6 Inferéncias Para Proporcoes de Duas
Populacoes

Exemplo 10-15

Ou

[0.12(0.88)  0.09(0.91)
0.12 — 0.09 — 1.96 . | — —
85 85

-\.'

0.12(0.88)  0.09(0.91)

<p—pr = 0.12 — 0.09 + 1.96

~ + -
NV 85 85
Isso simplifica para

Esse intervalo de confianca inclui o zero: assim, baseado nos dados das amostras,
parece improvavel que mudancas feitas no processo de acabamento da superficie
tenham reduzido a proporcao de mancais com eixos defeituoso sendo produzidos.
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