Intervalos Estatisticos para
Uma Unica Amostra




OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

Depois de um cuidadoso estudo deste capitulo, vocé deve ser capaz de:

1.Construir intervalos de confianca para a media de uma distribuicdo normal,
usando tanto o método da distribuicdo normal como o da distribuicéo t
2.Construir intervalos de confianca para a variancia e o desvio-padrdo de uma
distribuicdo normal

3.Construir intervalos de confianca para a proporcao de uma populacéo
4.Usar um método geral de construcdo de um intervalo aproximado de confianca
para um parametro

5.Construir intervalos de previsdo para uma observacéo futura

6.Construir um intervalo de tolerancia para uma popula¢do normal

7.Explicar os trés tipos de estimativas de intervalo: intervalos de confianca,
Intervalos de previsao e intervalos de tolerancia



8-1 Introducao

* No capitulo anterior, ilustramos como um parametro pode
ser estimado a partir de dados de uma amostra.
Entretanto, € importante entender quao boa é a estimativa
obtida.

 Uma estimativa de intervalo para um parametro de uma
populacéo é chamada de um

 Trés tipos de intervalo serao apresentados:
e Intervalo de Confianca
* Intervalo de Predicao

eIntervalo de Tolerancia



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.1 Desenvolvimento do Intervalo de

Confianca e suas Propriedades

Suponha que X{,X,,...,X,, seja uma amostra proveniente de uma distribuicao
normal, com média desconhecida p e varidncia conhecida o2. Dos resultados

do Capitulo 5, sabemos que a média da amostra vy é normalmente
distribuida, com média p e variancia g%/n. Podemos padronizar y subtraindo
a media e dividindo pelo desvio-padrao, que resulta na variavel:

By

L =—— (8-3)
¥/ N

-

Agora, temos uma variavel Z com distribuicdo normal padréao.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.1 Desenvolvimento do Intervalo de

Confianca e suas Propriedades

Uma estimativa de intervalo de confianca para p € um intervalo da formal < p
< u, em que os extremos | e u séo calculados a partir de dados da amostra.
Uma vez que diferentes amostras produzirdo diferentes valores de | e u, esses
extremos sao valores variaveis aleatorias L e U, respectivamente. Suponha
gue possamos determinar os valores de L e U, tal que a seguinte afirmacao de
probabilidade seja verdadeira:

PilL=p=U}l=1—-a« (8-4)

Sendo 0<a<1. Ha4 uma probabilidade de 1 — a de selecionar uma amostra para
a qual o IC contera o valor verdadeiro de y. Uma vez que tenhamos
selecionado a amostra, de modo que X,;=X; X,=X,, ..., X=X, € calculado | e
u, o intervalo resultante de confianca para p é:

l=n=u (R-5)



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.1 Desenvolvimento do Intervalo de Confianca e suas
Propriedades

» Os extremos ou limites de | e u sdo chamados de
, respectivamente e 1-a é chamado de . Visto que
Z segue uma distribuicao normal padrdo, Podemos escrever:

X —
P{_:D:J-‘_-" = — ':_:::L..:Jl,r_'.'} = | —«

o/ Vn

Agora, manipule as grandezas dentro das chaves, (1) multiplicando por a/+n,
(2)subtraindg  de cada termo, e (3) multiplicando por -1. Isso resulta em:

— L) - o
Py X — 2z, o =p=X+z, v =1 -« (8-6)



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.1 Desenvolvimento do Intervalo de Confianca e suas
Propriedades

Definicao
Se x for média amostral de uma amostra aleatéria, de tamanho n, proveniente de
uma populacdo com variancia conhecida a?, um intervalo com 100(1-a)% de
confianca para p é dado por

X — Zyn@/NVn= p =X+ zp0/Vn (B-7)

Sendo z,, 0 ponto superior com 1000/2% da distribui¢cdo normal padrao.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Exemplo 8-1

A norma padrdo ASTM E23 define métodos padrdes de testes para testar o impacto em
barras entalhadas feitas com materias metalicos. A técnica Charpy V-notch (CVN) mede a
energia de impacto e é frequentemente utilizada para determinar se um material
experimenta ou ndo uma transicdo ductil-fragil com o decréscimo de temperatura. Dez
medidas de energia (J) de impacto nos corpos-de-prova de aco A238, cortados a 60°C,
sdo: 64.1,64.7,64.5,64.6, 64.5,64.3,64.6,64.8,64.2 e 64.3. Considere que a energia de
impacto seja normalmente distribuida, com o = IJ Queremos encontrar um IC de 95%
para y, a energia média de impacto. As grandezas requeridas Sao: z,, = Z; 5 = 1,96,
n=10, 0 =1 e+ =64,46. O IC resultante de 95% e encontrado a partir da equacao 8-7,
COMO a sequii.

o 8]

Zuy2 "\_ =M= X+ Tafl T — \/ ”

I ]
6446 — 196 —— = = 6446 + 1.96 —
VL0 V10

Ou seja, baseado nos dados da amostra, uma faixa de valores altamente plausiveis para a
energia meédia de impacto para 0 a¢o 238 a 60°C é 63,84J) <u< 65,08J



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Interpretando um Intervalo de Confianca
 Um intervalo de confianca € um intervalo aleatorio

A afimacéao apropriada é que o intervalo observado

[l,u] envolve o verdadeiro valor de y, com confianca de
100(1-a).

e Examine a Figura 8-1 no proximo slide.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

siinubis

1 2 2 4 &5 6 7 8 9 101112 13 14 15 16
Intarval numbear

Figura 8-1 Construcao repetida de um intervalo de confianca
para .



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Nivel de Confianca e Precisao da Estimacao

O comprimento de um intervalo € uma medida de
precisao da estimacao.

E =eror = |x - ul

[=X-2z,50/+fn

=1

u Uw=X+2,,0/+fn

Figura 8-2 Erro em estima pu com X .



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.2 Escolha do Tamanho da Amostra
Definicao

Se x for usada como uma estimativa de y, podemos estar 100(1-a)% confiantes de
que o erro | ¥ - M | ndo excedera um valor especificado E quando o tamanho da

amostra for
s Y
l:!.,l_
n= (8-8)
( E )




8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Exemplo 8-2

Para ilustrar o uso desse procedimento, considere o teste CVN, descrito no Exemplo 8-1, e
suponha que quiséssemos determinar quantos espécimes teriamos de testar para assegurar
que o IC de 95% para p para 0 aco A238, cortado a 60°, tivesse um comprimento de no
méaximo 1,0J. Uma vez que o erro de estimacao, E, € metado do comprimento do IC, para
determinar n usamos a Equacédo 8-8, comE =0,5, 0=1ez,,=1,96. O tamanho

requerido de amostra é 16
2O\ (1.96)1 7
. =( P} = | — | =1537
E 0.5

E visto que n tem de ser um inteiro, o tamanho requerido de amostra é n=16.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.3 Limites Unilaterais de Confianca
Definicao
Limites Unilaterais de Confianca para a Média, Variancia Conhecida

O Limite superior com 100(1 - a)% de confianca para p €

R=u=7X+z,0/\Vn (8-9)

E o Limite inferior com 100(1 - a)% de confianca para p €

T—z,o/vn=1=p (B-10)



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.4 Metodo Geral para Deduzir um Intervalo de
Confianca

E facil dar um método geral para encontrar um intervalo de confianca para
um parametro desconhecido 8. Seja X;,X,,...,X, uma amostra aleatoria com

n observacdes. Suponha que possamos encontrar uma estatistica
g(Xy,X,,...,X; ) com as seguintes propriedades:

1.9(X{,X,,..., X, ; 8) depende da amotra e de 6.

2.A distribuicédo de probabilidades de g(X{,X,,...,X,, ; ) ndo depende de 6
ou de qualquer outro parametro desconhecido.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.4 Método Geral para Deduzir um Intervalo de
Confianca

No caso considerado nesta secdo, o parametro © = p. A variavel aleatoria
(X1, X5, X M) = (X — w)/(o/Vn) e satisfaz ambas as condigdes
anteriores; ela depende da amostra e de y, e tem uma distribuicdo normal
padrao desde que o seja conhecida. Agora tem-se de encontrar as constantes
C,_ e C,demodo a

P[ ‘:-Jr = .;[_Yh ..ll.;_-'.'-., ces g .IL;”: ”] = {E] =] —w (8-11)

Devido a propriedade 2, C, e C, ndo dependem de 8. Em nosso exemplo,
C,=-z,,¢e C,=1z,,. Finalmente, vocé tem de manipular as desigualdades
no enunciado de probabilidade, de modo a

PILX. Xy X )= 0= UN. Xos o X)) =1 —a (8-12)



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.4 Método Geral para Deduzir um Intervalo de
Confianca

Isso fornce L(X,X,,...,X.) e U(X{,X,,...,X.) como os limites inferior e
superior de confianca, definindo o intervalo de confianca de 100(1-a)% para
0. A grandeza g(X,X,...,X,, ; 6) é frequentemente chamada de uma
“grandeza pivotal”, visto que pivotamos essa grandeza na Equacéo 8-11 para
produzir a Equacao 8-12. Em nosso exemplo, manipulamos a grandeza
pivotal (Y — w)/(a/\Vn) paraobter L(Xy,X,,...,X,) = X -z, 1o/ Ve e
UX, X0 X)) = 74 -

Za20/ V1.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

8-2.5 Intervalo de Confianca Aproximado para a
Média,

Definicao

Quando n tende para infinito, a grandeza
X—n
5/v'n

Tem uma distribuicdo normal padrdo aproximada. Consequentemente,

& A _
— = =Y+ 7 — (8-13)
V' H - Y n

X — Saf2

E um intervalo de confianca para p para amostras grandes, com nivel de
confianca de aproximadamente 100(1-a)%.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Exemplo 8-4

Um artigo no volume de 1993 da Transactions of the American Fisheries Society
reportou os resultados de um estudo para investigar a contaminacdo por mercurio
em um peixe de boca grande. Uma mostra de peixe foi selecionada proveniente
de 53 lagos da Florida e mediu-se a concentracdo (em ppm) de mercurio no
tecido muscular. Os valores de concentracdo de mercurio foram

[.230 (0.490 ().490 [.080 0.590 ().280 0. 180 0.100 (0.940
[.330 0.190 [.160 ().U80 0.340 ().340 0. 190 0.210 (.400
(0.040 0.830 (0.030 0.630 0.340 (0.750 (0.040 ().860 (0.430
(0.044 0.810 0.150 0.560 0.840) (.870 (0.490 0.520 (0.250
[.200 0.710 (0.190 0.410 (0.500 (0.560) [.100 00.650 0.270
0.270 0.500 0.770 0.730 0.340 0.170 0. 160 0.270



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Exemplo 8-4 (continuacao)

O sumario das estatisticas provenientes do Minitab esta disposto a seguir:

Descriptive Statistics: Concentration

Variable N Mean Median TrMean StDev SE Mean
(Concentration 33 s S e ] 0.0479
Variable Minimum Maximum Q1 ()3

(Concentration 0.0400 | amiblol pEaleli ol L pRID




Fraquancy
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8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Exemplo 8-4 (continuacao)

0.0 0.5 1.0

0.0 0.5 1.0 1.5

Concantration Concantration
i

Figura 8-3 Concentracao de mercurio em um peixe
de boca grande. (a) Histograma. (b)Grafico de
probabilidade normal.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Exemplo 8-4 (continuacao)

A Figura 8-3 (a) e (b) apresenta o histograma e o grafico de probabilidade
normal dos dados de concentracao de mercurio. Ambos os graficos indicam que
a distribuicédo de concentracdo de mercurio ndo é normal e é positivamente
deslocada. Queremos achar um IC aproximado para p, com 95%. Uma vez que
n>40, a suposicdo de normalidade ndo € necessaria para usar a Equacao 8-13. As
grandezas requeridas sdo n = 53, ¥=0,5250, s = 0,3486 € 7, 4,5 = 1,96. O IC
aproximado para p com 95% é

Y 5

X — 200257 =W =X+ Zp0s IV
— = HHHG o ”141‘\'(1
0.5250 — 196 —— = p = 05250 + 1.96 ——
\ 33 V33
04311 = w = 0.6189

Esse intervalo é razoavelmente largo visto que ha uma grande variabilidade nas
medidas de concentracdo de mercurio.



8-2 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal de Variancia Conhecida

Intervalo de Confianca Aproximado para Amostras
Grandes

0— zynog =0=0+z,04 (8-14)




8-3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

8-3.1 Distribuicao t

Seja X,,X,,...,X, uma amostra aleatoria proveniente de uma distribuicao
normal, com média p e variancia g2 desconhecidas. A variavel aleatéria

_X-w
S/Vh

T (8B-15)

Tem uma distribuicéo t, com n-1 graus de liberdade.



8-3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

8-3.1 Distribuicao t

k=10

k= [N(O, 1]]

i X

Figura 8-4 Funcoes densidade de probabilidade de
varias distribuicoes t.



8-3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

8-3.1 Distribuicao t

Eige.

Figura 8-5 Pontos percentuais da distribuicao t.



8-3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

8-3.2 Intervalo de Confianca t para p

Se 7 e s forem média e o desvio-padrdo de uma amostra aleatdria proveniente de
uma populacdo normal, com variancia desconhecida g2, entdo um intervalo de
confianca de 100(1-a)% para a media p é dado por

¥ — lypa 15/ VIS WSX +typ, 15/ Ve (8-18)

Sendo t,, ,; 0 ponto superior 100a/2% da distribuigao t, com n-1 graus de
liberdade.

para a media de uma distribuicao
normal sdo tambem de interesse e sao faceis de usar. Use
simplesmente o limite inferior ou superior apropriado da Equacao 8-
18 e troque t,» ., pOrt ;.



8-3 Intervalo de Confianca para a Média de uma
Distribuicao Normal, Variancia Desconhecida

Exemplo 8-5
Um artigo no periodico Material Engineering (1989, Vol Il, No.4, pp.275-281) descreve

os resultados de testes trativos de adesdo em 22 corpos-de-prova de liga U-700. A carga
no ponto de falha do corpo-de-prova é dada a seguir (em megapascal):

19.8 10, 1 14.9 7.5 15.4 15.4
15.4 | 8.5 1.9 12.7 | 1.9 11.4
11.4 14.1 17.6 6.7 5.8
19.5 LR 13.6 1.9 1.4

A meédia da amostra é x = 13,71 e o desvio-padréo € s = 3,55. As Figs. 8-6 e 8-7 mostram
um diagrama de caixa e um grafico de probabilidades normal dos dados de testes trativos
de adesdo, respectivamente. Esses graficos fornecem um bom suporte para a suposicédo de
que a populacdo é normalmente distribuida. Queremos encontrar um IC de 95% para .
Uma vez que n = 22, temos n — 1 = 21 graus de liberdade para t; logo t0,025,21 = 2,080.
O IC resultante e

T — b im— |_‘-'_,-". YR = =¥ + T /2 n— |'ﬁ_,"'- OR

I
.=
IA

22 = o= 13.71 + 2.080(3.55)/+22
1371 — 157 = n = 13.71 + 1.57
12.14 = p = 15.28
O IC é razoavelmente amplo porque ha uma grande variabilidade nas medidas do teste
trativo de adeséo.

13,71 — 2.080(3.55)/
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2.5

18.0 |

15.5

Load &t fallurs

10.5 |

2.0

Figura 8-6 Diagrama de Caixa e Linha para os dados
de carga de falha do Exemplo 8-5.
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Mormal probability plot

Farcant
&

5 10 15 20 25
Load at failura

Figura 8-7 Grafico de probabilidade normal dos
dados de carga de falha do Exemplo 8-5.



8-4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

Definicao

Seja X,,X,,...,X, uma amostra aleatoria proveniente de uma distribuicao
normal, com média p e variancia g2, e seja S? a variancia da amostra.
Entdo a variavel aleatoria

. (n—1)87 _
.Tlfr_ — 5 {5-[‘}'
72

Tem uma distribuicdo qui-quadrado (X?), com n-1 graus de liberdade.



8-4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

‘1! "
Fixi

Figura 8-8 Funcoes
densidade de
probabilidade de vérias
distribuicdes y?2.




8-4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

Definicao
Se s? for a variancia amostral de uma amostra aleatdria de n observacdes

provenientes de uma populacdo normal, com variancia desconhecida ag?, entdo
um intervalo de confianca de 100(1-a)% para g2 sera

(n — ]}.ﬂ..: o, m= l]lﬁfj

(8-21)

Xa/2n—1 - Xl—a2n—1
Sendo X2, .1 € X% 1 0S pONtos percentuais superior e inferior 100a/2% da
distribuicdo qui-quadrado, com n-1 graus de liberdade, respectivamente. Um
intervalo de confianca para g tem limites inferior e superior que sdo as raizes
quadradas dos limites correspondentes na Equacao 8-21.



8-4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

Limites Unilaterais de Confianca para Variancia

Os limites inferior e superior de confianca de 100(1-a)% para g2 sdo

(n — 1)s° ) ,  (n— l]l.*fj

5 =g~ and o=
Not.n—1 Xl-aa-1

(8-22)

Respectivamente.



8-4 Intervalo de Confianca para a Variancia e
para o Desvio-Padrao de uma Populacao Normal

Exemplo 8-6

Uma maquina automatica de enchimento € usada para encher garrafas com detergente
liqguido. Uma amostra aleatoria de 20 garrafas resulta em uma variancia amostral de
volume de enchimento de s? = 0,0153 (onca fluida)?. Se a variancia do volume de
enchimento for muito grade, existira uma proporcéo inaceitavel de garrafas cujo
enchimento n&o foi completo e cujo enchimento foi em demasia. Consideraremos que 0
volume de enchimento seja distribuido de forma aproximadamente normal. Um intervalo
superior de confianca de 95% é encontrado a partir da Equacéo 8-22 conforme se segue:
(n — 1)s?

o= =
Xi.95,19

Ou
. (19)0.0153

0 S T = 0.0287 (fluid ounce)®

Essa ultima afimacéo pode ser convertida em um intervalo de confianca para o desvio-
padrdo g, extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, resultando em

a=10.17

Consegquentemente, com um nivel de confianca de 95%, os dados indicam que o desvio-
padrdo do processo poderia ser tdo grande quanto 0,17 onca fluida



8-5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

Aproximacao da Normal para uma Proporcao
Binomial

Se n for grande, a distribuicédo de

7 X—np ﬁ’—p
Virl—2) o0 —p)

Sera aproximadamente normal padré&o.

A grandeza /p(Ll- p)/n & chamada de erro-padréo do estimador
pontual P.



8-5 Intervalo de Confianca para a Proporcéo de
uma Populacao, Amostra Grande

Se 5 e a proporcao de observactes em uma amostra aleatoria de tamanho n que
pertenca a uma classe de interesse, entdo um intervalo aproximado de confianca
de 100(1-a)% para a proporcao p da populacdo que pertenca a essa classe é

: pll=-p) . p(l —p) _
P — Za/y = = p=p+ :ﬁ";:]'\ p” (8-25)

§

Sendo z,,, 0 ponto superior a/2% da distribuicdo normal padréo.



8-5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

Exemplo 8-7

Em uma amostra aleatéria de 85 mancais de eixos de manivelas de motores de
automoveis, 10 tem um acabamento de superficie que € mais rugoso do gue as
especificacdes permitiam. Consequentemente, uma estimativa pontual da proporcao
de mancais na populagéo que excede a especificagdo de rugosidade € = x/n =
10/85 = 0.12. Um intervalo bilateral de confianca para p € calculado da Equacéo 8-
25 como:

) p(l —p) . (1 = p)
P Znnos \ i =p=pP+ Inos “\ 1
ou , 10.12(0.88) R [0.12(0.88)
P— 14 f — = = . L f ’
0.12 — 1.96 \ 33 =p=0.12+ 196 \ 25

Que simplifica para 0.05=p=0.19



8-5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

Escolha do Tamanho da Amostra

O tamanho da amostra para um valor especifico de E ¢
dado por

n= (LEE)-;JH — p) (8-26)

Um limite superior para n e dado por

n = (LEEEE)_ [1}25} {E—E?i




8-5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

Exemplo 8-8

Considere a situacdo do Exemplo 8-7. Quado grande devera ser a amostra, se
quisermos estar 95% confiantes de que o erro em usar ; para estimar p € menor do
que 0,05? Usando /i = 0,12 como uma estimativa inicial de p, encontramos, da
Equacdo 8-26, que tamanho requerido da amostra é

Zos V. . l.‘}{‘-x): )
; ( B ) pll —p) (”.'::'5, 12{ = 16

Se quisessemos estar no minimo 95% confiantes de que nossa estimativa ; da
proporcéo verdadeira p estivesse dentro de 0.05, independentemente do valor de p,
entdo usariamos a Equacao 8-27 para encontrar o tamanho da amostra

Znoos 1.96%
n =2 -5) (0.25) = ,) ((.25) == 385
E )¢ 0.05/ *

&

Note que se tivéssemos a informacao relativa ao valor de p, tanto a partir de uma
amostra preliminar como de uma experiéncia passada, poderiamos usar uma amostra
menor, embora mantendo a precisdo desejada de estimacao.



8-5 Intervalo de Confianca para a Proporcao de
uma Populacao, Amostra Grande

Limites Unilaterais de Confianca

Os limites aproximados inferior e superior de confianca de 100(1-a)% sao

: B(l — p) : p(l = p) .
P — Z, \ ——=p ad p=Ep+z, \ r (8-28)

Respectivamente.
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