Distribuicoes Amostrais
e Estimacao Pontual
de Parametros




OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

Depois de um cuidadoso estudo deste capitulo, vocé deve ser capaz de:

1.Explicar os conceitos gerais de estimacao de parametros de uma populacéo ou de
uma distribuicio de probabilidades
2.Explicar o papel importante da distribuicdo normal como uma distribuicéo

amostral

3.Entender o Teorema do Limite Central

4.Explicar propriedades importantes dos estimadores pontuais, incluindo
tendenciosidade, variancia e erro quadratico médio.



/-1 Introducao

O campo da inferéncia estatistica consiste
nagueles métodos usados para tomar decisdes ou
tirar conclusOes acerca de uma populacao.

e Para tirar conclusoes, esses metodos utilizam a
Informacao contida em uma proveniente
da populacao.

 Inferéncia Estatistica pode ser dividida em duas
grandes areas:

 Estimacao de Parametros

* Teste de Hipoteses



/-1 Introducao

Suponha que queiramos obter uma estimativa pontual de um parametro de
uma populacdo. Sabemos que antes dos dados serem coletados, as
observacdes s&o consideradas variaveis aleatodrias, isto é, X,X,,...,X,. Logo,
gualquer funcéo da observacao, ou qualquer estatistica, é também uma
variavel aleatéria. Por exemplo, a média da amostra X e a variancia da
amostra S? sdo estatisticas e sdo também variaveis aleatorias.

Desde que uma estatistica seja uma variavel aleatoria, ela tera uma
distribuicdo de probabilidades. Chamamos a distribuicdo de probabilidades de
uma estatistica de uma distribuicdo amostral. A nocao de uma distribuicéo
amostral € muito importante e sera discutida e ilustrada mais adiante neste
capitulo.

Definicao

Uma estimativa pontual de algum parametro de uma populacdo © € um anico valor
nmerico f de uma estatistica . A estatistica ¢ € chamada de estimador pontual.



/-1 Introducao

Problemas de estimacéo ocorrem frequentemente em engenharia. Geralmente
necessitamos estimar:

* A média py de uma unica populacéo
* A variancia ag? (ou desvio-padrdo g) de uma Unica populacéo

» A proporcao p de itens em uma populacao que pertence a uma classe de
interesse

* A diferenca nas médias de duas populagbes, y; — M,

« A diferenca nas proporcoes de duas populagoes, p; — p,



/-1 Introducao

Estimativas pontuais razoaveis desses parametros sao dadas a sequir:
e Para y, a estimativa é . = X a média amostral
 Para 02, a estimativa é &2 = s, variancia amostral

 Para p, a estimativa € j = x/n, a propor¢ao da amostra, sendo x o
numero de itens em uma amostra aleatéria de tamanho n que pertence a
classe de interesse.

« Para p; — Y,, a estimativa e fi; — L, = x; — x,, adiferenca entre as
medias de duas amostras aleatorias independentes.

» Para p, — p,, a estimativa € p; — p»., a diferenga entre duas proporgoes
amostrais, calculadas a partir de duas amostras aleatoérias independentes.



7-2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central

A Inferéncia Estatistica lida em tomar decides acerca de uma
populacdo, baseando-se na informacao contida em uma amostra
aleatoria proveniente daquela populacio.

Definicoes:

As variaveis aleatorias X,,X,,...,X, s40 uma amostra aleatoria de tamanho n, se
(a) os X;’s forem variaveis aleatorias independentes e (b) cada X; tiver a mesma
distribuicdo de probabilidades.

Uma estatistica e qualquer funcdo das observacdes em uma amostra aleatoria.

A distribuicdo de probabilidade de uma estatistica € chamada de uma distribuicao
amostral.



7-2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central

Se estivermos amostrando de uma populacao que tenha uma distribuicio
desconhecida de probabilidades, a distribuicdo amostral média da média da amostra
serd aproximadamente normal, com media u e variancia g2/n, se o tamanho n da
amostra for grande. Esse € um dos mais utéis teoremas em estatistica, o chamado
Teorema do Limite Central. O enunciado € dado a seguir:

Se X,,X,,...,X, for uma amostra aleatoria de tamanho n, retirada de uma populacao
(finita ou infinita), com média p e variancia finita a2, e se { for a média da amostra,
entdo a forma limite da distribuicao de:

_X-w

= = 7-1
o/ \vn : :

£

quando »; —» == é a distribuicdo normal padréo.



7-2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central
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7-2 Distribuicoes Amostrais e
Teorema do Limite Central

Exemplo 7-1

Uma companhia eletrénica fabrica resistores que tém uma resisténcia média de 100
ohms e um desvio-padrdo de 10 ohms. A distribuicdo de resisténcias é normal.
Encontre a probabilidade de uma amostra aleatoria de n= 25 resistores ter uma
resisténcia média menor que 95 ohmes.

Note que a distribuicdo amostral de ¥ é normal, com média g = 100 ohms e um

desvio padréo de: . 0

Conseguentemente, a probabilidade desejada corresponde a area sombreada na Fig.
7-1. Padronizando o ponto ¥ = 95 na Fig 7.2, encontramos que

05 — 100
> =

—2.5

E desse modo,
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95 100

Figure 7-2 Probabilidade do Exemplo 7-
1
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Distribuicao Amostral Aproximada de uma
Diferenca nas Médias de Amostras

Se tivermos duas populac¢des independentes, com médias , e U, e variancias g,? e
g,%, ese X e .\; forem as médias de duas amostras aleatérias independentes de
tamnho nl e n2 dessas populactes entdo a distribuicdo amostral de

XX - -
- ﬁ (1 — wa2) -
Voi/m + oifm

Sera aproximadamente normal padréo, se as condicdes do teorema do limite central
se aplicarem. Se as duas populacdes forem normais, entdo a distribuicdo amostral de
Z sera exatamente normal padrao.



/-3 Conceitos Gerals de Estimacao
Pontual

7-3.1 Estimadores Nao-tendenciosos
Definicao

O Estimador pontual @ é um estimador ndo-tendencioso para o parametro 6, se
E(@) =0
Se o estimador for tendencioso, entio a diferenca
E(©) -6
E chamada de tendenciosidade do estimator @ .



/-3 Conceitos Gerals de Estimacao

Pontual
Exemplo 7-4

Suponha que X seja uma variavel aleatoria com média p e variancia 2. Seja X1, X2, ... , Xn
uma amostra aleatoria de tamanho n, proveniente de uma populacgéo representada por X.
Mostre que a média da amostra X e a variancia da amostra S2 sdo estimadores néo-
tendenciosos de e 02 respectivamente.

Considere primeiro a média da amostra. Na Sec¢do 5.5 do Capitulo 5, mostramos que E( X ) =
W. Consequentemente a media da amostra X € um estimador ndo-tendencioso da média da
populacdo p. Considere agora a variancia da amostra. Temos:

L

z- (X; — TJ_

E(S) =E|=

=- l T E 2 (X:4+ X2—-2XX) = (2 Xi—nX )

i=|
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Pontual
Exemplo 7-4 (continuacao)

A (ltima igualdade vem da equacao para a media de uma funcéo linear no Capitulo 5.
Entretanto, uma vez que £(Y7) = p? + o € EX?) = p? + o/n »1emos

f

E[.S"j:'l - —_— o Vo erj — nl 2 4 trz,-*'rﬁ]
. 0 — | . L .
i=

(nu” + no” — np” — o°)
o '
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Pontual
7-3.2 Variancia de um Estimador Pontual

Definicao

Se considerarmos todos os estimadores nao-tendenciosos de 0, aquele com a menor
variancia sera chamado de estimador ndo-tendencioso de variancia minima

(ENTVM).

Figure 7-5 As distribuicoe
amostrais de dois
estimadores nao-
tendenciosos

® e 0,

Distribution of Eh]

Distribution of © a
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Pontual

7-3.2 VVariancia de um Estimador Pontual

Se X;,X,,...,X,, for uma amostra aleatoria de tamanho n, proveniente de uma_
distribuicdo normal com média p e variancia g2, entdo a média da amostra .\" sera
0 ENTVM (Estimador Nao-Tendencioso de Variancia Minima) para .



/-3 Conceitos Gerals de Estimacao

Pontual
7-3.3 Erro-Padrao de um Estimador

Definicao

O erro-padrdo de um estimador ® é o seu desvio-padrdo, dado por g = v F(®).
Se o0 erro padrado envolver parametros desconhecidos que possam ser estimados,
entdo a substituicdo daqueles valores em 5 produz um erro-padrao estimado
denotado por T .
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Pontual

7-3.3 Erro-Padrao de Estimador

Suponha que estejamos amostrando a partir de uma distribuicdo normal, com média
U e variancia . Agora, a distribuicdo de ¥ € normal, com média p e variancia
o?/n; assim o erro-padrdo de X é:

0

FF — —
X~/

Se nao conhecéssemos g, mas substituirmos o desvio-padrdo S da amostra na
equacao anterior, entdo o erro-padrdo etimado de Y seria:
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