Modelo de
Regressao
Simples



Historia

Historia
Termo regressao foi introduzido por Francis Galton
(1822-1911). Estudo sobre altura de pais e filhos.

Karl Pearson coletou mais de mil registros e verificou a
“lel de regressao universal” de Galton (1857-1936)

Atualmente € uma das técnicas de estimacao mais
usadas.

AplicacOes: Industria, Economia, Estudos Bioldgicos, etc

Objetivos: descricao de dados, estimagao de parametros,
predicdo e controle.

Ampla literatura
Modelo de Regresséao Linear
Modelo de Regressao Nao-Linear
Modelo Linear Generalizado

5 Entre outros



° Exemplos

Aplicacao na economia:

X, =renda N
X, = taxa de juros ﬂ”:> Y = consumo

X5 = poupanca

Aplicacdo no mercado mobiliario (avaliacéo) :

X, = area construida
X, = custo do m? ﬂ[":> Y = preco do
X, = localizagéo imovel

Aplicacédo na ciéncia da computacao:

X; = memoria RAM Y =tempo de
X, = sistema operacional ﬂﬂ:> resposta
X3 = tipo de processador
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"método estatistico que utiliza a relagdo entre duas ou mais varidveis
de modo que uma varidvel pode ser estimada (ou predita) a partir da
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outra ou das outras”



Relacao funcional x Relacao
estatistica

As variaveis podem possuir dois tipos de relacoes:

1) Funcional: a relacao € expressa por uma
formula matematica: Y = f(X)

Todos os pontos caem na curva da relacao
funcional

Nesse caso, temos um modelo deterministico.

Ex: relacao entre o perimetro (P) e o lado de um
quadrado (L)




Relacao funcional x Relacao

estatistica

Estatistica: nao € uma relacao perfeita como no
caso da relacao funcional. As observacoes em
geral nao caem exatamente na curva da
relacao.

Nesse caso temos um modelo probabilistico. O
modelo captura a aleatoriedade que ¢ parte de
um processo do mundo real.

Ex: relacao entre tamanho de casa (T) e preco (P).
Todas as casas de mesmo tamanho sao

vendidas pelo mesmo preco?
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Relacao estatistica:

Peso (kg)

100 -
95
90
85
80 -
75
70
65 -
60 -
55
50

150

160

170 180

Altura (cm)

190

A existéncia de uma relagdo
estatistica entre a variavel
dependente Y e a varidvel
independente X ndo implica
que Y depende de X, ou que
existe uma relagdo de
causa-efeito entre X e Y.



Medida de Associacao

v
v
v

Coeficiente de Correlacdo (de Pearson)
mede o grau de relagdo linear entre X e Y

Cov(X,Y)
r:War(X)*Var(Y) ~1<r<1
) ian:(X—X)(Y—\T) ) ”inYi—gXigYi
. L AR i )



Coeficiente de Correlacao

Interpretagdes errdneas dos coeficientes de correlagdo

1. Um alto coeficiente de correlagdo nem sempre indica que

a equagdo de regressdo estimada estd bem ajustada aos
dados.

v
v



Coeficiente de Correlacao

Interpretagdes erroneas dos coeficientes de correlagdo

2. Um coeficiente de correlagdo préximo de zero nem
sempre indica que X e Y ndo sdo relacionadas.
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Um modelo deterministico

N
Preco da
casa

~
7

Tamanho da casa
Neste mo%elo, 0 preco da casa é completamente determinado pelo tamanho.




o Um modelo estatistico

Variabilidade
) Baixa Vs. Alts
Preco
da Casa
258 —
Preco = 25,000 + 75(Tamanho) + &
_

X 7
\/ Tamanho da casa

E o termo aleatério (variavel erro). E a diferenga entre o prego atual e o preco estimado

baseando-se no tamanho da casa.
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Analise de Regressao

1. Determinar como duas ou mais varidveis se relacionam.

2. Estimar a fungdo que determina a relagdo entre as
variaveis.

3. Usar a equagdo ajustada para prever valores da varidvel
dependente.

Regressdo Linear Simples

Yi= b+ BXit G

E(£) =0; Var(&) = o e COV (&,5) =0
13
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Modelo de Regressao
Linear Simples

E(Y) =/ + B X

(@)
, G
.......... : 1 Coeficiente
angular
O =

Inclinacéo
populacional

Intercepto N

populacional Erro Aleatorio

Yi = by + b X+
' |

Variavel Variavel
Dependente Independente
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Estimacao dos parametros

o Em geral nao se conhece os valores de £, e f;.

o Eles podem ser estimados através de dados obtidos
por amostras.

o O método utilizado na estimacao dos parametros € o
metodo dos minimos quadrados, o qual considera os
desvios dos Y; de seu valor esperado:

G=Yi— (L + B X)
o Em particular, o método dos minimos quadrados
requer que consideremos a soma dos n desvios
guadrados, denotad? por Q:

Q :ZN _:Bo _ﬁlxi]z
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Estimacao dos parametros

De acordo com o método dos minimos quadrados, os estimadores de
S, e p, sao aqueles, denotados por b, e b;, que tornam minimo o valor

de Q.
Derivando

=2l o i)

By
Q3
o5 ZlW =P = BX X

Igualando-se essas equagdes a zero obtém-se os valores b,e b, que

minimizam Q:
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ian(Xi_)T)(Yi_Y_) E(Y) =24+ A8X
an(xi—f)z Y =h +b X

N

e e =Y —Y. (residuo)
b, =Y —b X




Propriedades da equacao

| de regressao
~|)§ei =0

2) 2& é minima
i=1
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Predicao

o Um dos objetivos da analise de
regressao

o Para um determinado valor x, de X,
gueremos prever o valor que devera
ser assumido por Y.

9:0’\”'@(0
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Inferéncia em Analise de Regressao

Considere o modelo:
Yi= L+t X+ G

e COV (£,£)=0

IC para fe B, IC para Y,

p=07? p=07? (teste de hipotese)

H,:5,=0
H,: 5,<0

R S =
s(b,) s(b,) (X = X)?

19



<]

Precisao do modelo
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R® =

BRI NADES WIS

SQTo = SQReg + SQRes
SQReg
SQTo Coeficiente de
SQTo-SQRes  determinacdo
SQTo )
) SORes 0<R¢<1
SQTo

Interpretacdo: R? mede a
fracdo da variagdo total de
Y explicada pela regressdo.



Consideracoes sobre o
coeficiente de determinacao

(@)

o
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O coeficiente de determinacao deve ser usado com
cautela.

Embora o coeficiente nao pode diminuir quando mais
regressores sao adicionados no modelo, isto nao
significa que o novo modelo é melhor do que o
anterior.

O coeficiente depende do range de variabilidade de x.
Um alto valor do coeficiente pode ser porque x teve
um grande range de variacao nao realistico. Por outro
lado, um valor pequeno do coeficiente pode ser
porque x teve um pequeno range de variagcao que nao
permitiu que a sua relagao com y seja detectada..

A media dos quadrados dos residuos € uma medida
adequada de qualidade do ajuste.



SQT tem n-1 graus de
liberdade

SQR tem n-2 graus de
liberdade

SQM tem 1 grau de liberdade

H,y: B4=0

Analise de variancia: teste
de significancia do modelo

Somade | Graus de | Média F
quadrado | liberdade 0
S
Regressdo | SQM 1 y J -y IS . v )
2.(5,-9) _1( ¥ lie
i=
Residual SQR n-2 n
~ )2
> (vi—9) L
=1 2 0 , ,
Total sQT 1 ” (n— Y AL
ota n- Z — i=1
Yi—Yy
= n-2
n-1

If H, € verdadeira
SQR/n-2 tem distribuicao qui-quadrado com n-2 graus de liberdade.
SQM/1 tem distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade.
SQR e SQM séao independentes. Por definicdo, F, segue uma distribuigao

F-Snedecorcom 1 e n-2 graus de liberdade. Rejeita Hy Fy>F, .,



Consideracoes
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Os modelos de regressao sao construidos baseando-
se no range de valores dos regressores.

A equacio dos minimos quadrados é fortemente
afetada por pontos extremos da distribuicdo de x.

Os métodos de minimos quadrados sao influenciados
por outliers (pontos aberrantes).

Porque a regressao indicou forte correlagao entre
duas variaveis nao significa que exista uma relacao de
causa e efeito.



Modelos Linearizaveis
Modelo Padrdo: Y; = g, + B X + &

exponencial
Y ::Boeﬂlxiégi InY; =1n g, + B, X; +In g Yi'=Bo+ BiXi+ &/

potencial

Y= BXPE Y= In g+ I X +INE V= Byt BX[+ &

fi,~ N (0’02)

logaritmo
Yi': :Bo +/B1Xi’+§i poténcia
inverso
24



Analise de Residuos

10

Y =0,9983X +0,1306
R2 = 0,9496

25

10

Residuos
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Residuo= €, =Y, — YAi
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Analise de Residuos

Y =0,9983X +0,1306
R2 = 0,9496
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Residuos Padronizado

Residuo Padronizado = €; /+/MQRes



Residuos Padronizados

“ideal”

Analise de Residuos

o? ndo constante

Residuos Padronizados

Residuos Padronizados

ndo linearidade

“outlier" ndo independéncia

Residuos Padronizados

o4+

Residuos Padronizados

tempo



Nota final

Aplicacao

Nota
Faltas final
95 — ®
90 — ® X y
85— ® 8 78
75— * W 2 9
g 5 90
60 * 12 58
§§ ] 15 43
] V4
40 o 1 | | | | | | | . | 2 81
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Faltas
X
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Calculo de r

X y Xy
1 8 /8 624
2 2 92 184
3 S) 90 450
4 12 58 696
5 15 43 645
6 9 74 666
7 6 81 486

57 516 3.751

nZXiYi _inz Yi
i1 il il

X2
64
4
25
144
225
81

36
579

y2

6.084
8.464
8.100
3.364
1.849
5.476
6.561
39.898

—3155

n

2 /804+/13030
Yi J
1



X Yy Xy X2 y?

) 1 8 78 624 64 6.084
Escreva a equacao da 2 2 92 184 4 8464
reta de regress&o com 3 5 90 450 25 8.100
~ hota final 5 15 43 645 225 1.849
€Yy =notatinal. 6 9 74 666 81 5476
7 6 81 48 36 6.561
57 516 3.751 579 39.898
n A equacéo d 5
A Z(Xi B X)(yi -Y) A c?g(ljjaa%ao?- € regressao
p=""= =-3,924 -
—\ 2 ~
> (X —X) § =105,667 — 3,924
=1
G =V — X =105,667




Prevendo Valores

Com a reta de regressao, é possivel prever
valores de y correspondentes aos valores de X.

Usando a equacao de regressao podemos
prever a nota esperada de um aluno com:

(a) 3 faltas (b) 12 faltas

(@) y =—3,924(3) + 105,667 = 93,895
(b) y =-3,924(12) + 105,667 = 58,579
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