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Modelo de Regressao
Linear Simples

Ultima aula:
Y. =a+ (X, +¢

o Y é a variavel resposta;
o X € a variavel independente;
o £ representa o erro.
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Modelo Classico de
Regressao Multipla

Modelo classico de regressao é definido por:

(i) “n” respostas y; independentes, tendo cada y; uma
distribuicio especificada de média w;, = E(y;) e
variancia o2 constante.

(i) a média p; € expressa de forma linear por W;
X;TB, onde x," € um vetor 1xp com valores de p
variaveis explicativas relacionadas a i-ésima
resposta y; e B € um vetor px1l de parametros a
serem estimados.

y:ﬂ+5:ﬁo+131X1+"'+/8p—1xp—1+5

~
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Modelo Classico de
Regressao (MCR)

Em geral adota-se a hipotese de aditividade entre y
eu, isto é, y =pu + g, onde ¢ € um vetor de erros
com E(e) = 0 e Var(e) = o-.

A estimacao de [} pode ser feita pelo Método dos
Minimos Quadrados, que nao requer qualquer

hipotese sobre a distribuicdo das componentes do
vetor y, e consiste em minimizar

> (¥ - 1)’ = () = SQE()



O modelo classico de regressao é representado
em notacao matricial por

Yy = X(nxp)B(pxl) + Ewy

MCR - Estimacao

X = matriz modelo, suposta de posto p;
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MCR - Estimacao

Para estimar [3 minimiza-se SQE ([3) em relacéo f3.

Solucao de um sistema de p equacoes lineares
dadas por

OSQE(B) _
op,

Em notacao matricial o sistema & expresso

por
XTXB=XTy

, r=0,..,p-1



MCR - Estimacao

Essas equacoes lineares sao conhecidas como
equacoes normais.

Se a matriz X tem posto completo, entao X™X é
inversivel e, portanto, a solucédo do sistema de
equacdes normais é unica.

A solucao corresponde ao estimador de minimos
quadrados (EMQ) de 3 dado por

o

p=(X"X)" X"y (2)



MCR - Estimacao

O EMQ / em (2), segundo o modelo (1), tem as

seguintes propriedades:

() B minimiza Y,e2, independente da distribuicio
proposta para 0S erros. (entretanto a normalidade sera
necessaria para realizarmos inferéncia sobre os parametros ).

Gy as componentes do vetor [ sdo funcdes lineares
das observacoes e sdo estimadores nao-
viesados de menor variancia dos parametros em

B.



MCR - Estimacao

A soma de quadrados dos residuos (SQR) mede a
discrepancia entre o vetor y e o vetor de valores
ajustados ,[1 = X/f3, sendo expresso por:

~ ~ o ~
SQR =SQE(S) =(y—XB) (y—Xp)

Assim, o vetor de erros ndo observados € =y - X[3

é estimado pelo vetor de residuos r, dado por

r=y—ji=y-Xp. (3)




Propriedades do EMQ e
dos Residuos

As propriedades abaixo sao baseadas apenas nas
duas hipoteses basicas atribuidas aos erros:

E(e€)=0 e Cov(e) = o°I.

@ O EMQ ,bA’ é ndo-viesado. (E(,BA’) = f3);
(v) A covariancia do EMQ [ é expressa por

Cov(B) = a2(XTX)™ (4)

OBS: Os elementos da diagonal séo as variancias das EMQ
de B e, portanto representam a precisdo das estimativas.
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Propriedades do EMQ e
dos Residuos

(c) Um estimador ndo-viesado de ¢ é dado por
3 —XB) (y—Xp3
n—p

(d) Esperanca e Covariancia do vetor de Residuos

E(r) = 0;

Cov(r) = 62(I-H) == Cov(r;, r;) = o2(1-hy).
OBS: Assim, embora os erros aleatodrios g; sejam
homocedasticos, 0 mesmo nao ocorrem com o0s residuos,
cujas variancias dependem dos elementos da diagonal da
matriz 'de projecao H = X(XTX)-1XT.



Modelo Normal Linear

A especificacado de uma distribuicdo para 0s erros
aleatorios faz-se necessaria para determinarmos a
distribuicido de probabilidade das EMQ.

A suposicao de normalidade dos erros € a mais
adotada e considera que €4,..., €, em (1) sao

independentes e tem distribuicdo normal N(O, ¢2).
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Modelo Normal Linear

Segundo a hipotese de normalidade dos erros,
temos as seguintes propriedades:

0y~ N,(XB, o?l).
i B~ Np(B, o2(XTX)™1).

o A média e a estrutura de covariancia de £ foram
obtidas em (ii). A normalidade decorre do fato de
ser uma funcao linear do vetor y, cuja distribuicao
e normal
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Analise de VVariancia
(ANOVA)

Técnica mais usada para verificar a adequacao do

ajuste do modelo de regressao a um conjunto de
dados.

Baseila-se na seguinte identidade

SO = -9 Y (- A
1=1 @ 1=1 @ 1=1 ﬂ

Variabilidade Variabilidade Soma de
Total (SQT) Explicada + Quadrados

(SQE) Residual (SQR)
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ANOVA

o O coeficiente de correlacao multipla de
Pearson (ou coeficiente de determinacgédo) R?
expressa o guanto o modelo explica a
variabilidade total da variavel vy.

VBl EEE
SQE Z_ll(ﬂu y) Exr;ilirg;dlal (ngE)
SQT < Variabilidade Total

R2
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ANOVA

R?(ajustado) = SQE/(n - p)

SQT /(n—1)
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ANOVA

CUIDADO: Alguns pesquisadores se baseiam
erroneamente apenas no valor de R? para escolher
o melhor modelo. Tao importante quanto ter um R2

proximo a 1, é qgue a estimativa de 62 também seja
pequena, pois os intervalos de confianca para os

parametros de interesse sao proporcionais a .
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Tabela ANOVA

A tabela da ANOVA ¢é usada para testar a
adequacao global do modelo de regressao

y(nxl) — X(HXD)B (px1) + 8(nXl)

Efeito Soma de GL Média de Estatistica
Quadrados Quadrados
Regr. SQE p-1| MQE=SQE/(p-1) | F = MQE/MQR
Residual SQR n-p | MOQR=SQR/(n-p)
Total SQT n-1
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Teste F - Adequacao Global

o Hipoteses:

Ho: Br=Bo=... =P, =0

Hi: By, #00uf,#00u... ou Bp # 0. (pelo menos um)

o Estatistica do Teste
F = MQE/MQR

o SekF =F,; () rejeita H,=> o efeito global de pelo
menos algumas variaveis presentes na matriz X explica
a variabilidade de vy.

19



Teste F - Adequacao Global

o A estatistica do teste F representa o quociente entre
SQE e SOQR que tém distribuicao y?, pelos respectivos
g.l.

o Por isso, temos que

F~ |:p—l, n—p(a)s
que representa o valor de uma distribuicao F-Snedecor

com p-1 e n-p graus de liberdade, ao nivel de
significancia a
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Selecao das Variaveis
Explicativas — Teste t

O Teste F permite apenas concluir que algumas
variaveis explicativas sao realmente importantes
(mas nao sabemos quais!! ®).

O Teste t permite selecionar as variaveis
Independentes (explicativas) que sao significativas
para o modelo.
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Selecao das Variaveis
Explicativas — Teste t

Eliminar variaveis que tem pouca ou nenhuma
contribuicao na variabilidade da variavel

dependente V.

Hipoteses:
Ho: B, =0
H: B, #0, r=0, ...,p
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Selecao das Variaveis
Explicativas — Teste t

Estatistica do Teste

A
r &M

Se T, >t (o), rejeita Hy => a variavel
Independente X, é significativa para explicar a
variabilidade da resposta y e deve permanecer no
modelo.
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Selecao das Variaveis
Explicativas — Teste t

Note que

‘ IB | =) B ~N(B.,c2v. ), ondev,, éoelemento
. r (r,r) da diagonal de (X " X )™

-~ 22 (n -lo2
O/ Vi 6* ~(=p) " Zny

.
.
.
“““
.
.
.

7

Note éi'Ue.,g_a___ngqa.thﬁca do teste T, representa o quociente

uma distribuicdo Normal-Padrao pela raiz quadrada de
uma distribuicao y? pelo respectivo g.l.

Porisso T, — t, (o), representa o valor de uma
distribuicao t-Student com n-p graus de liberdade, ao
nivel de significancia a.
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Exemplo

Objetivo: estimar o consumo de combustivel nos
estados americanos;

Variavel dependente (Yy):
Cons = consumo de gasolina (c/gl)
Variaveis independentes (X)
Taxa = valor do imposto estadual;
Rend = renda média em US$;
Rodov = extensdo da malha rodoviaria estadual;
Licen = % da populacao habilitada a dirigir.
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Base de Dados
Consumo de
Combustivel nos
estados americanos

26

Con
541

524
561

414
410
457
344
467
diad
498
580
471

525
508
5606
635
G603
714
RO S
640
649
540
dia4d
547

Tax
9.0
9.0
9.0
1.5
5.0
10.0
5.0
8.0
8.0
7.0
5.0
1.5
7.0
7.0
7.0
7.0
7.0
7.0
7.0
8.5
7.0
5.0
9.0
9.0

Exemplo - BD

Ren

3571
4092
IR6S
4870
4399
5342
5319
5126
4447
4512
4391
5126
4817
4207
4332
4318
42046
iTI8
4714
4341
4593
4983
4897
4258

Rod
1976
1250
1586
2351
43]

Ty

1333
| 1868
2138
B577
B507
5939
14186
G930
G5E0
Bl59
10340
B508
4725
5915
anlo
TE34
an2

2449
4686

Lic

52.5
572
58.0
529
54 .4
57.1
45.1
553
529
55.2
53.0
52.5
57.4
54.5
a8
58.6
572
54.0
2.4
a7.7
G663
a2
51.1
51.7

Con Tax

460
566
577
b3l
574
534
571
554
577
G2R
487
bhd4
i)
704
H48
D68
587
G99
632
591
782
5310
Gl0
524

8.5
9.0
8.0
15
8.0
9.0
1.0
1.0
8.0
15
8.0
0.5
5.0
1.0
8.5
1.0
1.0
1.0
1.0
7.0
0.0
9.0
1.0
1.0

Ren
4574
3721
3448
3846
41 &R
3601
3640

R ]

B e
063
3357
3528
3802
4045
3R07
3635
4345
4449
3656
4300
3745
5215
4476
4296
5002

FRod Lic
2619 551
4746 54.4
5399 548
06l 57.9
5975 563
4630 493
ao0ns 518
6594 51.3
6524 578
4121 54.7
3495 487
TE3M 629
17782 536.6
G385 5E6
3274 663
3005 672
4639 626
3085 563
3635 603
2611 50.8
2302 G67.2
3942 571
4083 623
Q704 503



xemplo: Ajuste (pl)

The regression equation is
Consg = 375 - 34.5 Taxa - 0.0&665> Rend - 0.00240 Rodov + 13.4
Licen

Predictor Coef StDev T P
Constant 374.7 185.7 2 .02 0.050
Taxa -34,52 12,97 -2 .66 0.011
Fend =-0.06653 0.01724 -3.86 0,000
Rodov =-0.,.0023499 0.003394 =-0.71 0.483
Licen 13,387 1,927 6,94 0,000
S = 66.38 R-Sg = 67.8% R-Sg(adi) = 64,8%

Analysis of Variance

Source DF 55 ME I P
Regression & 398806 95726 22,63 0.000
Error 43 185461 4406
Total 477 5BB366

27 Regra do p-value (p)

Se p < a, rejeita Hy ao nivel de significancia a%o



xemplo: Ajuste (p2)

The regression eguation 1=

Cons =

Fredictor
Constant
Taxa
Fend
Licen

o = 66,00

Analysizs of

Source
Fegresz=zion
Error
Total

28

305 -

£9.3 Taxa -

Coet
305.5
-29 .28
-0.067T96
13.747

St Cew
156.9
10,58

L0170

1.839

R-S5g = 67.4%

Variance
CF
3
44
47

S5
29eT05
19166
SEE366

0.0680 Rend + 13.7

T

1.95
~2.77
.99
7.47

R-Sgiadi)
M3

132235
4356

Regra do p-value (p)
Se p < a, rejeita Hy ao nivel de significancia a%o

Licen
F
0,058
0,008
0,000
0,000
= §5.7%
F F
30,36 0,000



xemplo: Ajuste (p3)

The regression eguation 1=

Cons = - 15,

Fredictor
Moconstant
Taxa

Fend
Licen

o o= 68,01
Analy=sizs of
Source
Fegrezzion
Error
Total

29

Z2 Taxa - 0.0575 Rend + 16.4 Licen

Coet St Caw T F
-15. 172 T.939 -1.91 0. 062
-0.0575]1 0.01l665 -3.45 0,001
16.410 1.267 12,95 0. 000
Variance
OF S5 M5 F
3 16348097 5449366 1177.99
45 Z08170 4626
48 16556267

Regra do p-value (p)
Se p < a, rejeita Hy ao nivel de significancia a%o

0. 000



xemplo: Ajuste (p4)

The regression eguation 1s

Cons = — 0.0703 Fend + 15.3 Licen

Fredictor Coet st Cew T
Hoconstant

Fend -0.07T035 Q.0156T -4 .49
Licen 15.344 1.170 15.11

o o= §3.95

Analv=zizs of Variance

SOUECE CF S5 M5
Regression 2 16331202 glesel 1668 .
Error 46 2250865 4893

30

Regra do p-value (p)
Se p < a, rejeita Hy ao nivel de significancia a%o

0. 000
0. 000

93

0. 000



Predicao

o Um dos objetivos da analise de regressao
o Para um determinado vetor de valores

T _
Xo = (L Xo1s Xg2s+-+1 Xgp

de X, queremos prever o valor y, que devera ser
assumido pela variavel resposta Y.

A T ~ ~ ~ ~ ~
Yo =Xo 0 = Py + PiXor + BoXoo +---F Lo Xop

31



Predicao

o Um intervalo com 100(1-a)% de confianca para o
valor futuro y, € dado por

IC[(L- )%, Yo] = Jo £ 1,50 py/6° L+ X5 (XTX) " Xo)

32
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