Variaveis Aleatorias
Continuas e
Distribuicoes de
Probabilidade




Motivacao

A guantidade de oxigénio dissolvido é
Importante para aferir a qualidade de
um regato. Os niveis aceitaveis de
oxigénio variam de 5 mg/L a 12mg/L.
estudantes da Strong Vincent High
School na Pensilvania, conduziram um
estudo sobre o oxigénio dissolvido no
Cascade Creek. A curva normal mostra
resultados obtidos pelos estudantes.
Esses niveis de oxigénio dissolvido sdo
aceitaveis? Se nédo forem, sdo muito
baixos ou muito altos?

X =10
s=19
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Aderéncia a Distribuicao Normal

e (O passo mais simples
seria construir um
Histograma com a curva
normal e verificar
visualmente se ela é
normal de fato.

— Por exemplo: o grafico de
vendas de autopecas de um
fabricante de Detroit
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4-6 Distribuicao Normal

e Propriedades
— A meédia, a mediana e a moda sao iguais.

— A curva normal tem formato de um sino e é simétrica
me torno da média.

— A area total sob a curva normal é igual 1.

— E(X)=p e VAR(X)= &~

— O ponto maximo de f(x) & o ponto X=p.

— Os pontos de inflexao da funcao sao: X=putoe X=
LU-G.



4-6 Distribuicao Normal
Definicao

Uma variavel aleatoria X com funcéo densidade de probabilidade:

—fr— Q)

flx)=——e¢ ¥ w0 < x = (4-8)

E uma variavel aleatdria normal , com parametros p, em que -o <y <wo,e a >0 .
Tambem,

EX)=p and V(X)=o (4-9)

E a notacdo N(u,02) € usada para denotar a distribuicdo. A média e variancia de X
sdo iguais a p e 2. A variavel aleatdria X, que € igual ao nimero de tentativas que
resultam em um sucesso, com parametros0 <p<len=1,2,... Afuncao de
probabilidade de X é:



4-6 Distribuicao Normal

Fix) _g2=1

Figura 4-10 FuncOes densidades de probabilidades
normal para valores selecionados dos parametros u e
G2



4-6 Distribuicao Normal

Alguns resultados uteis
relativos a distribuicéo
normal: Para qualquer
variavel aleatoria
normal,

Plp — o< X< p+ o)=0.6827

Plp — 20 < X < p + 20) = 0.9545
Pl — 30 < X < p + 30) = 09973

99,72%
95,44%
68,26%
u-3c p-26 p-c M utc pt+t2c u+3c



4-6 Distribuicao Normal

Definicao : Normal Padrao

Uma variavel aleatoria normal com:

w=1~0 and o =

e chamada de variavel aleatoria normal padréao e denotada por Z.

A funcdo distribuicdo cumulativa de uma variavel aleatoria normal padréo é
denotada por:

P(z) = HL =z)



4-6 Distribuicao Normal

* Propriedades da Normal Padrao

— Os valores z sao chamados de escores numa
distribuicdo normal padronizada.

— A area acumulada esta proximo de zero para
escores z proximos de —3,49.

— A area acumulada para z=0 é 0,50.

— A area acumulada esta proxima de 1 para
escores z proximos de z=3,49



4-6 Distribuicao Normal

* Propriedades da Normal Padrao

X ~ N(g 0?2 7 X ZH

o)

e Xom) Lty 1 )= R )=
E(Z)_E( - j—O_E(X y)_O_(E(X) ,u)—G(,u u1)=0

X —u 1 1 o’
j: ?Var(x —u) ?Var(x):?zl

Var(Z) = Var(

Z~N(0,1) | = Integrais podem ser tabeladas!




4-6 Distribuicao Normal
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4-6 Distribuicao Normal
Exemplo 4-11

Considere que Z seja uma variavel aleatoria normal padrdo. A Tabela Ill do
Apéndice fornece probabilidades na forma ®(z) = P(Z < z). O uso da Tabela Ill para
encontrar P(Z < 1,5) é ilustrado na figura 4-13. Leia a coluna z para baixo até encontrar o
valor 1,5. A probabilidade de 0,93319 ¢ lida na coluna adjacente, marcada como 0,00.

O topo das colunas se refere as casas centesimais do valor de z em P(Z < z). Por
exemplo, P(Z<1,53) é encontrado lendo a coluna de z até a linha 1,5 e entéo selecionando
a coluna marcada com 0,03, encontrando-se assim a probabilidade 0,93699.

- P& = 1.5)=d(l.5)

= shadad area . 0.00 0.01 0.02 0.03

O [ Q50000 050392 050398 051197

1.6 | 093319 093448 0.23574 0.93699

N 1.5 z

Figura 4-13 Funcao densidade de probabilidade normal
padrao.



4-6 Distribuicao Normal

Padronizando uma Variavel Aleatoria Normal

Se X é uma variavel aleatéria normal com E(X) = py e V(X) = 02, a variavel
aleatoria

Z=- (4-10)

E uma variavel aleatdria normal, com E(Z) =0 e V(Z) = 1. Ou seja, Z é uma
variavel aleatoria normal padréo.



4-6 Distribuicao Normal
Exemplo 4-13

Suponha que as medidas da corrente em um pedaco de fio sigam a distribuicao
normal, com uma média de 10 miliamperes e uma variancia de 4 (miliampeéres)? . Qual é a
probabilidade de a medida exceder 13 miliamperes?

Seja X a corrente em miliampeéres. A probabilidade requerida pode ser representada por
P(X>13). Seja Z = (X-10)/2. A relacdo entre os varios valores de X e os valores
transformados de Z é mostrada na figura 4-15. Notamos que X>13 corresponde a Z>1,5.

Assim, da Tabela 11l do Apéndice,
P(X>13) =P(Z>1.5) =1-P(Z<1.5) =1-0.93319 = 0.06681

Em vez de usar a figura 4-15, a probabilidade pode ser encontrada a partir da desigualdade
X > 13. Isto &,

P(X>13) = P((X-10)/2 > (13-10)/2) = P(Z>1.5) = 0.06681



4-6 Distribuicao Normal

Distribution of Z = %

015 z

Distribution of X /\
/\\ 4 7 9101l 13 16 «
4  _15-05005 15 3 =

10 13 X

Figura 4-15 Padronizando uma variavel aleatoria normal.



4-6 Distribuicao Normal

Padronizando para calcular uma probabilidade

Suponha que X seja uma variavel aleatoria com média p e g2. Entéo:

X—p x—
f-*r;.a’-_::.«.-:.=f-*( Lt J“">=1ff"r;.>:-_:::] (4-11)

T

Em que Z é uma variavel aleatoria normal padrao e z = (x-p)/a € o valor z obtido
pela padronizacéo de X. A probabilidade é obtida entrando na Tabela Il do
Apéndice com z = (x-u)/a0.



4-6 Distribuicao Normal
Exemplo 4-14

Continuando o exemplo prévio, qual é a probabilidade de a medida da corrente
estar entre 9 e 11 miliamperes? Da figura 4-15 ou procedendo algebricamente, temos

P(9 <X<11) = P((9-10)/2 < (X-10)/2 < (11-10)/2) =
=P(-0,5<Z<0,5) =P(Z<0,5) - P(Z<-0,5) =
=0,69146 — 0,30854
=0,38292
Em vez de usar a figura 4-15, a probabilidade pode ser encontrada a partir da desigualdade

X > 13. Isto é,

P(X>13) = P((X-10)/2 > (13-10)/2) = P(Z>1.5) = 0.06681



4-6 Distribuicao Normal

Exemplo 4-14 (continuacao)

Determine o valor para o qual a probabilidade de uma medida da corrente estar
abaixo desse valor seja 0.98. O valor requerido € mostrado graficamente na figura 4-16. O
valor de x é tal que P(X<x) = 0.98. Pela padronizacéo, essa expressdo de probabilidade
pode ser escrita como

P(X<x) = P((X-10)/2 < (x-10)/2)
= P(Z<(x-10)/2)
=0.98
A Tabela Il do Apéndice é usada para encontrar o valor de z, tal que P(Z<z)=0,98. A
probabilidade mais proxima da Tabela Il resulta em

P(Z<2.05) = 0.97982

Conseguientemente, (x-10)/2 = 2,05 e a transformacdo padronizada € usada ao contrario
para determinar x. O resultado é
X = 2(2.05) + 10 = 14,1 miliampeéres



4-6 Distribuicao Normal

Exemplo 4-14 (continuacao)

10 *
Figura 4-16 Determinando o valor de x para encontrar a
probabilidade especificada.



4-6 Distribuicao Normal
Determinando probabilidades

P(-2,17<Z<0)="? P(-2,17<Z <0)=0,4850
0,4850 04850
2,17 0 0 217 +w
P(-1<Z2<2)=7 P(-1<Z <2)=0,4772+0,3413=0,8185

8
-
o
N
N
3
8
o
N



4-6 Distribuicao Normal
Determinando probabilidades

P(Z>15)="?
~0 0 15 40 -0 0 40 -0 0 15 40

P(Z >1,5)=0,5-0,4332 = 0,0668



4-6 Distribuicao Normal
Determinando probabilidades

8
+

N

—> s

///////

N [l
[l o
=) S
— N
_ —
SR
-
> > 0 NS
: /O.\ = n1U_ [l
RGN
$ I ~ 7 :
S v < < | :
— S \
. < ) | | | N v
~ < [l o ) _
) —— N | T
> 5 I & | :



4-6 Distribuicao Normal

Determinando escores (valores de x)

~ N(0,1)

area=5%

0.10] 0.47]
~ N(3,16) f(X) 1
f(X) 0.3
0,051 area=5% 0.7
! 0.17]
%
0 OO— * % -)(-""e ® oy x OO— |
-10 0 10 20

P(X >x)=0,05 mm) P(Z>1,65)=0,05

X=pu+20=3+1.65*4=9,6




4-6 Distribuicao Normal
Distribuicdo de soma de variaveis aleatorias

X~ N(;Ul’alz)

X, ~N(u,,0?) 3 v.a. independentes com distribuicdes normal
X3~ N (s, Ge?)

Y =X, +X,+ X,
Qual a distribuicdo de Y ?

Y ~ N(ul+,u2+,u3,012+0'22+0'§)

E(Y)=E(X,+ X, +X;5)=E(X)+E(X,)+ E(X;) =44 + 5, +

Var(Y) =0} +0; +0?



4-6 Distribuicao Normal
Distribuicdo de soma de variaveis aleatorias

X~ ?(/uil’o-lz)
X, ~ ?(/Uzlo'zz)

X, ~ 2y 00)

Y =X+ X, 4.4 X, =D X,

i=1

Qual a distribuicdo de Y ?

se n for grande:

Y ~ (Z 1, ZO‘ j Teorema do Limite Central

|



4-6 Distribuicao Normal
Teorema do Limite Central

« Se amostras de tamanho n, onde n ¢ grande, forem tiradas de
uma populacdo qualquer, com média p e um desvio padréo o,
entdo a distribuicdo amostral de médias das amostras se
aproximara de uma distribuicdo normal.

« Se apropria populacdo for normalmente distribuida, a
distribuicdo amostral das médias das amostras sera normalmente
distribuida para qualguer tamanho de amostra n.

e Em ambos os casos, a distribuicdo amostral das médias tem
media igual a média da populagéo ou seja p.qi,= M- E @
distribuicdo amostral de méedias das amostras tem uma variancia

igual a 1/n vezes a variancia da populagdo ou seja 62, .4,= o2/n.



4-6 Distribuicao Normal
Teorema do Limite Central

Média

Idade

Min

18-24

25-29

11

30-34

11

35-49

16

50-65

21

65 ou malis

33

Considere como resultado de um
levantamento feito com adultos
que afirmaram ter lido o jornal no
dia anterior.

Selecione ao acaso 50 adultos
com Idades entre 18 e 24 anos.

Qual e a probabilidade de que o
tempo medio gasto por eles esteja
entre 8,7 e 9,5?

Suponha ¢=1,5 minutos



4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

 Sob certas condicoes, a distribuicao Normal
pode ser usada para aproximar a distribuicao
Binomial e a distribuicao de Poisson



4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

0.25
Figura 4-19
Aproximacao da 0.20
distribuicao binomial
pela normal.
.15
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0.05
Q.00
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4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

Exemplo 4-17

Em um canal digital de comunicacdo, suponha que o niumero de bits recebidos
com erro possa ser modelado por uma variavel aleatoria binomial. Suponha que a
probabilidade de um bit ser recebido com erro seja 1 x 10 . Se 16 milhdes de bits forem
transmitidos, qual sera a probabilidade de se ter mais que 150 erros?

Seja a variavel aleatoria X o numero de erros. Entdo X é uma variavel aleatoria binomial e

[ 500
. . | 6,000,000 . O O —
PI:.Y = ] 5”_} = | — P[_\' = ]Sﬂj =] — E ( ) ( ]”—."J.IIZ | — ]“—:v] | &, 000,000 —x

X '

= I: :I

Claramente, a probabilidade no exemplo 4-17 ¢ dificil de calcular. Felizmente, a
distribuicdo normal pode ser usada para prover uma excelente aproximagdo nesse
exemplo.



4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

Aproximacao da distribuicao Binomial pela Normal
Se X for uma variavel aleatoria binomial com parametros n e p

X —np

L= (4-12)

Vap(l — p)

Sera aproximadamente uma variavel aleatoria normal padrdo. De modo a aproximar
uma probabilidade binomial por uma distribui¢cdo normal, uma correcéo de
continuidade é aplicada como se segue:

. ) _ x4+ 05 —np
P X=x)=PA=x+05)=Pl L=

Vp(l — )

: _ . x—05—np
Px=X)=Px—-05=X)=P = Z
Voap(l — p)

A aproximacéao € boa para np > 5 e n(1-p) > 5.



4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

Exemplo 4-18

O problema de comunicacao digital no exemplo prévio € resolvido como segue

_ . X — 160 150 — 160
' V6O — 1077 VI160(T — 1077

= P(Z=—0.79) = P(Z < 0.79) = 0.785

Porque np = (16x106)(1x10-°)=160 e n(1-p) é muito maior, espera-se que a aproximacao



4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

hvpergometric 7 binomial = normal
distribution no_ 0.1 distribution np = 3 distribution
N n(l —p)=>5

Figura 4-21 Condicoes para aproximar as probabilidades
hipergeomeétricas e binomial.



4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

@

O Considere o experimento: retiram-se 100 bolas da urna (com reposicao).
Define-se uma v.a. X cujos valores representam o numero total de bolas

O vermelhas dentre as 100 escolhidas.

Calcule: P(30 < X <51)

n =100 p:%:0,4 oos A

E(X)=np=100*0,4 = 40 0.08 1
Var(X)=npgq=100*0,4*0,6 =24 004 |-

X ~ N(40,24) 0,01 -

100

P(29,5< X <51,5)=? (correcéo de continuidade)

F,(29,5—40 L7 51,5-—40

V24 V24

J: 0,9745 (valor exato para Binomial = 0,9752)



4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

Aproximacao da distribuicao Poisson pela Normal

Se X for uma variavel aleatoria Poisson com E(X) = A e V(X) = A,

.."’:=-1—— (4-13)

Sera aproximadamente uma variavel aleatoria normal padrdo. A aproximacao € boa
para A = 5.



4-7 Aproximacao da Normal pelas
distribuicoes Binomial e de Poisson

Exemplo 4-20

Considere que o numero de particulas de asbestos em um metro quadrado de
poeira em uma superficie siga a distribuicdo de Poisson, com média de 1000. Se um metro
quadrado de poeira for analisado, qual sera a probabilidade de que 950 ou menos particulas

sejam encontradas?

Essa probabilidade pode ser expressa exatamente como

050 —1000_ 1000

P(X =950) = 3 -

=0

x!

A dificuldade computacional é clara. A probabilidade pode ser aproximada por

= P(Z = —1.58) = 0.057

i . 950 — 1000
PiX=x)=PlZ= ——
' N\ TOOO



	Motivação
	Aderência à Distribuição Normal
	4-6 Distribuição Normal
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal 
	4-6 Distribuição Normal
	4-6 Distribuição Normal 
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�
	4-6 Distribuição Normal�

