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Analise de Componentes
Principais

e O objetivo da analise de componentes
principais € explicar a estrutura de variancia-
covariancia de um conjunto de variaveis
através de um numero menor de
combinacoes lineares nao-correlacionadas
dessas variaveis.
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Analise de Componentes
Principais

e O objetivo da analise de componentes
principais é explicar a estrutura variancia-
covariancia de um conjunto de variaveis
através de um numero menor de
combinacoes lineares nao-correlacionadas
dessas variaveis.
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ACP para dados classicos

e Na analise de componentes principais
- . n
classicos, temos n pontosXi, -, Xp € R
no espaco Euclidiano p-dimensionakR™ .

e Ou seja, temosxy = (Xgq, ..., Xgp) UM
vetor coluna que descreve as propriedades
deumobjeto k € Q ={1,...,n} em
termos de valores x; = Y;(k) , que foram
observados para p variaveis quantitativasY;

com dominios

y] — R(J — 11' J'p) ’Em}g}matlca




ACP para dados classicos

. Esses dados sao agrupados numa tabela de
dados classica X = (X j)nxp

- Para dimensoes pequenas (1,2 ou 3) esses
pontos podem ser visualizados facilmente na
reta real, no plano cartesiano ou no espaco,
respectivamente.

- Mas para dimens0es maiores nds enfrentamos
0 problema de como visualizar pontos de
dimens0es maiores com uma configuracao de
pontos de baixa dimensao s =2 ou 3.
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ACP para dados classicos

e A analise de componentes principais classica
resolve esse problema assim:

e 1 — Seleciona-se uma dimensao adequada
tal que s << p (usualmente s =2 ou 3)

e 2 — Considere um hiperplano s-dimensional
H e, entao, os pontos x4,...,X, Sao
projetados nesse hiperplano ortogonalmente,

sendo: Zq = T[H(xl), A n-H(xn) e H
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ACP para dados classicos

e 3 — Seleciona-se o hiperplano H de maneira
Otima, ou seja, minimizando a medida de
aproximacao ou distorcao:

QUH) = ) llxic = Gel12 > "
k=1

com respeito a todas as escolhas do plano s-
dimensional H.
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ACP para dados classicos

e 4 — Seja H* o hiperplano escolhido. Entao os
pontos projetados pertencerao a esse plano
e serao uma representacao otima de
dimensao menor dos dados originais.

e 5 — Essa configuracao de dimens&o maior é
visualizada exatamente pelos pontos
correspondentes no espaco de dimensao
menor, que € chamado de espaco de fatores.
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Otimizacao

. A solucao do problema de otimizacao do
passo 3 € encontrada em 4 outros nassos:

_ Determinar os centréides X = (2?21 x;)/n
e a matriz de espalhamento P XPp:

S = Z(xk] - ) (xiejr = %)

dos n pontos que contém na soma de sua

diagonal principal a inércia 2
dosgdadog. P Zk=1”xk — X||
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Otimizacao

e Calcular os auto-valoresAy = 4 = pz An 20
e seus auto-vetores V1, V2, -, Vn € R
correspondentes ortonormalizados da matriz S.

e Calcular os valores dos s componentes principalis:

Zr, =V (X —X)parav =1,...,s

para cada ponto x, € RP.
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Otimizacao

~ . - ~ - * * S
e Entdo, a visualizacdo 6timaZ1 -+ Zn € R
é dada pelos pontos:
*
Zl1
zr=| i |=V/(x—%x) parak=1,..,n

*®
Ziks

onde y := (p,,..,v,) €amatrizpxs
com colunas
vl; Tar ) vS E [Rp ¥ centro
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Analise de Componentes
Principais Simbadlicos

. A analise de componentes principais simbolicos
visa descrever objetos i e os dadodi para um
numero reduzido s < p de novas caracteristicas

Intervalares, chamados principais componentes
Intervalares.

- Vamos observar agora a extensao de ACP para
dados simbolicos de natureza intervalar

. Dois métodos serao apresentados:
- Método dos Vertices
- Método dos Centros
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Analise de Componentes
Principais Simbadlicos

e NO caso intervalar temos n objetos, também
descritos por p caracteristicasY1, -+, Yp  de
tipo intervalar.

e EntdoY; tém seus valores no dominid3; =
, 0 conjunto de todos os intervalos fechados
~ [
(Elo espaco de observa,gac_) y; = R. S€¢§;; = [x35,x; il
é o Iintervalo dos possiveis valores da
caracteristica j para o objeto 1.
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Analise de Componentes
Principais Simbadlicos

e Resultando na matriz dada por:

X1 S11. " S1p
g:( ; ): S
x;n, ‘fnl ‘fnp
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Analise de Componentes
Principais Simbdlicos

o SejaXi = (§ivr s §ip)= ([xins s xli], oo, [Xips o X )
denota o vetor de dados simbdlicos para o
objeto I.

e ESsse ponto pode ser visualizado no espaco
de descricoes R? por um hiper-retanggjlo
com 2P  vertices.
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Exemplo de visualizacao para
0 caso p=2
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Descricao

e Um hiper-retangulo no espaco p-dimensional
pode ser descrito por uma matriz com 2P
linhas e p colunas onde cada linha contém as
coordenadas de um vertice do hiper-

retangulo no RP. y z

Xi1 X2

xt.  xp

e Por exemplo, para p=2: M, ="t i2
u [

i1 X

u u

i g2

~d='lnformética



O método dos vertices
(algoritmo)

e 1 — Descreve-se cada vetor de dados de tipo
intervalo X; por uma matriz de dados
numéricos M; com 2P linhas e p colunas,
contendo os vértices de cada hiper-
retangulo.

e 2 — Todas as matrizes sao agrupadas numa
nova matriz M com n x 2P linhas e p colunas

dadasgq_ar: [z Wy [1 U

X11,X11

K } ( E ) ) | ;
Xn [x:r{'ll:xgl] anm“ 2



O método dos vertices

(algoritmo)

onde cada componente € um intervalo, na

seguinte matriz numerica M:

P
X11

Uu
| X11

Centro
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O método dos vertices
(algoritmo)

e 3 — Aplica-se o metodo classico de ACP em
todas as linhas da nova matriz M, com a
escolha de uma dimensao aceitaves < p
do espaco de visualizacdo R°®. SendoY;,..., Y,
0S S primeiros componentes principais
“‘numéricos” e A, > --- > 1, =0 seus
auto-valores associados.
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O método dos vertices
(algoritmo)

e 4—-0s componentes principais de tipo
: Y. YI ~ , ,
Intervalar 1, .-, s sao construidos atraves
dos componentes principais Y7, -, Yy
“*numericos” como a seqguir:

e Seja L, o conjunto de indices de linha k na matriz
M que se referem aos vertices do hipercubo R.
correspondendo ao i-ésimo vetor de dados
simbolicos x.

i Centro

ﬁlnformética



O método dos vertices
(algoritmo)

e Para el,,sejay,, ovalordo componente
principal numérico Y» para o vértice de R, com
indice de linha k.

e O valor do componente principal de tipo intervalo
y! para o i-esimo objeto € caracterizado por:

Vip = [yfv,yii]

onde :
yw k = L (ykv

max
'Centro
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Parametros de interpretacao

e A visualizacao gue é retornada por uma ACP
classica € normalmente justificada pelo
calculo de varios coeficientes que medem a
gualidade da representacao e a contribuicao
de cada fator para o diagrama resultado.

e Esses parametros de interpretacao sao
facilmente estendidos para o caso simbalico.
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Qualidade da representacao

e Para medir a qualidade d representacao do
vetor X, com respeito ao J-esimo eixo fatorial
v; € RP = s&o propostos os seguintes
coeficientes:

2 2
CORI(EIU.) — ZREL;'_QR - Ykj _ ZRELEykj
N7 Tken Q- d?(k,G) - Eyer, d*(k, G)

e Onde ;G € RP € o centrdide de todas as
linhas da matriz M e d(k,G) é a distancia
euclidiana entre alinha k € L; de M e G.
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Medidas de contribuicao de x;

e A contribuicdo de x; para a variancia Aj do j-ésimo
componente:

Yker, - Vic Pi
CTR,(i,v;) = == ’-'/1_"" = 7 'zke;, Yicj
e Indica a contribuicdo dos 2P vértices pertencentes ao
hiper-retangulo R, a soma total dos quadrados.

e A contribuicdo de x; para a soma total dos quadrados de
todos o vértices representando n hiper-retangulos

Yker Q- d°(k,G)  p; Ter, d°(k, G)

p— . D
IT Zp }.:1).]'

INR, (i) =

i Centro
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O método dos centros

O método dos vértices envolve muitos calculos
guando o numero de caracteristicas € grande.

Nesse caso, sera proposto outro método que
aplica ACP classica aos centros dos n hiper-
retangulos R, para encontrar os eixos fatoriais.
A variacao da imprecisao nao podera ser
visualizada do resultado da ACP, mas devera

ser estimada da variabilidade variacao ou
Imprecisao das caracteristicas descritivas.
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ﬁlnformética



O método dos centros

e A matriz n X p contendo os centros dos hiper-

retangulos é dada nor:
C C
X117 X1p
x=| '
C C

Xnp Xnp
e Onde as cooruenaaas Qo I1-esimo centro

¢; = (x{y, ..., x{,)' sao resultado de:

%+ xb
i L] =1 =1
Xi; = > J=1,..,p;i=1,...,n

i Centro
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O método dos centros
(algoritmo)

e 1 — Transforma-se a matriz de dados X na
matriz £ , encontrando os centros através do
calculo mostrado no slide anterior. Denota-se
por Y, ..., Yp" 0S Novos valores reais das
caracteristicas descritoras.

e 2 — Aplica-se o método ACP classico para a
nova matrizy dos centros c; obtidos no
primeiro passo.

i Centro
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O método dos centros
(algoritmo)

. 3 — Determine para cada objeto | 0 seus valores
de componentes principais intervalares como o
seguinte'
- Se  xf = (XL, x;;)/n € amediada caracteristica Y;*

(os valores daJ ésima coluna da matriz X ), o v-ésimo
componente principal do centro c; é dado por:

Ve, = Z(xu X°) - vy,

vjv - (vlw ) pv) ] o
- Onde e O V-esimo auto-vetor
de S.
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O método dos centros

. Dado que as coordenadas do i-ésimo centro X;;
estao Iocalilzadas entre o0s seus limites inferior e
superior (X;; ex;; ), é possivel encontrar um
intervalofyfk,yﬁc] em que possiveis valores do
v-ésimo componente principal y;; de c; devem
ser localizados.

- Dado que 0os componentes principais sao
funcOes lineares do dadgecentral | nds
obtemos os limites para 05 v-ésimos principal
componentes para o objeto 1.

i Centro
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Limites dos v-ésimos componentes
principais do objeto |

p
[ _ r __ ..C
Yiv mlnxfj_xg}ﬂxl} (xi}' g ) Vjv
J=1
p
u _ r __ ..C
Yiv maxxf}_x;}-ﬂx:’} (xf-f x}' ) Vjv
j=1

i Centro
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Exemplo de o0leos e gordura

e Para ilustrar os métodos propostos vamos
utilizar o conjunto de dados de Ichino,
reproduzido na tabela do préoximo slide, ele
consiste de uma classe de oOleos descrita por
p=4 caracteristicas quantitativas de tipo
intervalar: “Gravidade Especifica”, “Ponto de
Congelamento”, “Valor de lodo” e
“Saponificacao”.

i Centro
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Tabela do conjunto de dados

Nome

GRA

CONG

|OD

SAP

Linseed

Perilla

Cotton

Sesame

Camellia

Olive

Beef

Hog

[0.93,0.94]

[0.93,0.94]
[0.92,0.92]
[0.92,0.93]
[0.92,0.92]
[0.91,0.92]
[0.86,0.87]

[0.86,0.86]

[-27.00,-18.00]
[-5.00,-4.00]
[-6.00,-1.00]
[-6.00,-4.00]

[-21.00,-15.00]

[0.00,6.00]
[30.00,38.00]

[22.00,32.00]

[170.00,204.0
0]

[192.00,208.0
0]
[99.00,113.00]
[104.00,116.0
0]
[80.00,82.00]
[79.00,90.00]
[40.00,48.00]

[53.00,77.00]

[118.00,196.0
0]

[188.00,197.0
0]

[189.00,198.0
0]

[187.00,193.0
0]

[189.00,193.0
0]

[187.00,196.0
0]

[190.00,199.0
0]

[190.00,202.0



Resultados do método dos
vertices

e Auto-valores e inércia

Método dos Vértices

NUumero

1

2
3
4

Auto-valores

2.7316
0.8093
0.3801
0.0790

% de inércia

68.29
20.23
9.5
1.98

Somatorio

68.29

88.52

98.02
100

i Centro
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Resultados do método dos

vertices

e Os dois primeiros componentes principais de

tipo intervalo

Método dos Vértices

Rotulo PC1
L [-3.58,-1.43]
P [-1.76,1.22]
Co [-0.45,-0.01]
S [-0.71,-0.23]
Ca [-0.58,-0.32]
O [-0.09,0.56]
B [2.26,2.93]
H [1.95,2.68]

PC2
[-3.04,1.10]
[0.36,0.95]
[0.16,0.67]
[0.09,0.53]
[0.27,0.53]
[-0.14,0.49]
[-0.87,-0.23]
[0.80,-0.07]  nformatica

T



Resultado do meéetodo dos veértices | g222
~ L X
(Representacao retangular) -
— 1
i | T e
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Resultados do método dos

centros

e Auto-valores e inércia

Método dos Centros

NUumero

1

2
3
4

Auto-valores

3.0094
0.6037
0.3483
0.0386

% de inércia

75.24
15.09
8.71
0.96

Somatorio

75.24

90.33

99.04
100
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Resultados do método dos

centros

e Os dois primeiros componentes principais de

tipo intervalo

Método dos Centros

Rotulo PC1
L [-4.80,-1.25]
P [-1.72,-1.03]
Co [-0.42,0.18]
S [-0.70,-0.13]
Ca [-0.55,-0.21]
O [-0.09,0.69]
B [2.23,3.04]
H [1.91,2.85]

PC2
[-4.46,1.40]
[0.32,1.15]
[0.26,0.98]
[0.15,0.78]
[0.48,0.85]
[-0.13,0.77]
[-1.15,-0.23]
[1.09,-0.07]  nformética

T



Resultado do método dos centros
(Representacao retangular)

=

o

PC2

(r)

&

|

FEH R

PGH
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