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0. INTRODUCAQO

OBJETIVO

=> Trazer a tona na representacio simbdlica os objetos, os predicados e relacdes em
cada sentenca.

ESTRUTURA

» Conjunto de objetos, lista de relagdes, lista de fungdes, lista de destaques. As
estruturas assumem o papel das valoragdes verdade da l6gica proposicional.

ESTRUTURA 2 ASSINATURA

OBIJETOS DOMINIO
RELACOES — SIMBOLOS DE RELACAO
DESTAQUES  — SIMBOLOS DE CONSTANTES

FUNCOES — SIMBOLOS DE FUNCOES
PREDICADOS FUNCOES

Q DESTACADOS

1) PARLAMENTARES

O

Exemplos:

DEPUTADO(-)
SENADOR(-)

BC

2)

MENOR-QUE(-,-
PRIMO(-)

SUCESSORC(-)
MULTIPLICARC(-,-

@



1. SUBESTRUTURAS

» Dadas duas estruturas A e B, como sabemos se:

< A é subestrutura de B?

< B € subestrutura de A?

I) Mesma assinatura — Rela¢des bindrias, terndrias; funcoes...

II) Mesma natureza de dominio - A < B
III) “Tudo” é preservado

DEFINICAO
=> Sejam A e B duas estruturas de MESMA ASSINATURA L. Uma funcio entre os

dominios de A e B, isto é, h:dom(A) — dom(B), “preserva os papéis” se:

1. Para todo simbolo de constante ¢ de L:
S hc*)=c"

2. Para todo simbolo de relaciao n-aria (n > 0) R de L:
O se (x,,X,,...,x,) € R entdo (h(x,),h(x,),...h(x,))e R®

3. Para todo simbolo de funcao n-aria (n > 0) m de L:
D h(m* (x,, %, x,)) = m” (h(x,), h(x,),..., h(x,))

As defini¢des acima definem um HOMOMORFISMO. Para que haja um
HOMOMORFISMO IMERSOR, a fungdo h deve ser INJETIVA e no lugar de SE temos
SSE. Ja para o caso de ISOMORFISMO, além de ser IMERSOR, a fun¢do deve ser
BIJETIVA (IMERSAO SOBREJETORA).

Sejam A e B duas estruturas, dizemos que A < B sse hd um HOMOMORFISMO
IMERSOR de A para B e dom(A) < dom(B) . Nesse caso dizemos que A é
SUBESTRUTURA de B ou que B ¢ EXTENSAO de A.



2. SINTAXE DA LOGICA DE PREDICADOS

Qual é 0o FORMATO das férmulas da l6gica de predicados?
»>Como é uma FORMULA ATOMICA?
»Como se montam FORMULAS COMPOSTAS?

EXEMPLO: A

ASSINATURA DE A

L:

a0 MeS) )
b1 PO 6o

MENOR-QUEC(-,-)
PRIMOC(-)

QUADRADO-MOD-5(-)
SOMA-MOD-5(-,-)

EXEMPLOS DE SENTENCAS ATOMICAS
< 3 € primo
— P(s(s(b,b),b))
< 2 é menor-que 1
— M (s(b,b),b)
< O quadrado mod 5 de 3 € primo
— P(q(s(s(b,b),b)))
< A soma mod 5 de 1 e 3 é menor que o quadrado mod 5 de 3
— M (s(b,s(s(b,b),b)),q(s(s(b,b),D)))

TERMOS DE UMA ASSINATURA DE UMA LINGUAGEM

» A grosso modo, os temos de uma assinatura sao expressoes montadas a partir das
constantes e simbolos das funcoes de L e representam elementos do dominio de uma
estrutura de assinatura L.

DEFINICAO FORMAL

=> Seja L uma assinatura. O conjunto dos termos de L ¢ definido indutivamente da
seguinte forma:

I)BASE
< Todo simbolo de constante e de variavel sdo termos.

INHFUNCOES GERADORAS

< Se t,,t,,...,t, forem termos de L e f for um simbolo de uma fun¢ao n-dria de L, entdo a

expressdao f(t,,t,,...,t,) é um termo de L.
IIDNADA MAIS E TERMO

OBSERVACAO = Um termo é dito fechado se nenhuma variavel ocorre nele.



FORMULAS ATOMICAS DE UMA ASSINATURA

» Suponha que L seja uma assinatura. Uma férmula atdmica de L é:
S R(,,t,,...,t,) onde R é um simbolo de relacdo n-ariade L e ¢,,t,,...,t, sdo termos de L.

S t,=t, onde t, e t, sdo termos de L.

SENTENCA ATOMICA

=>» Uma sentenca atdmica de L € uma formula atémica de L que nao contém variaveis.

SUBSTITUICAO

=>» Suponha que ¢ seja uma formula atdmica de L na qual aparecem as variaveis
X,,X,,..., X, . (BEscrevendo explicitamente: @(x,,x,,...,x,) ). A substitui¢do dos termos

t,,t,,....t, pelosrespectivos x,,Xx,,...,x, em @ resulta na féormula ¢(z,,1,,...,7,) .

FORMULA BEM-FORMADA

» Seja L uma assinatura. O conjunto das férmulas bem-formadas de L € definido
indutivamente da seguinte forma:

° Toda formula atomica é uma FBF. (CASO BASE)
S Se ¢ é uma FBF, entdo (—¢) também é FBF.

S Se ¢ e v sdo FBF’s, entdo (¢ Ay) é FBF.
S Se ¢ e v sdo FBF’s, entdo (¢ v y)é FBF.
S Se ¢ e y sdo FBF’s, entdo (¢ — y) ¢ FBF.
< Se ¢ é uma FBF, entdo Vx¢(x) é uma FBF.
S Se ¢ é uma FBF, entdo dx¢(x) ¢ uma FBF.
< Nada mais é FBF.

DEFINICAO DE VARIAVEIS LIVRES

=> Seja ¢ uma férmula da assinatura de L. Vamos definir recursivamente o conjunto das
variaveis livres (isto €, sem quantificagdo) que ocorrem em @ .

vl: FBF de L — P(variaveis)

2 vl(p)={x,,x,,....x,} se ¢ for atdbmica e tem ocorréncia de x,x,,..., X, . (BASE)
S vi((—@) = vi(p)

S VI(@Ay) = vi(p) U vi(y)

S i(@vy)) = vip) U vi(y)

S i@ =) =vi(e) U vi(y)

2 vI(Vxp) = vi(g) — {x}

S vi(3xp) = vi(p) — {x}

SENTENCA— Uma sentenca de uma assinatura L. € uma FBF de L cujo conjunto de
variaveis livres é vazio.



3. SEMANTICA

INTERPRETACAO DE UMA ASSINATURA NUMA ESTRUTURA

» Suponha que L seja uma assinatura e A uma L-estrutura. Uma interpretacdo de L em A é
uma associagao de:

9 Cada simbolo ¢ de constante de L a um elemento ¢ destacado do dominio de A.

9 Cada simbolo R de relagdio n-dria de L a uma relacdo n-dria R* de A (n > 0).

9 Cada simbolo f de funcfo n-dria de L a uma funcdo n-dria f* de A (n > 0).

SEMANTICA DE TERMOS

DEFINICAO

=> Suponha que L seja uma assinatura e ¢ seja um termo fechado (ou seja, sem varidveis).
O “significado” de ¢ na L-estrutura A, denotado por t*, é o elemento resultante de se
calcular a expressdo correspondente a ¢ na estrutura A conforme a interpretacdo dada aos
simbolos de constante e de fun¢do. Assim:

2 t* € o elemento destacado ¢ se ¢t for um termo atémico constituido apenas pelo
simbolo de constante c.

2 t" € o elemento resultante do cdlculo de j*(1',7),....,t}) se t é a expressdo

j(,.t,,....t,) onde j é o simbolo de funcio n-driade L e ¢,1,,...,z, sdo termos fechados
de L.

EXEMPLO: Seja a seguinte interpretacao:
-at =1 - R* = DIVIDE - f* =SUCESSOR - MOD -7
b* =3 S* = MENOR — QUE g* =SOMA—-MOD -1
h* = QUADRADO — MOD -7

A

DIVIDE(-.-)
MENOR-QUE(-,-

QUADRADO-MOD-7(-)
SOMA-MOD-7(-,-)
SUCESSOR-MOD-7(-)




(f(a)” . f*(a™) = sucessor —mod—7(1) =2
(g(h(a), fFON" . " (h(@)*,(f (b))~ g" (W' (a™), f*(b™))

= soma — mod— 7(quadrado — mod— 7(1), sucessor — mod—7(3)) ... soma—mod—7(1,4) =5

ATRIBUICAO DE ELEMENTOS A VARIAVEIS

=> Suponha que ¢ seja um termo da assinatura L no qual ocorrem as variaveis x,, x,,..., x, .
Uma atribui¢do de elementos a,,a,,...,a, do dominio de uma L-estrutura A as varidveis

X;,X,,..., X, , respectivamente, deverd permitir a nds calcular .

EXEMPLO: Seja t o termo g(h(x),f(y)). Poderiamos escrever ¢t como #(x,y).
Agora, teremos a atribui¢ao:
< 3 no lugar de x
S 2nolugarde y

Em simbolos: #(x, y)[3/x][2/ y]. Agora vamos calcular (z(x, y)[3/x][2/y]D".

(g(h(x), FOYDIB/ X2/ yD* . (g(h3), FN* . g ((RGBN ., (F2N™) -~ g* (W 3), f*(2))

= soma — mod— 7(quadrado — mod— 7(3), sucessor — mod—7(2)) ... soma —mod—7(2,3) =5

SEMANTICA DE SENTENCAS ATOMICAS

» Suponha que ¢ seja uma sentenca atomica (ou seja, ndo contém varidveis) de L e A
seja uma L-estrutura. Dada uma interpretacdo de L em A, o significado de ¢ em A
conforme tal interpretacio € dado por:

21 Se ¢ é da forma R(t,t,,....t,) onde R é um simbolo de relacdo n-dria de L e
t,,t,,...,t, sdo termos fechados de L, entdo ¢", ou seja, R*(¢,',2},...,t"), é verdadeira se

e somente se a n-upla (¢,',2},...,t"') pertence a relagio R” . Exemplo:

(S(g(h(b), f (@), g(a,b))" . S* (g(h(b), f(a))”,(g(a,b))*) - $* (g (h(b)*,(f(@)*), g"(a”,b™))
= menor — que(soma —mod—7(quadrado — mod—7(3), sucessor —mod— 7(1)), soma — mod—7(1,3))

= menor — que(soma —mod—"7(2,2),4) ... menor — que(4,4) = FALSO

21I) Se ¢ é daforma , =¢, tal que ¢, e t, sdo termos fechados de L, entdo ¢”, ou seja

(t, =t,)",isto é 1 =1}, é verdadeiro se somente se ;' é 0 mesmo elemento que ¢, .



MODELO E CONTRA-MODELO

=> Seja L uma assinatura, A uma L-estrutura, i uma interpretacdo de L em A e ¢ uma
sentenca atomica de L.
S A é um modelo de ¢ se (pA , conforme i, € verdadeira.

< A é um contra-modelo de ¢ se (pA , conforme 1, é falsa.

SEMANTICA DE SENTENCAS

» Suponha que ¢ seja uma sentenca de L e A seja uma L-estrutura. Dada uma

interpretacdo de L em A, dizemos que ¢" é verdadeira em A da seguinte forma:

< Se ¢ for atdmica, volte a defini¢do anterior.

2 Se ¢ édaforma (—w), ¢* é verdadeira sse ¥ * ndo for verdadeira.

9 Se ¢ édaforma (y » p), ¢* é verdadeirasse y* E p* sdo verdadeiras.
9 Se ¢ édaforma(y vp), ¢* éverdadeirasse y* OU p” é verdadeira.
9 Se ¢ édaforma(y— p), ¢* é verdadeira sse (—y v p) é verdadeira.

9 Se ¢ é da forma Vxw(x), ¢* é verdadeira sse (w(x)[a/x])* é verdadeira para todo
elemento a do dominio de A.
9 Se ¢ é daforma Jxw(x), @* é verdadeira sse (W(x)[a/x])* é verdadeira para algum
elemento a do dominio de A.



4. SATISFATIBILIDADE I

> Yy(Q(y)vO(f(y)) € uma conseqiiéncia logica de {Vx(P(x,b)v Q(x)),
Vy(P(f(y),b) > O(y)) }? Podemos reformular nossa pergunta: { Vx(P(x,b)v Q(x)),
Vy(P(f(y).b) = Q(¥), ~Vy(Q(y) v Q(f(y))) } € insatisfativel?

DEFINICAO

=> Seja ¢(x) uma FORMULA da légica de predicados numa assinatura L.

< I) Dizemos que @(x) é satisfativel se existe uma L-estrutura A, uma interpretagao de L
em A, uma n-upla q,,a,,...,a, de elementos do dominio de A tal que qu (a) é verdadeira.
< II) Dizemos que @(x) € refutavel se existe uma L-estrutura A, uma interpretacio de L
em A, uma n-upla a,,a,.,...,a, de elementos do dominio de A tal que 0" (a) é falsa.

< III) Dizemos que ¢(x) € valida se para toda L-estrutura A, toda interpretacdo de L em
A, todan-upla a,,a,,...,a, de elementos do dominio de A tem-se que (pA (a) é verdadeira.
< IV) Dizemos que @(x) € insatisfativel se para toda L-estrutura A, toda interpretacdo
de L em A, toda n-upla a,,a,,...,a, de elementos do dominio de A tem-se que (pA (a) é

falsa.
Seja @ uma SENTENCA da légica de predicados numa assinatura L.

< I) Dizemos que ¢ ¢ satisfativel se existe uma L-estrutura A, uma interpretacio de L em
A tal que @* é verdadeira (ou seja, ¢ tem modelo).

< II) Dizemos que ¢ é refutavel se ¢ tem contra-modelo.

< III) Dizemos que ¢ é valida se ¢ nao tem contra-modelo.

< II) Dizemos que ¢ ¢ insatisfativel se ¢ nao tem modelo.

DE ESTRUTURAS PARA SENTENCAS (ATOMICAS)

» Seja L uma assinatura e A uma L-estrutura. Devemos listar todas as sentencas
atomicas de L que sejam verdadeiras em A.

ASSINATURA DE A
L:

a0 M) gl
b—3 PO s

MENOR-QUE(-,-)
PRIMO(-)

QUADRADO-MOD-5(-)
SOMA-MOD-5(-,-)



RELACOES
=» Para toda relag¢@o R n-dria de L listar R(¢,,t,,...,t,) onde f,,t,,...,t, sdo termos fechados
deLe R(t,.t,,....t,) é verdadeira em A.

PRIMO

—> Listar todos os nimeros que sao primos.
S2éprimo: P (s(s(b,b), s(b,b))) .
S 3 é primo: P(b).
MENOR-QUE
—> Listar todos os pares (x,y) talque x<y.
<2 0 é menor-que 1: M (a,s(b,b)).
< 0 é menor-que 2: M (a,s(s(b,b),s(b,b))).
< 0 é menor-que 3: M (a,b).
< 0 é menor-que 4: M (a,q(b)).
2 1 é menor-que 2: M (s(b,b), s(s(b,b),s(b,b)).

< 3 é menor-que 4: M (b,q(b)).

FUNCOES
=>» Para toda func@o f n-dria de L calcular f(¢,,t,,....¢,) onde t,,t,,...,t, sdo termos
fechados de L e expressar o resultado com a relacdo igual (=).

QUADRADO-MOD-5

—> Para cada elemento x do dominio de A, calcular g(x) .
< O quadrado mod 5de 0 € 0: g(a)=a.
2 O quadrado mod 5de 1 € 1: g(s(b,b))=s(b,b).
< O quadrado mod 5 de 2 € 4: g(s(s(b,b), s(b,b))) = s(b, s(b,b)).
< O quadrado mod 5 de 3 é 4: ¢(b) = s(b, s(b,b)).
2 O quadrado mod 5de 4 € 1: g(s(b,s(b,b))) = s(b,b).
SOMA-MOD-5
—> Para cada par (x,y) onde x e y sdo elementos do dominio de A, calcular s(x,y).
2 Asomamod5de0comO0é0: s(a,a)=a.
2 Asomamod5deOcom1él: s(a,s(b,b))=s(b,b).

S A somamod 5 de 0 com4 é4: s(a,q(b))=q(b).
2 Asomamod5delcomOé1: s(s(b,b),a)=s(b,b).
S A somamod5de 1 com1é2: s(s(b,b),s(b,b)) =s(q(q(b)),q(q(b))).

S A somamod 5 de 4 com 4 € 3: s(q(b),q(b))=b.



DE SENTENCAS (ATOMICAS) PARA ESTRUTURAS

DEFINICAO DE DIAGRAMA POSITIVO

=> Suponha que L seja uma assinatura e que A seja uma L-estrutura. O diagrama positivo
de A € o conjunto de todas as sentencas atomicas de L. que sdao verdadeiras em A. Ou
seja, na pagina anterior nés geramos o diagrama positivo de A.

DO DIAGRAMA POSITIVO PARA UMA ESTRUTURA

=>» Vamos definir uma estrutura B tal que o seu diagrama positivo seja:

S(a,b) f(a)=b
S(f(b),a) f(fb)=>b
S(g(a,b),a) gla,a)=>b
S(b, f (b)) gb,a)=a
R(f(a)) g(b,b)=>b
R(g(f(a),b)) g(fb), f(a)=a
R(g(b,a)) g(f(b),a)=a
gla,b)y=a

1. ASSINATURA L
2> -5(--) -a -fl-)

R(-) b g(--)

2. DOMINIO

- Queremos definir uma estrutura B a mais genérica possivel (REFERENCIAL) tal que
qualquer que tenha sido a estrutura C que tenha gerado o DIAGRAMA POSITIVO dado,
seja possivel definir um HOMOMORFIMO de B para C. Chamaremos B de MODELO
CANONICO.

- DOMINIO DE B — Termos fechados de L: a,b, f(a), f(b),g(a,a),g(a,b),g(b,a),

g(b,b)... Dai surge o problema: se o dominio da estrutura original fosse menor do que o

definido acima? Para resolver isso nds agrupamos os termos semelhantes usando classes
de equivaléncia.

b g(b,b)

J(Ab))

fla)
g(a,a)

Logo: DOMINIO: [t] para t € termos fechados de L.



3. DESTAQUES

- Basta listar: -a®=a

b® =b

4. RELA(;()ES E PREDICADOS
> D S(a,b) . S* ([al.[b]) S(fb),a) . S"(Lf b)].[al)
S(g(a,b),a) . S*([g(a,b)].[a]) S(b, f(b)) . ST ([bL.Lf (D)])
Logo, temos os pares: S = {([al.[b]), ([ (b).[a]).([g(a.b)],[a]),([PL.Lf (D)D)} .
II) Procedendo de forma andloga com R obtemos R” ={[f(a)].[g(f(a),b)],[g(b,a)]}.

5. FUNCOES
>D D) =Lf(0].
) ¢”([1, 1.1, = [g(,,1,)]

Agora € possivel definir um homomorfismo de B para C, mas ndo demonstraremos isso
aqui.



5. SATISFATIBILIDADE II

PROBLEMA

» Dado um CONJUNTO I' DE SENTENCAS, pergunta-se: “I" € satisfativel?”
< Se T' fosse um conjunto de sentencas atomicas, entdo a resposta é SIM, pois
podemos montar o “MODELO CANONICO”.
< Sendo, vamos tentar decompor sentengas de I' em sentengas “pequenas”,
preferivelmente atdomicas.

EXEMPLO: A = {Vx(P(x,b)vQ(x)), Vy(P(f(y),0) = Q(y),=Vy(Q(yO(f(y)} €
insatisfativel? Seria facil responder se A fosse composto apenas por sentengas
atdmicas. Logo, o nosso problema se resume no seguinte: € possivel criar um
conjunto de sentencas atomicas que representa A?

O primeiro passo para isso € eliminar os quantificadores.

ELIMINACAO DE QUANTIFICADORES

» Dada uma sentenca ¢, queremos encontrar ¢’ tal que:
< ¢’ sejalogicamente equivalente a ¢@.
< ¢’ ndo contenha quantificadores.

FORMULA PRENEX
= Uma férmula da légica de predicados estd na formula PRENEX (Prefixed Normal
Expression) se ela tem o seguinte formato:
0,%,0,%,..0 X, W(x,,Xy,.... X, )
Onde Q,(1<i<n) é V ou 3 e ¥ nao tem quantificadores.

TEOREMA
—> Para toda férmula ¢ da légica de predicados numa dada assinatura L, existe ¢’ de L tal
que:

S ¢’ élogicamente equivalente a ¢ ;

S ¢’ estda na forma PRENEX.

EQUIVALENCIAS
2 VxP(x) = Ix—P(x) e —IxP(x) = Vx—P(x)
D VxP(x) AVxQ(x) = Vx(P(x) AQ(x)) e IxP(x) v IxQ(x) = Ix(P(x) v O(x))



Prova: VYxP(x) AVxQ(x)
P(a,)AP(a,)A...AP(a,) ™ Q(a,) AQ(a,) ~...AQ(a,)
(P(a) A Q@) A (Pay) AQ(@,) Ao N (P(a,) AQ(a,)) =Ix(P(x) AQ(x))
D VxP(x) v VxQ(x) =VxVz(P(x) Vv Q(z)) e IxP(x) AIxQ(x) = IxFz(P(x) A Q(2))
Prova: VxP(x)v VxQ(x) .. VxP(x) v VzQ(z) (mudanga de varidvel)

(P(a)) AP(a,) A...AP(a,)) VY (fazendo ¥ =Vz0(z))
Vx(P(x)vy) (¥ nao depende de x)
0vVz0(z) (fazendo € = VxP(x))
Vz(8 v 0(z)) (aplicando o mesmo raciocinio)
VxVz(P(x) v Q(2))

D VxP(x) = VxQ(x) = IxVz(—P(x) v Q(z)) e AxP(x) — IxQ(x) = VxIz(—=P(x)"Q(z))

Prova: VxP(x) = VxQ(x) (mudanca de varidvel e implicacio)

—VxP(x) v Vz0(z) (negacdo)
Ix—P(x) v Vz0(2)
Ix(—=P(x) v Vz0(2))
xVz(=P(x) v Q(2))

Agora que sabemos como transformar uma férmula ¢ na sua forma PRENEX, vamos
comegar a eliminar os quantificadores.

ELIMINAR OS QUANTIFICADORES EXISTENCIAIS

=>» Técnica: Skolemizagdo por Thoralf Skolem (1915-1920).
Inicio: artigo de 1915 com Lowenheim.

EXEMPLO: Vx3y(R(x, y))

- Considere uma estrutura A tal que dom(A)=IN e que R* = MENOR — QUE . Para
eliminarmos o ‘3’ nds temos que substituir o valor de y. Para isso criamos uma estrutura
B que difere de A por ter uma funcao f(-).

S 1.Vxdy(R(x, y)) = VxR(x, f(x))

f%(=) pode ser “soma 57, “soma 1”, “multiplica por 2”... Enfim, qualquer funcdo

que se adapte a relacio R™.

OUTROS EXEMPLOS:

S 2. VaVy3dzP(x,y,z) = VxVyP(x, y, f(x,y))

< 3. IxVyQ(x, y) = VyQ(b, y)

No terceiro exemplo, ndao hd ‘V’ antes do ‘3’. Em casos desse tipo substitui-se a
varidvel do ‘3’ por uma constante.



FORMA NORMAL DE SKOLEM
- Suponha que ¢ seja uma férmula da l6gica de predicados na assinatura L. Assuma que

@ estd na forma PRENEX.
A férmula ¢, que ¢ a FORMA NORMAL DE SKOLEM de ¢, é obtida a partir de
¢ ELIMINANDO-SE CADA QUANTIFICADOR EXISTENCIAL do tipo Jx; e

substituindo-se todas as ocorréncias de x; por uma expressdo da forma f(x;,x;,,...,x;)

onde:
< f € um simbolo novo de funcio;
@ X;,X5,.., X sd0 varidveis quantificadas universalmente na frente do Jx,, isto

é, j, <i,J, <ilp..,j, <i.

TEOREMA DE SKOLEM
— Seja ¢ e ¢’ como na definicdo anterior. Nessas circunstancias, se A é um modelo de

@, entdo existe uma estrutura A’ de assinatura L U {TODOS OS SIMBOLOS DE CONSTANTE
E DE FUNCAO QUE FORAM ACRESCENTADOS A ¢ }.

TERCEIRO PASSO

= Agora que temos uma formula na FORMA NORMAL DE SKOLEM, basta
simplesmente apagar os quantificadores universais.

QUARTO PASSO

= Converta todas as férmulas para a FORMA NORMAL CONJUNTIVA e aplique o
METODO DA RESOLUCAO.



PROBLEMA DA UNIFICACAO DE TERMOS

» Dados dois termos ¢, e t, numa assinatura L, obtenha (se possivel) uma lista de
termos s,,s,,...,s, que quando entrarem no lugar das variaveis x,x,,...,x, que
ocorrem em ¢, € #, tornem ambos os termos idénticos.

EXEMPLOS:
DL S={f(x.8(a.y)=f(x.8(y.0)}

2 2

S, = {xix,g(a,y)ig(y, x)} (eliminar trivial)
S, ={g(a, y)ﬁg(y, x)} (decomposi¢do)
S3 = {a: v,y :x} (atribuigﬁo [a/ y] )

S, ={la/yl,y=x)

S, = {[a/y],aix} (atribuicdo [a/ x])
Se ={la/yl,lalx]}

D2. S ={f(8(2),X)=F (3., [ (3,0 =f (3, h(@))}

S, = {8(2); y,x;x, f(y, x);f(y, h(a))} (eliminar trivial)
S, = {g(Z)5y,i(y,x)¥i(y,h(a))} (decomposicio)
S, ={g(2) =7 ¥, y; Y, x;h(a)} (eliminar trivial)
S, ={g()=y, x=h(a)} (atribuir)

Ss ={lh(a)/ x],[g(2)/ yl.[z/ z]}

Dizemos que S, é a SUBSTITUICAO UNIFICADORA MAIS GERAL.
Poderiamos ter S, ={[h(a)/x],[g(f(a,h(a)))/ yl.[ f(a,h(a))/z]}, mas S, ndo seria mais
geral que S,. Essa é uma caracteristica do método: quando ha uma solucdo, o método
nos da a mais geral.

3. S ={g(f(x,)=g(f (h(a),g (D))} (decomposicio)



S, = (x.x)= £ (h(a), g (b)) (decomposicio)

?

S, = (x=h(a), x=g (b))

Como queremos ser o mais genérico possivel, nio podemos garantir que
h(a) = g(b). Pode até existir uma estrutura onde isso seja verdade, mas ndo podemos

garantir para todas.

o4 8= {i(x,g(x))ﬁi(g(x),g(g(x)))} (decomposicio)
S, = {xﬁg(x),g(x)ﬁg(g(x))} (decomposi¢io)
S, ={x=g(x),x=g(x)}

S, = X)}
Nesse caso o programa entraria num LOOP INFINITO.

5. S ={g(f(x.y)=g(f(h(»).8(2)))} (decomposigao)

S, ={f(x,y)=f(h(y), g(2))} (decomposigao)

S, = {x=h(y), y=g(2))

Perceba que devemos substituir primeiramente y . Nesse caso dizemos que x
é uma VARIAVEL RESOLVIDA pois y aparece em outra equacdo. Logo, temos:

S, ={[h(g(2))/x],[g(2)/ y1.[z/ 2]}

EQUACAO NA FORMA RESOLVIDA

9

=> Suponha que S um conjunto de equagdes. Uma equacdo se S da forma x=t estd na

FORMA RESOLVIDA (e nesse caso, x seria uma VARIAVEL RESOLVIDA) se x NAO
OCORRE MAIS EM QUALQUER OUTRO LUGAR DE S, NEM MESMO EM ¢.

O sistema S estd na forma resolvida se TODAS AS SUAS EQUACOES ESTIVEREM
NA FORMA RESOLVIDA.

METODO DA UNIFI~CA(;1~&O DE TERMOS POR TRANSFORMACOES DE
SISTEMAS DE EQUACOES
=>» JACQUES HERBRAND, 1930.



Seja S um sistema de equagdes. Para encontrar a SUBSTITUICAO UNIFICADORA
MAIS GERAL para S, caso exista, aplique as seguintes regras de transformacao sobre S
até obter, se possivel, um sistema S’ na forma resolvida.

—> 1. ELIMINACAO DE EQUACOES TRIVIAIS

Sx=x}US=> S

—> 2. DECOMPOSICAO DE TERMOS— Para qualquer simbolo de fun¢do f de aridade n>0:

2 ? ?

O {(ftyulyrnt, )= f(5:5y S ) U S = S U {t,=8,,1,=8,,.00rl, =S5, }
- 3. ELIMINACAO DE VARIAVEIS

> {x;t}U S = {x;t} U S{[t/x]}

TEOREMA DE HERBRAND

» Seja S um conjunto de clausulas. S é INSAATISFArl:fVEL se e somente se
EXISTE UM CONJUNTO FINITO DE INSTACIAS BASICAS das cldusulas de
S que € INSATISFATIVEL.

TEOREMA DA COMPACCIDADE

= Seja ['um conjunto de formulas da l6gica proposicional. I" € SATISFATiVEL se e
somente se TODO SUBCONJUNTO FINITO DE I E SATISFATIVEL. O teorema é
valido mesmo que I' seja infinito. Prova:

1. IDA

- Assuma que I' seja satisfativel. Entdo existe uma valora¢do v que satisfaz I'. Tome S
como sendo um subconjunto qualquer de I'. Tome v como valoracdo. Como v satisfaz ao
conjunto todo (ou seja, satisfaz a I'), v satisfaz cada uma das partes. Logo v satisfaz S.
Portanto, S é satisfativel.

2. VOLTA

- Assuma que todo subconjunto finito de I" ¢é satisfativel (nesse caso dizemos que I" é
FINITAMENTE SATISFATIVEL). Temos que provar que I' é satisfativel, ou seja, que
existe uma valoragdo v que satisfaz I".

Vamos aumentar I" de forma consistente até quando esse processo chegue em um
CONJUNTO MAXIMALMENTE CONSISTENTE, isto €, um conjunto A tal que:
< 1. Para toda féormula €, 8 Aou —0e A.
< 2. Para nenhuma férmula 6, e Ae =de A.

Seja ¢, a,,,,... uma enumeragdo do conjunto de formulas PROP. Agora tome:



S A, =T.
{a,} U A, se {«,} € consistente com A,
A

n+l

I' caso contrario.

Faca A = UA ;-

i=0

Podemos afirmar que A é FINITAMENTE SATISFATIVEL. A prova é por indugdo
sobre n, mostrando que para todon o A, € finitamente satisfativel.

Seja a seguinte valoracdo: v(x)=1 sse xe A. Claramente v satisfaz a todas as
formulas atdmicas em A. Ou seja, precisamos provar que PARA TODA o€ PROP
Av(a)=1SSE ae A.

Prova: por indugdo sobre a complexidade de o .

1. CASO BASE: a é atomica.
< Trivial, pois a propria definicdo de v atesta que v satisfaz @ quando a é atdmica
e pertence a A.

2. CASOS INDUTIVOS:
I) @ é daforma —f.

Il) @ édaforma (pAB).

IIl) & édaforma (pv@).

IV) o é daforma (p — 0).
Demonstraremos apenas o caso da negacao:

SI) HL M(B)=1sse fe A
TESE: "v(—=f) =1 sse =fe A

IDA: Se ~v(=f)=1 entdo —fe A. Suponha que —f¢ A. Como A ¢
maximalmente consistente entdo fe A. Logo, pela HI, Av(fB)=1. Dai, *v(=f)=0.
Portanto, *v(—=f) #0.

VOLTA: Se —fe€ A, entdo "v(—f)=1. Assuma que —~ffe A. Como A ¢é
maximalmente consistente, S & A.DaHI, "v(f#)=0.Dai, *v(=f)=1.

INSTANCIA BASICA

- Seja C uma cldusula numa assinatura L tal que contém a ocorréncias das varidveis
X, %y5..., %, . Uma INSTANCIA BASICA de C ¢ uma clausula resultante da substituicao

[t,/x,1.[t, / x,],....[t, / x, ] em C, tal que t,,t,,...,¢, s@o termos fechados de L.



