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Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Introdugéo
suas
Propriedades

Lidamos com relacdes a todo momento

Alunos x Disciplinas

Disciplinas x Professor

Disciplinas x Sala

Disciplinas x Horario

Nome x Telefone, etc.



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
Relagdes e Introd U(;§O

suas
Propriedades

e Sejam A e B conjuntos.

e Uma relacdo bindria de A para B é um subconjunto de
Ax B.



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Introdugéo
suas
Propriedades

e Sejam A e B conjuntos.

e Uma relacdo bindria de A para B é um subconjunto de
Ax B.

e Exemplo. Sejam A= {1,2,3} e B = {a, b}.
Ry ={(1,a),(1,b),(2,b)} é uma relagio de A para B.
Ry ={(a,1),(b,2)} é uma relagdo de B para A.



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
Relagdes e Introd U(;§O

suas
Propriedades

Notac3ao.
eaRb = (ab)eR
a esta relacionado a bvia R
eaRb = —-(aRb) = (a,b)¢R



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e
suas
Propriedades

Exemplo.

e Sejam ALUNOS = {Fulano, Beltrano, Sicrano} e
CURSOS = {Mat. Discreta, Algebra, Int. 3 Computacio}

e Seja CURSANDO = {(Fulano,Algebra), (Fulano,Int. 4
Computagdo), (Sicrano,Mat. Discreta)}

e Fulano CURSANDO Int. a Computacio
o —(Beltrano CURSANDO Algebra)



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
Relagdes e Relagdes em um Conjunto

suas
Propriedades

e Estudaremos o caso particular de relagées de um conjunto
para ele mesmo.

e Seja A um conjunto. Uma relacdo em A é uma relac3o de
A para A.



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Relagdes em um Conjunto
suas
Propriedades

Exemplo.
e Seja A=1{1,2,3,4}
e R={(a,b) e AxA|a<b}
e Ou seja, R =1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}.



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Relagdes em um Conjunto
suas
Propriedades

Exercicio.
e Seja A=1{1,2,3,4}
« R={(a,b)c A | (a| b) }.

e Liste os pares ordenados contidos em R.

Obs. A? é uma abreviacio para A x A.



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Relagdes em um Conjunto
suas
Propriedades

Exercicio.
e Ry ={(a,b)€Z?|a<b}
e Ry={(a,b)cZ?|a=b VvV a=—b}.
e Liste os pares ordenados contidos em R; e R».
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Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Relagdes em um Conjunto
suas
Propriedades

e Seja A um conjunto com n elementos.

e Quantas relacGes s3o possiveis de serem definidas em A?

11



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes em um Conjunto

Seja A um conjunto com n elementos.
Quantas relacdes s3o possiveis de serem definidas em A?
Uma relagdo em A é um subconjunto de A x A.

A quantidade de relacGes possiveis em A é a quantidade
de subconjuntos de A x A.

A quantidade de subconjuntos de um conjunto com k
elementos é 2K

A quantidade de elementos de A x A é n°.

Ent3o, a quantidade de relacdes em A é on

11



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Relagdes em um Conjunto
suas
Propriedades

Exercicio.

e Seja A um conjunto com m elementos e B, um conjunto
com n elementos.

e Quantas relacGes s3o possiveis de serem definidas de A
para B?

12



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
RelacBes e Propriedades das Rela¢des

suas
Propriedades

e Uma relagdo R em A ¢ reflexiva se (a,a) € R,
para todo a € A.

e Va((a,a) € R)

13



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
RelacBes e Propriedades das Rela¢des

suas
Propriedades

e Uma relagdo R em A ¢ reflexiva se (a,a) € R,
para todo a € A.

e Va((a,a) € R)
e Exemplo. Seja A={1,2,3}.
Rlz{( ) )7( ) ) (3 3)}

1,1),(2,2
Ry = {(1,1),(1,2),(2,2),(3,1),(3,3)}
Ry ={(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

RelacBes e Propriedades das Rela¢des
suas
Propriedades

Exercicio. Quais relacbes abaixo sio reflexivas em
A=1{1,2,3,4}?

R ={(1,1),(2,1),(3,3)}

Ry ={(2,1),(1,2),(2,2),(3,1),(3,3)}
(1,1),(3,3)}

(3,2)}.

Rs = {
Ry = {

14



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
RelacBes e Propriedades das Rela¢des

suas
Propriedades

Exercicio. Quais relacbes abaixo s3o reflexivas em Z7

* Ri={(a,b) | a < b}

e R, ={(a,b) | a> b}

e R3={(a,b)|a=b VvV a=—b}
* Ry={(a,b) | a= b}

e Rs={(a,b) |a=b+1}

e Re={(a,b) | a+ b <3}

15



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Propriedades das Rela¢des

e Uma relagdo R em A é simétrica se (a, b) € R sempre que
(b,a) € R, para todo a, b € A.

e Va¥b((a,b) € R — (b,a) € R)

16



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Propriedades das Rela¢des

e Uma relagdo R em A é simétrica se (a, b) € R sempre que

(b,a) € R, para todo a, b € A.

e Va¥b((a,b) € R — (b,a) € R)
e Exemplo. Seja A ={1,2,3}.

R = {(1> 2)a (2? 1)7 (17 3)7 (3a 1)? (27 3)7 (37 2)}
R, ={(1,2),(2,1)}

R3 - {(17 1)a (1? 2)7 (2a 1)7 (3a 3)}

Ry = {(17 1), (27 2)}

16



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

RelacBes e Propriedades das Rela¢des
suas
Propriedades

Exercicio. Quais relacbes abaixo sdo simétricas em
A={1,273}?

* Ry = {(17 1)’ (27 2)7 (37 3)}
L4 R2 = {(L 1)a (17 2)7 (27 2)> (3’ 1)7 (37 3)}
* Rs={(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

17



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
RelacBes e Propriedades das Rela¢des

suas
Propriedades

Exercicio. Quais relacbes abaixo s3o simétricas em Z7

* Ri={(a,b) | a < b}

e Ry ={(a,b) | a> b}

e R3={(a,b)|a=b VvV a=—b}
* Ry={(a,b) | a= b}

e Rs={(a,b) |a=b+1}

e Re={(a,b) | a+ b <3}

18



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

RelacBes e Propriedades das Rela¢des
suas
Propriedades

e Uma relagdo R em A é antissimétrica se (a,b) € R e
(b,a) € R implica a = b, para todo a,b € A.

e Vavb((a,b) € R A (b,a) e R — (a= b))

19



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

RelacBes e Propriedades das Rela¢des

suas
Propriedades

Uma relagdo R em A é antissimétrica se (a,b) € R e
(b,a) € R implica a = b, para todo a,b € A.
Vavb((a,b) € R A (b,a) e R — (a=b))
Antissimetria ndo é o contrario de simetria.

Antissimetria permite um tipo de simetria: (a,a) € R.

19



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Propriedades das Rela¢des

Uma relagdo R em A é antissimétrica se (a,b) € R e
(b,a) € R implica a = b, para todo a,b € A.
Vavb((a,b) € R A (b,a) e R — (a=b))
Antissimetria ndo é o contrario de simetria.
Antissimetria permite um tipo de simetria: (a,a) € R.
Exemplo. Seja A={1,2,3}.

Ry = {(17 2)’ (17 3)’ (27 3)}
R ={(1,2),(3,1)}
R:; ={(1,1),(1,2),(3,3)}
Ry = {(1> 1)’ (23 2)}

19



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

RelacBes e Propriedades das Rela¢des

suas
Propriedades

Exercicio. Quais relacbes abaixo sdo antissimétricas em
A={1,273}?

e R = {(17 1)’ (27 2)7 (37 3)}

e Ro= {(L 2)’ (17 3)7 (27 2)> (3’ 1)7 (37 3)}

* Rs={(1,1),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3)}

20



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
RelacBes e Propriedades das Rela¢des

suas
Propriedades

Exercicio. Quais relacées abaixo s3o antissimétricas em Z7

* Ri={(a,b) | a < b}

e R, ={(a,b) | a> b}

e R3={(a,b)|a=b VvV a=—b}
* Ry={(a,b) | a= b}

e Rs={(a,b) |a=b+1}

e Re={(a,b) | a+ b <3}



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Propriedades das Rela¢des

e Uma relagdo em A é transitiva se (a,b) € Re (b,c) € R
implica (a,c) € R, para todo a, b, c € A.
e VavbVce((a,b) € R A (b,c) e R — (a,c) € R))

22



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Propriedades das Rela¢des

e Uma relagdo em A é transitiva se (a,b) € Re (b,c) € R
implica (a,c) € R, para todo a, b, c € A.

e VavbVce((a,b) € R A (b,c) e R — (a,c) € R))

e Exemplo. Seja A= {1,2,3,4}.

R1 = {(1> 2)a (13 3)7 (27 3)}

R ={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3)}
Rs = {(17 1)a (17 2)7 (2a 2)}

R4 = {(17 1), (27 2)}

22



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
RelacBes e Propriedades das Rela¢des

suas
Propriedades

Exercicio. Quais relacbes abaixo sio transitivas em Z7?

* Ri={(a,b) | a < b}

e Ry ={(a,b) | a> b}

e R3={(a,b)|a=b VvV a=—b}
* Ry={(a,b) | a= b}

e Rs={(a,b) |a=b+1}

e Re={(a,b) | a+ b <3}

23



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Combinando Rela¢des
suas
Propriedades

e Sejam R; e R duas relagbes de A para B.

e Podemos combinar R; e R» de varias formas:
RiUR,

RiNR,

Ri— R

Ry — Ry

Ri® R

e Obs. Diferenga simétrica: A@ B=(AUB)— (AN B)

24



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
Relagdes e Combinando Rela¢des

suas
Propriedades

Exemplo. Sejam A= {1,2,3} e B={1,2,3,4}.
Sejam Ry = {(1,1),(2,2),(3,3)} e
Ry = {(17 1)7 (13 2)’ (1a 3)7 (17 4)}

e RRUR, ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(3,3)}
e RiNR={(1,1)}

e Ri— R ={(2,2),(3,3)}

° Ry — R ={(1,2),(1,3),(1,4)}

* Ri® R =1{(2,2),(3,3).(1,2),(1,3),(1,4)}

25



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Combinando Rela¢des

Exercicio. Sejam ALUNO o conjunto dos alunos do Cin e
CADEIRA o conjunto das cadeiras oferecidas no Cln.

Sejam

R1 = {(a,c) € ALUNO x CADEIRA | a pagou c }
R, = {(a,c) € ALUNO x CADEIRA | c € obrigatdria para a }

Qual a definicdo das relagdes abaixo?
e RIUR,
e RiNR,
e Ri — R

Ro— Ry

Ri® R

26



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Combinando Rela¢des
e Seja R uma relagdo de A para B.
e Seja S uma relagdo de B para C.

e A relacdo composta de S o R é uma relacdo que contém os
pares (a, c), onde

e acA
eceC
o Existe b € B tal que (a,b) € Re (b,c)e S
S
A Cc

SoR o7



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Combinando Rela¢des

Exemplo.
e Sejam A=1{1,2,3} e B=1{1,2,3,4} e C ={0,1,2}.
e Sejam R =1{(1,1),(1,4),(2,3),(3,1),(3,4)} e
5$=1{(1,0),(2,0),(3,1),(3,2), (4, 1)}.
e SoR={(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1)}

28



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Combinando Rela¢des

suas
Propriedades

Exercicio. Sejam A = {1,2,3}, B = {Fulano,Sicrano,Beltrano}
e C={a,b,c}.

Sejam Ry = {(1,Fulano), (1,Sicrano), (3,Sicrano)} e

Ry = {(Fulano, c), (Sicrano, b), (Beltrano, a), (Sicrano, a)}.

e Quem é Ryo Ry?

29



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Combinando Rela¢des
suas
Propriedades

e Seja R uma relacdo em A.

e R™ é definida recursivamente como

e Ou seja,
R?2 = R'oR = RoR
R3 R20 R (
R* = R30R = (

30



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
Relagdes e Combinando Rela¢des

suas

Propriedades Exemplo.
e Seja A o conjunto de presidentes do Brasil.

Seja R ={(a,b) € Ax A | a é antecessor direto de b}
uma relacdo em A.

e Ou seja,

R = {(Lula,Dilma}
{(FHC,Lula),
(Itamar,FHC),
(Collor,Itamar), . . .,
(Floriano,Prudente),

(Deodoro,Floriano)}

R? = {(FHC,Dilma), (Itamar,Lula), ( Collor,FHC),
..., (Deodoro,Prudente) }

Exercicio. Quem é R3?

31



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Combinando Rela¢des
suas
Propriedades

Teorema.

e A relacido R em A é transitiva se, e somente se

R"CR
paran=1,23 ....
e Ou seja,
RCR
R2CR
R3CR

32



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Combinando Rela¢des
suas
Propriedades

Exemplo.

e Seja R = {(Recife, Rio), (Rio, Natal), (Recife, Natal)} em
A = {Recife, Rio, Natal}.

e Note que R é transitiva.

33



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Combinando Rela¢des
suas

Propriedades

Exemplo.

e Seja R = {(Recife, Rio), (Rio, Natal), (Recife, Natal)} em
A = {Recife, Rio, Natal}.

e Note que R é transitiva.

e Pelo teorema, temos que
RCR

RZCR
R3CR

33



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Combinando Rela¢des

e Uma relagdo R em A é irreflexiva se (a,a) ¢ R para todo
acRr

e Va((a,a) ¢ R)

34



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
Relagdes e Combinando Rela¢des

suas
Propriedades

e Uma relagdo R em A é irreflexiva se (a,a) ¢ R para todo
acRr

o Va((a,a) ¢ R)
e Exemplo. Seja A={0,1,2,3}.

R = {(172)7( ) ) (3 1)}

2,1
Ry ={(1,0),(1,2),(2,0),(3,1),(3,2)}
Ry ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,0),(3,1),(3,2)}
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Relagdes

Relacoes e suas Propriedades
Relagdes e Combinando Rela¢des

suas
Propriedades

e Uma relagdo R em A assimétrica se
(a,b) € R — (b,a) ¢ R, para todo (a, b) € R.

35



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Combinando Rela¢des

e Uma relagdo R em A assimétrica se

(a,b) € R — (b,a) ¢ R, para todo (a, b) € R.

e Exemplo. Seja A=1{1,2,3}.

Ry = {(17 2)’ (17 3)’ (27 3)}
R, ={(1,2),(3,1)}
R:; ={(1,2),(1,3),(3,2)}
R4 - {(1>2)a (233)}

35



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Combinando Rela¢des

e A relacio R~! é a relacdo inversa de R em A.
e Rt ={(b,a) | (a,b) € R}

36



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Combinando Rela¢des
suas
Propriedades

e A relacio R~! é a relacdo inversa de R em A.
e Rt ={(b,a) | (a,b) € R}
e Exemplo. Seja A ={1,2,3}.

R1 =1{(1,2),(1,3),(2,3)}

=1{(21),(3,1).3,2)}
Rz =1{(1,1),(2,2),(3,3)}

—{(1.1),(2.2),(3.3)}
Rs—{( :3),(2,3),(3,3)}

Ryt =1{(3.1),(3,2),(3,3)}

36



Relagdes

Relacoes e suas Propriedades

Relagdes e Combinando Rela¢des
suas

Propriedades

e Seja R uma relacdo em A.

e R é a relacdo complementar de R

e R={(a,b) | (a,b) ¢ R}

37



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Relacoes e suas Propriedades

Combinando Rela¢des

Seja R uma relagdo em A.
R é a relacio complementar de R

R={(ab) | (a,b) ¢ R}
Exemplo. Seja A ={1,2,3}.

& = {(1> 2)a (17 3)7 (27 3)}
Rl = (17 1)7 (27 1)) (27 2)7 (37 1)7 (3’ 2)7 (37 3)}
& = {(17 1)? (27 2)? (37 3)}
R2 = {(17 2)5 (17 3)’ (27 1)7 (2’ 3)7 (3’ 1)7 (37 2)}
& - {(17 3)7 (27 3)7 (37 3)}

3= {(17 1), (17 2)7 (2’ 1)7 (2 2)7 (3’ 1)’ (37 2)}

37



Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Exercicios recomendados

Secdo 8.1
e Fazer pelo menos até o 43

e Discrete Mathematics and Its Applications
Kenneth Rosen, 6a edicdo

38



@ Relacdes e suas Propriedades

@ Fechos (Closures)

© Relacdes de Equivaléncia
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e Seja A=1{1,2,3}.
e Seja R={(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)}.
e Esta relacdo é reflexiva?

40



Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

Seja A={1,2,3}.
Seja R =1{(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)}.
Esta relacdo é reflexiva?

Que pares devemos adicionar para torna-la reflexiva?

40



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e Seja A=1{1,2,3}.
e Seja R=1{(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)}.
* Seja R ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,2),(3,3)}.

e Contém R.
o E reflexiva.
e E a menor relagdo reflexiva que contém R.

41



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Seja A= {1,2,3}.

Seja R ={(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)}-
Seja R' = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,2),(3,3)}.

e Contém R.
o E reflexiva.
e E a menor relagdo reflexiva que contém R.

R’ é o fecho reflexivo de R.

41



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e Seja A=1{1,2,3}.
e Seja R={(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)}.
e Exercicio. Defina uma relacio R” que

e Contenha R.
e Seja reflexiva.
e N3o seja um fecho reflexivo.

42



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e A ={(a,a)|ac A} é arelagdo diagonal em A.
e Seja R uma relagdo em A.
e O fecho reflexivo de R é (RU A).

43



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Exercicio.
o Seja R={(a,b) € Z? | a # b}.
e Qual o fecho reflexivo de R?

44



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e Seja A=1{1,2,3}.
e Seja R={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}.

e Que pares devemos adicionar para torna-la simétrica?

45



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Seja A={1,2,3}.

Seja R = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3), (3,1), (3, 2)}.

R'={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1), (3,2)}.
° (I:ontém R.

e E simétrica.
e E a menor relagdo simétrica que contém R.

R’ é o fecho simétrico de R.

46



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e Relembrando: R~1 = {(b,a) | (a, b) € R}.
o O fecho simétrico de R é (RUR™1).

47



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Exercicio.
o Seja R={(a,b) € Z? | a < b}.
e Qual o fecho simétrico de R?

48



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e Seja A=1{1,2,3,4}.
e Seja R={(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)}.

e Que pares devemos adicionar para torna-la transitiva?

49



Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e Seja A=1{1,2,3,4}.
e Seja R ={(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)}.
e A primeira vista, basta adicionar (1,2),(2,3),(2,4), (3,1).
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

Seja A={1,2,3,4}.
Seja R ={(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)}.
A primeira vista, basta adicionar (1,2),(2,3),(2,4), (3,1).

Mas, serad que

R'=1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3.1),(3,2)}
é transitivo?

50



Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

Seja A={1,2,3,4}.
Seja R ={(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)}.
A primeira vista, basta adicionar (1,2),(2,3),(2,4), (3,1).

Mas, serad que

R'=1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3.1),(3,2)}
é transitivo?

Note que o que fizemos foi adicionar R o R.
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

Descobrir o fecho transitivo ndo é tao facil.
O fecho tem que ter R

Temos que adicionar Ro R

Temos que adicionar (Ro R)o R

Temos que adicionar ((RoR)o R)o R
Temos que adicionar (((RoR)oR)oR)oR
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos Outro exemplo.

(Closures)
e Seja C = {Recife, Petrolina, Teresina, Aracaju}.
e Seja R = {(Recife, Teresina), (Recife, Aracaju)
(Petrolina, Recife), ( Teresina, Petrolina) }
0s voos da companhia aérea Golaco.
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

Outro exemplo.

Seja C = {Recife, Petrolina, Teresina, Aracaju}.

Seja R = {(Recife, Teresina), (Recife, Aracaju)
(Petrolina, Recife), ( Teresina, Petrolina) }
0s voos da companhia aérea Golaco.

R contém os voos diretos entre 2 cidades.

R o R contém os voos com 1 escala

(Ro R)o R contém os voos com 2 escalas.

((RoR)oR)oR contém os voos com 3 escalas, ...

O fecho transitivo contém todas as possibilidades de
viagem que a Golago oferece.
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

e O fecho transitivo de uma relacdo R em A é dado por

R* — [j R"
n=1

e Ou seja, o fecho transitivo R* (chamado também de
relagdo de conectividade), é a unido infinita

RUR?URUR*URU...
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

e Como calcular o fecho transitivo sem ter que fazer
composicoes e unides infinitas?
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

e Como calcular o fecho transitivo sem ter que fazer
composicoes e unides infinitas?

e Para isto, vamos antes aprender a transformar uma relacio
em uma matriz.
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Relagdes
Fechos (Closures)
Introdugao

Representacoes de uma relacao
(Coomes) e Uma relagdo pode ser representada por um grafo dirigido.
e Seja R = {(Recife, Teresina), (Recife, Aracaju)
(Petrolina, Recife), ( Teresina, Petrolina)}.

Teresina

Recife | Aracaju

Petrolina
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Relagdes

Representacdes de uma relacdo

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos e Uma relacdo pode ser representada por uma matriz

(Closures)

Zero-um.

e Seja R = {(Recife, Teresina), (Recife, Aracaju)
(Petrolina, Recife), ( Teresina, Petrolina)}.

Recife
Teresina

Petrolina

Aracaju

Recife Teresina Petrolina Aracaju

—

0

0

1

0

0

1

0
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)
Introdugao
Representacdes de uma relacdo
e Uma relacdo pode ser representada por uma matriz
zero-um.
e Seja R = {(Recife, Teresina), (Recife, Aracaju)
(Petrolina, Recife), ( Teresina, Petrolina)}.
e Em geral, ndo colocamos os rétulos na matriz:

010 1
0010
Mr=11 0 0 o0
0000

e E assumimos que linhas e colunas estio representando os
elementos em uma ordem pré-determinada.
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Relagdes

Fechos (Closures)
Introdugao
Representacdes de uma relacdo

Fechos e Uma relacdo pode ser representada por uma matriz
(Closures) ZEro-Uum.
Seja R = {(Recife, Teresina), ( Recife, Aracaju)
(Petrolina, Recife), ( Teresina, Petrolina)}.
Em geral, ndo colocamos os rétulos na matriz:

010 1
0010
Mr=11 0 0 o0
0000

e E assumimos que linhas e colunas estio representando os
elementos em uma ordem pré-determinada.

Por exemplo, a matriz acima tem linhas e colunas
referentes as cidades Recife, Teresina, Petrolina e Aracaju
(nessa ordem).
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Composicio de relaces e matriz zero-um
e Sejam Mg e Mg as matrizes zero-um de R e S.
e A matrizde SoR é

Ms.r = Mg © Mg

onde ® é o produto booleano de Mg e Ms.
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

Produto booleano

Eo produto de matrizes zero-um
0=F
1=T
Ao invés de soma, fazemos um Vv

Ao invés de multiplicacdo, fazemos um A
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Produto booleano

Fechos

(Closures) ° Seja m

(LAL)V(0OAD) (IAL)V(OAL) (LAO)V(OA1)
A@B{(O/\l)\/(l/\o) (0A1)V(1A1) (OAO)v(lAl)}
(LA1)V(0AD) (IAL)V(0OAL) (1AO)V(0OAD)

0
1
0

= O
L

A@B{
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Exercicio.
e Seja
01 01
0010
Mr=11 0 0 0
0 0 0O

e Calcule Mgor (ou seja, calcule Mg ® Mg).
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Notac3o.
e A matriz A elevado a n é definido como
A= AGAG...0A

n vezes
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Join e Meet
e O join das matrizes zero-um A e B é 0 V de cada

elemento de A e B.
e Notacdo. AV B
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

Join e Meet
e Exemplo. Sejam

10 1 010 111
A‘[o 1 0] B_{ } AVB_L 10

e Para matrizes representando rela¢des, join equivale a unido
das relacoes.

|
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Join e Meet
e O meet das matrizes zero-um A e B é o A de cada

elemento de A e B.
e Notacdo. AAB
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Fechos (Closures)

Introdugao

Join e Meet

e Exemplo. Sejam

101 010 00 0
A‘[o 1 0] B_L 1 0} AAB_[O 10

e Para matrizes representando relagdes, meet equivale
a intersec3o das relacoes.

|
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Seja Mg a matriz zero-um da relacdo R.

Seja R uma relagdo em A.

Assuma que A tem n elementos.
A matriz de R* é

Mg = Mg v MELY v Ml

e Ou seja,

Mg: = MgV (Mr©Mg)V ((Mg®Mg)®OMg)V..

(...((Mg®Mg)®Mg)...) ®Mg)

.V
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Fechos
(Closures)

Exemplo.
e Seja Mg a matriz
01
10

e Essa matriz representa, por exemplo, a relacdo
R ={(a, b), (b, a)} sobre o conjunto A ={a, b}.
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Exemplo.

Fechos

(Closures) ) Seja MR a matriZ
01
10

. 2
e Para calcularmos Mg+, precisamos calcular Mg Vv M!R,]
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Exemplo.

Fechos

(Closures) ) Seja MR a matriZ
01
10

. 2
e Para calcularmos Mg+, precisamos calcular Mg Vv M!R,

« MBI ¢
01 0 1 1 0
Mrp © Mg = [1 0] ® [1 0} = [O 1]

]
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Relagdes

Fechos (Closures)

Introdugao

Exemplo.

Fechos

(Closures) ) Seja MR a matriZ
01
10

e Para calcularmos Mg+, precisamos calcular Mg Vv M!,g
« MBI ¢
01 01 10
Mrp © Mg = [1 0] ® [1 0} = [O 1]

oyl 1=l

]

.MR*é
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Exercicio.

e Seja Mg a matriz

e Calcule Mg-.

=

Fechos (Closures)

Introdugao

= = O
=
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Relagdes

Fechos
(Closures)

Exercicios recomendados

Secdo 8.4
e Fazer no minimo do 1 ao 26 e 29.

e Discrete Mathematics and Its Applications
Kenneth Rosen, 6a edicdo
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@ Fechos (Closures)

© Relacdes de Equivaléncia
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Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

e Suponha que temos 3 tipos de mdsica:
e MPB
Relages de * Serltanejo
Equivaléncia o Axé
e Seja A = {Chitdozinho e Xororé, Marisa Monte,
Carlinhos Brown, Roberto Carlos,
Zezé di Camargo e Luciano, Chico Buarque, Timbalada}
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Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

e Suponha que temos 3 tipos de mdsica:
e MPB
Relages de * Serltanejo
Equivaléncia o Axé
e Seja A = {Chitdozinho e Xororé, Marisa Monte,
Carlinhos Brown, Roberto Carlos,
Zezé di Camargo e Luciano, Chico Buarque, Timbalada}

e Seja Rpusica a relacdo em A
Rmusica = {(x,y) € A% | x canta o mesmo tipo de musica que y}
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Relacoes de Equivaléncia

Suponha que temos 3 tipos de miisica:
e MPB
e Sertanejo
o Axé
Seja A = {Chit3ozinho e Xororé, Marisa Monte,
Carlinhos Brown, Roberto Carlos,
Zezé di Camargo e Luciano, Chico Buarque, Timbalada}

Seja Ryusica a relacdo em A
Rmusica = {(x,y) € A% | x canta o mesmo tipo de musica que y}

Esta relacdo é reflexiva?
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Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

e Suponha que temos 3 tipos de musica:
e MPB
e Sertanejo
Relagdes de ,
Equivaléncia ° Axe

e Seja A = {Chitdozinho e Xororé, Marisa Monte,
Carlinhos Brown, Roberto Carlos,
Zezé di Camargo e Luciano, Chico Buarque, Timbalada}

e Seja Rpusica a relacdo em A
Rmusica = {(x,y) € A% | x canta o mesmo tipo de musica que y}

e Esta relacdo é reflexiva?

e Esta relacdo é simétrica?
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Relacoes de Equivaléncia

Suponha que temos 3 tipos de musica:
e MPB
e Sertanejo
o Axé
Seja A = {Chit3ozinho e Xororé, Marisa Monte,
Carlinhos Brown, Roberto Carlos,
Zezé di Camargo e Luciano, Chico Buarque, Timbalada}

Seja Ryusica a relacdo em A

Rmusica = {(x,y) € A% | x canta o mesmo tipo de musica que y}
Esta relacdo é reflexiva?

Esta relacdo é simétrica?

Esta relacdo é transitiva?
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Relacoes de Equivaléncia

Suponha que temos 3 tipos de musica:
e MPB
e Sertanejo
o Axé

Seja A = {Chit3ozinho e Xororé, Marisa Monte,
Carlinhos Brown, Roberto Carlos,
Zezé di Camargo e Luciano, Chico Buarque, Timbalada}

Seja Ryusica a relacdo em A
Rmusica = {(x,y) € A% | x canta o mesmo tipo de musica que y}

Esta relacdo é reflexiva?
Esta relacdo é simétrica?
Esta relacdo é transitiva?

Exercicio. Quais sdo os pares da relacdo Rppusica?
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Relacoes de Equivaléncia

Resposta.

e {(Roberto Carlos, Roberto Carlos),(Marisa Monte, Marisa Monte),

(Chico Buarque, Chico Buarque),(Carlinhos Brown, Carlinhos Brown),
Timbalada, Timbalada),

Zezé di Camargo e Luciano, Zezé di Camargo e Luciano),
Chitdozinho e Xorord, Chitdozinho e Xorord),

Roberto Carlos, Marisa Monte),

Marisa Monte, Roberto Carlos),

Roberto Carlos, Chico Buarque),

(

(

(

(

(

(

(Chico Buarque, Roberto Carlos),
(Marisa Monte, Chico Buarque),
(Chico Buarque, Marisa Monte),
(Carlinhos Brown, Timbalada),
(Timbalada, Carlinhos Brown),
(Zezé di Camargo e Luciano, Chitdozinho e Xorord),
(

Chit3ozinho e Xorord, Zezé di Camargo e Luciano)}
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Relacoes de Equivaléncia

Definicdo

e Uma relacdo em A é uma relacdo de equivaléncia se ela for

e Reflexiva
e Simétrica
e Transitiva
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Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

Relagdes de

e e Relagbes de equivaléncia definem que elementos sdo
quivaléncia
equivalentes ( “quase iguais”) a que elementos.
e Em Rpusica, Roberto Carlos é equivalente a Marisa Monte.

e Claro que Roberto Carlos é muito diferente de Marisa
Monte em vdrios aspectos.

e Mas, em termos de MPB, Sertanejo e Axé, eles sdo
equivalentes pois ambos cantam MPB.
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Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

Relages de e Elementos que se relacionam em uma relacao de
Equivaléncia . A . ~ . .
equivaléncia s3o ditos elementos equivalentes.

e Se a e b s3o equivalentes, escrevemos a ~ b.

144



Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

Relages de e Elementos que se relacionam em uma relacao de
Equivaléncia . A . ~ . .
equivaléncia s3o ditos elementos equivalentes.

e Se a e b s3o equivalentes, escrevemos a ~ b.
e Ou seja, podemos dizer que
Roberto Carlos ~ Marisa Monte

Carlinhos Brown ~ Timbalada
Chit3ozinho e Xororé ~ Zezé di Camargo e Luciano

e



Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

Relagdes de

Equivaléncia EXerCICiO,

e Seja A o conjunto dos clubes de futebol das séries A, B, C
e D.

e Seja R = {(x,y) € A? | x joga na mesma divisio que y}.
e Esta é uma relagdo de equivaléncia?

e Quais sio os pares de R?
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Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

Rela_(;ﬁef dfa
Equivaléncia EXerClICiO.
e Seja R={(a,b) € Z? | a= b (mod 5)} uma relacio em
Z.

e Esta é uma relagdo de equivaléncia?

e Quais sdo os pares de R?
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Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

Relagdes de

Equivaléncia EXerCICiO,

e Seja A o conjunto de todas as palavras da lingua
portuguesa.

e Seja R ={(a,b) € A2 | a e b tém o mesmo tamanho}
e Esta é uma relagdo de equivaléncia?

e Quais sdo os pares de R?
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Relagdes

Relacoes de Equivaléncia

Relagdes de

qpuielac Exercicio.
e Seja A=1{1,2,3,4,56}
e Seja R={(a,b) € A? | (a | b)}
e Esta é uma relagdo de equivaléncia?

e Quais sdo os pares de R?
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Relacoes de Equivaléncia

Exercicio.
e Seja A o conjunto de todas as pessoas do mundo.
e Seja R = {(a, b) € A? | a conhece b}
e Esta é uma relacdo de equivaléncia?
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia

e A classe de equivaléncia de Carlinhos Brown com respeito
a Rumusica € 0 conjunto {Carlinhos Brown, Timbalada}.
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Relagdes

Classes de Equivaléncia

Relagdes de
Equivaléncia

e A classe de equivaléncia de Carlinhos Brown com respeito
a Rumusica € 0 conjunto {Carlinhos Brown, Timbalada}.

e A classe de equivaléncia de um elemento é o conjunto dos
elementos com os quais ele estd relacionado.
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Relagdes

Classes de Equivaléncia

Relagdes de
Equivaléncia

¢ Notacao:
[Carlinhos Brown]g,,,... = {Carlinhos Brown, Timbalada}.

e Da mesma forma, podemos dizer também
[Timbalada]g,,,.., = {Carlinhos Brown, Timbalada}.
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Relagdes

Classes de Equivaléncia

Relagdes de
Equivaléncia

Exercicio.
e Quem ¢ [Chitdozinho e Xorord]g,, .7

e Quem ¢é [Marisa Monte|g,,,...?
e Quem é [Zezé di Camargo e Luciano]g,,,...?
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia

Definic3o.
e Seja R uma relac3o de equivaléncia em A.

e O conjunto com os elementos relacionados com a€ A é a
classe de equivaléncia de a.

e [alr = {s ] (a,s) € R}.
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia

Definic3o.
e Seja R uma relac3o de equivaléncia em A.

e O conjunto com os elementos relacionados com a€ A é a
classe de equivaléncia de a.

* [a]r = {s|(a;s) € R}.

e Exemplo.
[Roberto Carlos]g,,,... = {s | (Roberto Carlos, s) € R}.

86



Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia

Definic3o.

e Seja R uma relagdo de equivaléncia em A.

O conjunto com os elementos relacionados com a € A é a
classe de equivaléncia de a.

[alr = {s](a:s) R}
Exemplo.
[Roberto Carlos]g,,,... = {s | (Roberto Carlos, s) € R}.

e Ou seja,
[Roberto Carlos]g,,,..., = {Roberto Carlos, Marisa Monte,
Chico Buarque}.

86



Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia

Definic3o.
e Qualquer elemento b € [a]g é um representante desta
classe.
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Relagdes

Classes de Equivaléncia

Definic3o.
Relagdes de ,
Equivaléncia  Qualquer elemento b € [a]r é um representante desta
classe.
e Exemplo.

Roberto Carlos é um representante da classe [Marisa Monte]g,,,....-
Roberto Carlos é um representante da classe [Roberto Carlos]g,,...-
Marisa Monte é uma representante da classe [Marisa Monte]g,,....

Marisa Monte é uma representante da classe [Chico Buarque]g,,,...
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia

Exercicio.

e Seja A o conjunto dos clubes de futebol das séries A, B, C
e D.

e Seja R = {(x,y) € A% | x joga na mesma divisdo que y}.
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia

Exercicio.

Seja A o conjunto dos clubes de futebol das séries A, B, C
e D.

Seja R = {(x,y) € A? | x joga na mesma divisio que y}.
Quem ¢é [Sport]|g?

Quem é [Santa Cruz|g?

Quem é [N&utico]g?

O Cruzeiro é um representante de [N3utico|g?

O Santa Cruz é um representante de [N&utico]g?

O Nautico é um representante de [Cruzeiro|g?
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Relagdes

Relagdes e
suas
Propriedades

Fechos
(Closures)

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia e Particoes

e Vamos rever os pares de Rpyysica-
e {(Roberto Carlos, Roberto Carlos),(Marisa Monte, Marisa Monte),

(Chico Buarque, Chico Buarque),(Carlinhos Brown, Carlinhos Brown),
Timbalada, Timbalada),

Zezé di Camargo e Luciano, Zezé di Camargo e Luciano),
Chit3ozinho e Xorord, Chitdozinho e Xorord),

Roberto Carlos, Marisa Monte),

Marisa Monte, Roberto Carlos),

Roberto Carlos, Chico Buarque),

(

(

(

(

(

(

(Chico Buarque, Roberto Carlos),
(Marisa Monte, Chico Buarque),
(Chico Buarque, Marisa Monte),
(Carlinhos Brown, Timbalada),
(Timbalada, Carlinhos Brown),
(Zezé di Camargo e Luciano, Chit3ozinho e Xorord),
(Chit3ozinho e Xororé, Zezé di Camargo e Luciano)}
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Relagdes

Classes de Equivaléncia e Particoes

RelacBes de e Claramente, eles dividem o conjunto dos miusicos em
Equivaléncia .~
particoes.
e A = {Roberto Carlos, Marisa Monte, Chico Buarque,
e Atencdo: Rpusica divide o conjunto A (de mdsicos) em
particdes. Nao confunda: Rpusica € a relacdo em A.
Rumusica € A sao conjuntos distintos.
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Relagdes

Classes de Equivaléncia e Particoes

Relagdes de
Equivaléncia Deflnlgﬁo
e Uma particdo de um conjunto S € uma colecdo de
subconjuntos A1, Az, As, ..., A,, onde:
o Ai#0D
e AiNA; = 0, parai#j
° U7=1 A,‘ = 5
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Relagdes
Classes de Equivaléncia e Particoes

Relagdes e
suas

Propriedades

Fechos
(Closures)

Relagdes de EXem pIO
SR e Para o conjunto A de misicos, temos
A1 = {Roberto Carlos, Marisa Monte, Chico Buarque},
Az = {Carlinhos Brown, Timbalada} e
Az = {Zezé di Camargo e Luciano, Chitdozinho e Xororé},
onde:
o (A #0) A (A#0D) A (As#0)
° (AlﬂAz = @) AN (A10A3 = [Z))/\ (AzﬂA3 = @)
[ UA, = A1UA2UA3 = A
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Classes de Equivaléncia

Exercicio.

e Seja A o conjunto dos clubes de futebol das séries A, B, C
e D.

e Seja R = {(x,y) € A? | x joga na mesma divisio que y}.

e Quais sdo as particoes de A?
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Relacoes de Equivaléncia

Exercicio.

e Seja R={(a,b) € Z? | a= b (mod 5)} uma relacio em
Z.

e Quais s3o as particdes de Z?
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Relagdes

Relagdes de
Equivaléncia

Exercicios recomendados

Secdo 8.5
e Fazer no minimo do 1 ao 46.

e Discrete Mathematics and Its Applications
Kenneth Rosen, 6a edicdo
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