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Resumo: O presente trabalho tem como objetivo
computar  as  Medidas  de  Tendência  Central  média,
mediana  e  moda  e  as  Medidas  de  Dispersão
amplitude,  variância,  desvio  padrão,  coeficiente  de
variação,  covariância  e  coeficiente  de  correlação  a
nível  intervalar. Para isso utiliza-se a biblioteca  de
operações  aritméticas  intervalares  (+,  -,  *,  /)
desenvolvida no ambiente de programação Java [2].

Palavras-chave: indicadores  estatísticos,
matemática  intervalar,  Java,  aritmética  de  exatidão
máxima.

Introdução
Uma forma de se considerar não somente os

erros  numéricos,  mas  também  os  erros  aleatórios
inerentes  aos  valores  x 1 ,..., x n  e  1y  ,..., ny é

considerar  que,  para  i =  1,..,n e    j  =1,...,n,  ix  ∈

],[ ii xx  e jy  ],[ jj
yy∈ .  Neste caso, consideram-

se os dados de entrada (as amostras) { x 1 ,..., x n },

x 1 1Χ∈ ,  ..., x n nΧ∈ ,  ou  seja,  domínios

intervalares  onde   1Χ = ],[ 11 xx ,  ...  ,     nΧ  =  

],[ nn xx .

Nestas  situações,  para  diferentes  valores
possíveis  ix  ∈  iΧ ,  obtém-se diferentes valores da
média  me,  moda  mo,  mediana  md,  amplitude  am,
variância va, desvio padrão dp, coeficiente de variação
cv, covariância co e coeficiente de correlação cc.

Considerando  que  os  dados  de  entrada  são
valores  intervalares,  deseja-se  conhecer  quais são  os
intervalos  média  intervalar  MEv,  mediana  intervalar
MDv,  moda  intervalar  MOv,  variância  intervalar
VAv, desvio  padrão  intervalar  DPv,  coeficiente  de
variação  intervalar  CVv,  covariância  intervalar  Cov,
coeficiente de correlação intervalar  CCv  e amplitude

intervalar  AMv dos  possíveis  valores  da  média  me,
moda mo, mediana md, variância va, desvio padrão dp,
coeficiente de variação  cv, covariância  co, coeficiente
de correlação cc e amplitude am.

As definições dos indicadores média interva-
lar, moda intervalar, variância intervalar e desvio pa-
drão intervalar foram retiradas de Campos e Faria [1],
os indicadores covariância intervalar e coeficiente de
correlação intervalar foram pesquisadas em [7] e [5]. A
definição do indicador coeficiente de variação interva-
lar foi formulada por [4].
Exemplo 1. Sejam os valores reais {1; 2; 2; 4; 5} e {2;
3; 1; 4; 5} amostras aleatórias de uma população. Re-
presentando estes valores de forma intervalar, com pre-
cisão 210−=ε  temos como dados de entrada os valo-
res  intervalares  {[0:99;  1:01];  [1:99;  2:01];  [1:99;
2:01];  [3:99  ,  4,01],  [4.99,  5,01]}  e  {[1:99;  2:01];
[2:99; 3:01]; [0:99; 1:01]; [3:99; 4:01]; [4:99; 5:01]}.
Vamos considerar estes dados intervalares para exemp-
lificar os cálculos de cada indicador intervalar definido
a seguir.

As operações intervalares envolvidas nos con-
ceitos seguintes podem ser encontradas em Moore [5].

Os cálculos dos exemplos, de cada indicador
intervalar, foram realizados utilizando sistema de pon-
to flutuante F(10, 3, -10,10) com arredondamento dire-
cionado [3]. 

1. Média aritmética Intervalar
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Esta última expressão pode ser resolvida de duas for-
mas distintas:
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i) usando a multiplicação de um real por um in-
tervalo,  como 1/n > 0 não haverá alteração
nos limites do intervalo resultante e

ii) definindo o intervalo degenerado [1/n; 1/n] e
usando a multiplicação de intervalos. Em am-
bos os casos tem-se a

Definição 1.1. MÉDIA ARITMÉTICA INTERVA-
LAR

],[)](),([ memexmexmeMEv ii == .

Se for necessário um único valor para a média, calcular
o ponto médio do intervalo, usando 

2/)()( xxxm +=

Exemplo 2. Considerando os valores intervalares 1X
= [0,99;  1,01],  2X   =  [1,99;  2,01],  3X   =  [1,99;

2,01], 4X   = [3,99; 4,01] e 5X  = [4,99; 5,01], obte-
mos ME = [2,78; 2,82].

2. Mediana Intervalar
Primeiramente  deve-se ordenar  os  dados in-

tervalares de acordo com os seguintes casos:
• TODOS OS INTERVALOS DISJUNTOS: consi-

dera-se a ordem intervalar de Kulisch [3]:
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xxxxXX

ondeXXX n

≤∧≤⇔≤
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• TODOS OS INTERVALOS ENCAIXADOS: nes-
te caso, para a ordenação dos elementos,

considera-se a ordem de inclusão [3] :

2121)2()1(

 )()2()1(  ,...         

xxxxXX

ondeXXX n

≥∧≥⇔⊆

⊆⊆⊆

A mediana intervalar MD corresponderá ao intervalo
mediano. A posição deste intervalo é calculada como
em valores reais.
Definição 1.2. MEDIANA INTERVALAR

],[)](),([ memexmexmeMEv ii ==

3. Moda Intervalar
Define-se o intervalo modal por 

Definição 1.3. MODA INTERVALAR
Se existe um valor modal para os dados reais, então

],[}]{},{[ 11 momoxmoxmoMO iniiniv == ≤≤≤≤

Exemplo 3. Com os valores  1X  = [0,99; 1,01],  2X
= [1,99;  2,01],  3X   =  [1,99;  2,01],  4X   =  [3,99;

4,01]  e  5X  =  [4,99;  5,01],  obtemos  MO  =  [1,99;
2,01].

Exemplo 4. Com os valores intervalares 1X  = [1:99;

2:01], 2X  = [2:99; 3:01], 3X  =

[0:99; 1:01], 4X   = [3:99; 4:01] e 5X  = [4:99; 5:01],
não obtemos valor modal intervalar MO pois não exis-
te, para estes dados intervalares, intervalos repetidos.

4. Variância Intervalar
Temos que

],[],[],[ mexmexmemexxMEx iiiii −−=−=−
e

Então definimos a variância intervalar como
Definição 1.4. VARIÂNCIA INTERVALAR
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Exemplo 5.  Considerando os valores intervalares do
Exemplo 1 1X  = [0,99;  1,01],  2X   = [1,99;  2,01],

3X   =  [1,99;  2,01],  4X   =  [3,99;  4,01]  e  5X  =
[4,99; 5,01], obtemos ME = [2,78; 2,82] e VA = [2,08;
2,24].

5. Desvio Padrão Intervalar
Como o desvio padrão é a raiz quadrada posi-

tiva da variância, a obtenção da raiz quadrada de cada
limite do  intervalo  VA, fornecerá o  intervalo  desvio
padrão DP:
Definição 1.5. DESVIO PADRÃO INTERVALAR

],[],[ vavavavaVADPv ++=+==

Exemplo 6. Considerando o valor da variância interva-
lar, calculado no exemplo 4, VA = [2,08; 2,24] obte-
mos DP = [1,44; 1,50].

6. Coeficiente de Variação Intervalar
Definição 1.6. COEFICIENTE DE VARIAÇÃO IN-
TERVALAR 
Se ],[0 meme∉ ,  então

],[
1],[

],[
],[

],[
meme

dpdp
meme
dpdp
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DPcvcvCV

v

v
v ∗====

Exemplo 7. Considerando os mesmos valores interva-
lares do exemplo da variância intervalar, Exemplo 4, e
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o intervalo  do  desvio  padrão  intervalar  DP = [1,44;
1,50], calculado no Exemplo 5, obtemos ME = [2,78;
2,82] e CV = [0,51; 0,54].

7. Covariância Intervalar
Temos que: 

],[],[],[ XXXXX mexmexmemexxMEx iiiii −−=−=−
e

],[],[],[ YYYY meymeymemeyyMEy iiiiYi −−=−=−

onde  XME  é a média intervalar dos valores de X e

YME  a média intervalar dos valores de Y. Então, de-
finimos a covariância intervalar como:
Definição 1.7. COVARIÂNCIA INTERVALAR

))((
1

1],[
1

YX MEyiMEx
n

cocoCO i
n

iv −−
−

== ∑ =

Exemplo 8.  Neste caso precisamos de dois conjuntos
de dados intervalares. Consideramos os mesmos valo-
res intervalares do Exemplo 4 da variância intervalar

1X  = [0,99; 1,01], 2X   = [1,99; 2,01], 3X   = [1,99;

2,01], 4X   = [3,99; 4,01] e 5X  = [4,99; 5,01], 1.4.4,

e os seguintes dados intervalares 1Y  = [1,99; 2:01], 2Y
= [2,99; 3:01], 3Y  = [0,99; 1,01], 4Y  = [3,99; 4,01] e

5Y  = [4,99; 5,01]. Obtemos ME X  = [2,78; 2,82], ME

Y  = [2,98; 3,00] e CO = [1,74; 1,87].

8. Coeficiente de Correlação Intervalar
O coeficiente de correlação intervalar é defi-

nido da seguinte maneira:
Definição  1.8.  COEFICIENTE  DE  CORRELA-
ÇÃO INTERVALAR
Se YX DPDP∉0 então 
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(onde CO é covariância intervalar, DP X  o desvio pa-

drão intervalar dos valores de X e DP Y  o desvio pa-
drão intervalar dos valores de Y).
Exemplo 9. Considere os mesmos conjuntos de valo-
res intervalares do Exemplo 7 da covariância interva-
lar.  Obtemos os valores intervalares de CO = [1,74;
1,87], DP X  DP Y   = [2,02; 2,14] e CC = [0,81; 0,93].

9. Amplitude
Com os dados intervalares ordenados segundo

a ordem para intervalos  disjuntos  ""≤  ou intervalos
encaixados ""⊆  (Item 2.), considera-se :

• Mínimo Intervalar: 
],[}]{},{[ 11 mimixmixmiMI iniini == ≤≤≤≤

• Máximo Intervalar
],[}]{},{[ 11 momoxmoxmoMO iniini == ≤≤≤≤

Define-se a amplitude total intervalar como sendo:
Definição  3.4.  AMPLITUDE  TOTAL INTERVA-
LAR

mimase ma
mimase atatATv <

≥==
  ],mi - ,0[

  ],mi-ma ,mi-ma[],[ {
10. Medidas de Erro

Para  verificação  de  resultados  e  certificação
da  não  ocorrência  de  intervalos  superestimados
(intervalos  com amplitude  grande),  consideram-se  as
seguintes medidas de erros [7]:

i) | kx  –  m ( kΧ )|  <  ε,  m ( kΧ )  =
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,  se

kΧ∉0 , e realiza-se uma comparação com
os valores reais dos indicadores estatísticos
descritos acima.

Estudo de Caso
Como estudo de caso, vamos considerar o cál-

culo do IMC (Índice de Massa Corporal) intervalar dos
alunos do ensino fundamental de 5a. a 8a. série da es-
cola Nossa Senhora Imaculada Conceição, localizada
na cidade de Cachoeira do Sul, RS. 

O índice de Massa Corporal (IMC) é uma fór-
mula que indica se uma pessoa está acima do peso, se
está obeso ou com peso ideal considerado saudável. A
fórmula para calcular o Índice de Massa Corporal é:
IMC = peso/(altura)2.

Tabela 1.1: Idade, IMC Meninas e IMC Meninos. 

Considera-se o IMC da turma de 21 alunos da
5a. série da escola Imaculada Conceição.
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IMC  das  meninas:  {16.8786,  14.2687,  20.7834,
18.2961,  19.8179,  27.0258,  22.6562,  22.0711,
26.9127,  21.0517,  24.6094,  25.1095,  16.0697,
21.8146}.
Representação intervalar: {[16.874, 16.884],  [14.264,
14.274],  [20.778, 20.788], [18.291, 18.301], [19.813,
19.823],  [27.021, 27.031], [22.651, 22.661], [22.066,
22.076],  [26.908, 26.918], [21.047, 21.057], [24.604,
24.614], [25.104, 25.114], [16.065, 16.075],  [21.810,
21.820] }.

Para calcular os indicadores estatísticos cova-
riância e coeficiente de correlação precisa-se de dois
conjuntos de dados. Dessa forma, considera-se o IMC
dos meninos da 5a. série da mesma escola (e alguns
valores do IMC das meninas para completar o total de
valores  necessários):  {16.8786,  15.1506,  20.7834,
19.0342,  19.8179,  17.3469,  22.6562,  15.7342,
26.9127,  20.8889,  21.0517,  25.1095,  16.0697,
21.8146}. 

Representa-se estes valores em intervalos com
a  mesma  precisão  ±  =  0:005:  {[16.874,  16.884],
[15.146, 15.156], [20.778, 20.788], [19.029, 19.039],
[19.813, 19.823], [17.342, 17.352], [22.651, 22.661],
[15.729,  15.739],  [26.908,  26.918],[20.884,  20.894],
[21.047,  21.057],[25.104,  25.114],[16.065,  16.075],
[21.810, 21.820]}.

Na  Tabela  1.2  apresentam-se  os  resultados
dos indicadores estatísticos, reais e intervalares,
com IMC das meninas da 5a. série.

Na Tabela 1.3  apresenta-se os erros obtidos
ao calcular os indicadores estatísticos com valores in-
tervalares.

Tabela 1.2: Indicadores Estatísticos, dados com IMC reais (meninas
da 5a. série) e dados com IMC intervalares.

Tabela 1.3: Indicadores Estatísticos e erro relativo (meninas 5a. sé-
rie) .

Tabela 1.5: Indicadores Estatísticos e erro relativo (meninos 5a.sé-
rie).

IMC  dos  meninos:  {15.1506,  14.9515,
19.0342, 15.3739, 17.3469, 15.7342, 20.8889}. Repre-
sentação  intervalar:  {[15.146,  15.156],  [14.946,
14.956], [19.029, 19.039],  [15.369, 15.379], [17.342,
17.352], [15.729, 15.739], [20.884, 20.894] .

Para os indicadores estatísticos covariância e
coeficiente de correlação considera-se o IMC das me-
ninas da 5a. série da mesma escola: {16.8786,  4.2687,
20.7834, 18.2961, 19.8179, 27.0258, 22.6562}. Repre-
senta-se estes valores em intervalos com a mesma pre-
cisão ± = 0:005: {[16.874, 16.884], [14.264, 14.274],
[20.778,  20.788],[18.291,  18.301],  [19.813,  19.823],
[27.021, 27.031], [22.651, 22.661]}.
Na Tabela 1.4 apresentam-se os resultados dos indica-
dores estatísticos,  reais  e  intervalares,  com IMC dos
meninos da 5a. série. Na Tabela 1.5 apresentam-se os
erros  obtidos  ao  calcular  os  indicadores  estatísticos
com valores intervalares.
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Tabela 1.4: Indicadores Estatísticos, dados com IMC reais (meninos
da 5a. série) e dados com IMC intervalares.

Implementação
As operações intervalares aqui apresentadas,

foram implementadas  em linguagem de programação
Java. Para realizar tais operações foi desenvolvida uma
classe onde seus métodos recebem como entrada um
conjunto de intervalos e retornam como resultado um
intervalo  que  representa  a  resposta  da  respectiva
operação realizada. 

É importante ressaltar algumas peculiaridades
da implementação, tais como o cálculo da Covariância
e  do  Coeficiente  de  Correlação  Intervalar,  onde  a
entrada de dados para essas operações consiste em dois
conjuntos de intervalo.  No cálculo  da Mediana e da
Amplitude  Intervalar,  devemos  assumir  que  os
intervalos  pertencentes  ao  conjunto  de  entrada
enquadram-se em um dos casos de ordenação vistos no
Item  2.  No  cálculo  da  Moda  Intervalar,  quando  a
mesma não existir, será retornada uma saída nula.
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