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O que vimos na Ultima aula?

T [ —
-1 Diferenca dividida

-1 Diferenga simples



Diferenca Dividida (Definicdo 5.2)
I

Definicao 5.2: (Diferencas Divididas). Dada uma func¢do
f como em (5.1), definimos as diferencas divididas,

Jotxi)=f(xi), i=0,1,2,...,n.

Jroa(Xisy ,xf+gw-,-xf+;) ~Jfra(Xi, Xit1,ee Xitr-1)
Xi+r=-X;

ﬁ(xf.x;+1.---,xf+;)=

r=1,2,3,..., n.
i=0,1,2,...,(n—r).

Obs.: fi(x;, Xis1, .-, X;+r) lé-se diferenca dividida de ordem r, re-
lativa aos pontos x;, X+, . . ., Xity -



Diferenca Simples (Definicdio 5.4)
I

Definicao 5.4: (Diferengas Simples). Dada uma funcédo
f como em (5.1), por uma tabela de pontos eqiiidistantes, defini-
mos

Aof(xi)=f(xf)y i=0,1,2,...,n. f=1.2....n
Afxi)=A"" flxia) -8 fixy), 7O LE000,



E hoje?

Polindmio Interpolador de Newton

Polindmio Interpolador de Gregory-Newton



Teorema 5.2

]
Teorema 5.2 (usa diferencas divididas)

Sejam uma funcd@o f como em (5.1) e X # X
i=0,1,2,...,n (x pertence ao menor intervalo que contéem
os pontos Xp, X1, ..., Xn). Nestas condicdes, pode-se escrever

f(x)=2P,(x)+Z(x),onde
Pn(x)=f(x0) * (=X ) [ (X9, %1) T E~-Xa) (X-X2P ] Xy, K1, X2} F

+...+(x—JCn) (x-x;),..(x-xﬂ-,f)f(xa,Il,' .oy Xn) €

Sl =(a-2p) k=2 JE5X ) [0y Bpys o 5 Bnn Xl



Teorema 5.2 (Prova por indugdo)
—

1 n=1

Definicdo de diferencas divididas + Propriedade 3

f(x{},xhx) = f(xf,xu,x) = f(xn.-,l‘)-f(x;,xg)

X =X ]

logo f(xo.x)=f(x0,x)+(x-x;)f(x0,%x1,%) .

Por outro lado:

f(x0,x) = LCx) -fXx0)

X -Xy

Ou seja:

f(xx)zijﬂ) =flxo,x1)+ (x -If)f(xﬂ,xfax)




Teorema 5.2 (Prova por indugdo)
N

1 n=1 (continuacdo)

f(x)-fxo0) _

X -Xg f(xﬂ’x*’)"'(x'xf)f(xa,x;,x)

f(x)sfEe)+ @-2p) fep,x)+ (x=%p) (* =%1 ) fxo. x5%),

= Onde:
P1(x)=f(xo) + (x-x0)f(x0, x1)
R(x)=(x-x0)(x-x1)f00,%x1,%).



Teorema 5.2 (Prova por indugdo)
—

1 Se a proposicdo é verdadeira para (n-1), entdo é
verdadeira para n.

f)=Pn1(x)+R(x) =
=Fs) +{(x%=-%0) fog,%1) t5 . . F

+(JL'-IQ) (I-xj)---(x"xn-Z)f(xU:x];---:xn-a’)+

+(I-)Jg) (.I-JC}) ---(x"xn-f)f(xﬂ:xh-“: xn-f:x)'



Teorema 5.2 (Prova por indugdo)
N

1 Por outro lado:

f(xﬂ! x.f:.----:-xn :I) . f(xﬁnxﬂr 'x-l’!“‘?x"'fxx) -

= f(xﬂr xf:*;'axﬂ-f,x) 'f(xﬂaxﬂr xhu-;xn-f)
x -IH

1 Logo:

S (o5 X15000Xn1,X) =f(x0, X15.. . Xn) + (x-X0) f(X0, X1y X0, X ).

11 Conclui-se facilmente que:

f &)= Pn(x)+R(x).



Teorema 5.2 (Prova por indugdo)
N

1 Detalhes:

o1 Tomando o R(x), temos:

+(x-x0)(x-%1) ... (X-Xn-1)f(X0,X150005 Xn-1,%)

=1 Substituindo:
S 05 X15000Xp-1,X) =f (X0, X15..0Xn) + (X =% ) fi(x0, XlyeeXn, X ).
o Multiplicando:

(’Z/“C) | 2- z,) (r.-l'-l—\[ff'-.'z” . %a) 4-(*:"'“)1“ 1)}

[':I:.a 11":



Teorema 5.2 (Prova por indugdo)
N

-1 Detalhes (Continuagdo):

(’I.""a)( Z.‘I-) _..(1'.-'15;_:) _ _)[(tpiz'“_.. ‘lm..) +

+ (\L -Ly) ('[-'ii) (_'!-.{,"_,), (L-L.-J ’ 1[(1'9! tun«jlﬂqﬁ)

01 Estes eram os termos que faltavam pra completar:

S®)= Pu(x)+R(x).



Teorema 5.2 (Conclusco)
L

Como 2, € um polindmio de grau ndo superior a » e
R(x;)=0,i=0,1,2,... n (basta analisar suas expressdes),
conclui-se, sem maiores problemas, que -

pn(x£)=f(xf)s i=0,1, 2,..n

Ou seja, 2, é o polindmio interpolador de f relativamente
aos pontos xp, X7, . . ., X p.



Exemplo 5.4
—

Exemplo 5.4 - Determine a expressdo do polindmio interpo-
lador de f, conhecendo os valores tabelados a seguir, usando o
“método” de Newton, e, em seguida, o valor aproximado de 7(0,7).

X j ‘-I 0 2
Flen) |6 Lo 3

SOLUCAO

Neste caso, tem-se n =2, logo

P2(x)=f(xo) * (x-x0)f(xo,x1)+(x-x0) (x-x1)f(x0, x 1, %)



Exemplo 5.4
—

Pr(x)=6+(x-(-1))f(xo0,x1)+(x-(-1)) (x-0)f(x0, x1,%x3)=
=6+ (x+1)f(xo,x1)+(x°+x)f(xo, x1,%3).

Calculando as diferencas divididas, tem-se

i xi Jox) =fx) [fir(xixier) [2(X:i Xir1 X112
TS -5 2
| 0 | |
2 2 3
Portanto,

Pr(x)=6+@x+1)(-5)+(x"+x)2=6-5x-5+2x+2x
D,(x)=2x°-3x+1.



Exemplo 5.4

e
Entdo, |
f(0,7)r--«;z:2(0,7)=2x0,72-3x0,7+ 1=-0,12.



Polindmio Interpolador de Gregory-

Newton
.

Seja uma fungdo f como em (5.1), dada por uma tabela
de pontos eqiiidistantes. Neste caso, usando a expressdo de 2,

de Newton e a relagdo

. Fn) = A Jxo)

n! h”

f”(xG!‘x]J"'

podemos escrever

2, (x)=f(x0)+6-%x0) Al feo)+Ge-x0) (c-x1) A f(o) +eeet
1'h' 21h?

+(x—-xg) (x-x1) ---(x-xn-;)ﬁ”f(xg).
nlh”




Polindmio Interpolador de Gregory-

Newton
1 |
Vale observar que fazendo — -kx” =z, temos
Pu(x)=f(x0) *+zA fx0) +2(z-1) A2 f(x0) ++ve+
1! 2.4
n 43 . e
+Z(Z-f)---(z-ﬂ+f)rﬁf(fo)- | wys Db 4%
n !
7 Notar que: R N
V-, = - b, - %o 2.4 =X
A~ Xo - -, = f? e ke Z-%, 3 X~ 5
= %) - %= b = by~ ] vhzf
¥ L= lbé 2%,= h+Xo & A{cg__,) b kéﬁ
- - L(g""z')



Exemplo 5.5

Exemplo 5.5 - Determine, usando o “método” de Gregory-

-Newton, o valor aproximado de f (0,7 ) , conhecendo os valores
tabelados a seguir.

X i -1 0
SJxi) | 6 1 0

—

SOLUCAO:

Como a tabela € de pontos eqiidistantes com 2 =1 e n =2,
tem-se

Pa(x)=f(xo) +zA f(x0)+z(z-1) A f(x0),
]! 2

Onde,




Exemplo 5.5 (Cont.)
I

22(0,7)=6+1,7A" f(x0) + 1,7 (1,7-1) A* f(xo) .
2
Calculando as diferengas simples, tem-se

i ox  ANfx)=fe)  Afx)  Afixy)
0 -1 6 -5 4

i 0 1 -1

2 1

pz ( 0!7)= 6 - 8,5 o 1,1932

£(0,7) = 2>(0,7)=-0,12



Exemplo 5.5 (Cont.)
I

0 E se quiséssemos calcular P,(x)?

2'),(2) - ’F(f') L (I*qu) £>17[‘t Z.) 4 @»"‘9)(7‘5-'?:) AL-F(.‘LU)
11 L7 205 k2

= 6 +(L 1), (=5) + (x40 (x) .Y
&

= f=sfe=9 L da%a L

= .2,:,-2'-31:. + 1



Exemplo 5.6

Exemplo 5.6 - A equagio e + x = () possui uma raiz real
no intervalo [-1; 0]. Determine-a usando trés pontos deste interva-
lo e fazendo uso da interpolagdo inversa.

SOLUCAO

Tem-se neste problema uma situagdo onde a imagem € co-
nhecida (na raiz, toda fungdo vale zero). Portanto, 0 que se quer
determinar € o x (variavel independente) tal que

fx)=e"+ x=0.

Trata-se entdo de um problema “inverso”.
Como no intervalo [-1; 0 ] esta fung@o € sempre crescente
(verifique), dai inversivel, trabalha-se com sua inversa, buscando-

se 71 (0).



Exemplo 5.6 (continagdo)
-

Logo, a tabela
x; | -1 -05 0 xi=f(e) | -0632 0,107 1

i) | -0,632 0,107 1
f(x)l fj(xi)=xi| -1 -0,5 0
sera transformada em

- Conseqiientemente, usando o método de Newton, calcula-
mos 2:0) =~ f~(0).

Calculando as diferencas divididas, temos

in f]f)(xf) = f(x) ff} (3 Xyl f{?.(xi,xfﬂ,xﬁz)
- 0,632 -1 0,677 - 0,072
0,107 - 0,5 0,560
1 0

N — O~




Exemplo 5.6 (continuagdo)
I

P2(0)=-1+(0+0,632) (0,677) +
+(0+0,632) (0 -0,107) (-0,072) =

=-1+0,428 + 0,005 =- 0,567.

Logo, o valor aproximado da raiz procurada, vem a ser
- 0,567. Vale observar que f(-0,567)=0,0002 .
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