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e Qual € a formula para a soma dos primeiros n
inteiros impares positivos?

e Observando os resultados para um n pequeno,
encontra-se um resultado n?

* E necessario provar que essa suposi¢ao €
verdadeira.

e Inducao matematica € uma ferramenta importante
para provar assertivas como essa.
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e Inducdo matematica € usada para provar
resultados em uma grande variedade de
objetos discretos

— Complexidade de algoritmos

— Corretude de alguns tipos de programas de
computador

— Teoremas sobre grafos e arvores

— E uma grande quantidade de inequacoes
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e Seja P(n)um predicado definido para os inteiros n, € seja
n, um inteiro fixo.

Suponha que as duas afirmagdes seguintes sejam
verdadeiras:

1. P(n,) é Verdadeira (V).
2. Para todos inteiros k =n,, se P(k) € V entdo P(k +1) € V.

»  Logo, a afirmagao para todos inteiros n=>n,, P(n) é V.

P(n)
M- AR

Ng Inteiros
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e A prova por indu¢cdo matematica de que P(n) é
verdadeira para todo inteiro n consiste de dois
passos

Passo base

A proposicao P(1) € verdadeira

Passo indutivo
A 1mplicacao P(k)—P(k+1) € verdadeira para
todos os inteiros positivos k.
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Este principio pode ser expresso pela seguinte regra de inferéncia:

[P(ng) AVE(P(k) — P(k+ 1))] — vnP(n).

P(n)
A
g
Ping Py Plno) P(k) P(k+1) Inteiros

- o £ = o E

Numa prova por indugao matematica nao € assumido que P(k) é
verdadeiro para todos os inteiros. E mostrado que se for assumido
que P(k) € verdadeiro, entdao P(k +1) também € verdadeiro.
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Prove que para todos inteiros n>1,

n(n—4+ 1)
2

Prova por inducao matematica

14+2+4+...4+4n=

Passo Base
P(1),parany=1,tem-se [ = I(I+1)/)2 =1
A formula € verdadeira para n,=1

Passo Indutivo

se a formula € verdadeira para n = k entdo deve ser
verdadeira para n=k+1, ou seja, P(k) — P(k +1).
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Supondo que a formula € verdadeira para n=k

k(k+ 1
P(k):l—|—2—|—”+—|—k‘.= ( ;_ ) para algum inteiro k > 1.

Deve-se mostrar que

(k+1)(k+2)
2

Plh4-1Y 11 £ 2 o 0B L 1)=
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(k41
14+424...+k4+(k+1) = ( ;_ )—I—(ﬁs—l—l)

_ k(k+1) n 2(k+ 1)
o 2 2
k2 +3k+2
2
(k+ 1)(k+2)
D
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Prove que para todos inteiros n=0,

n(n 4+ 2)

8 L, ” i L, (i = >

Passo Base
P(0), para ny=0, tem-se 0 = 0(0+2)/2 = 0
A formula € verdadeira para n,=0

Passo Indutivo

se a formula € verdadeira para n = k entdo deve ser
verdadeira para n=k+1, ou seja, P(k) — P(k +1).
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Supondo que a formula € verdadeira para n=k

k(k+2)  k?+ 2k

P(k):0 24+...+ k=
(k) 0+ 142+ + - -

Deve-se mostrar que

(k+1)(k+3) k?+4k+3

P(k+1):04+14+2+...4+(k+1) = 5 5
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k2 1+ 2k
T2 )
k2 +2k+2(k+1)
2
k2 4 4k + 2
2

O+14+24+...+k+(k+1)

Assim, ndo foi possivel derivar a conclusdo a partir da
hipotese. Isto significa que o predicado original € falso.
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r—1

n
Prove que P(n): ) r*=
i=0
para todos inteiros n=0 e para todos numeros reais r, r # 1.

Passo Base
P(0), para n,=0, tem-se r'=1=(r'*1-1)/r-1)=(r-1)/(r-1)=1

A formula € verdadeira para n,=0

Passo Indutivo

se a formula € verdadeira para n = k entdo deve ser
verdadeira para n=k+1, ou seja, P(k) = P(k +1).
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Supondo que a formula € verdadeira para n=k

; : k1
P(A) ' Zfb:O 7*3' — 7 - | 1 parak > 0

Deve-se mostrar que

3 : a2
P(k+1): Sty rt = 0
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k
Z r ] _|_ ,_)Ji.'—l—l

1=0
AT e + rRt1
r—1
rkt1 _1q _.I,Ji-'-l-l(_r — 1)
r—1 r—1
,.},,L'r—l—l — 1 =& __I.Ji.'—|—2 . ,I.?k—l—l
,}.Jf—l—Q 1

r—1
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Prove que P(n): 22" — 1 é divisivel por 3, paran>1.

Passo Base

P(1), paran,=1, tem-se 221-1=22-1=4-1=3 que é
divisivel por 3

Passo Indutivo

se a formula € verdadeira para n = k entdo deve ser
verdadeira para n=k+1, ou seja, P(k) = P(k +1).
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Supondo que a formula € verdadeira para n=k

P(k) : 22k — 1 é divisivel por 3

Deve-se mostrar que

P(k + 1) : 22(k+1) _ 1 & divisivel por 3




22,&
22,&

— Exemplo 4

Py |
L (34+1)-1

- 3

+

que é divisivel por 3. /
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Prove que

para n=0.

Passo Base
P(0), para n,=0, tem-se 20= ] = 20+1-] = 21-] = 2-] = |

Passo Indutivo

se a formula € verdadeira para n = k entdo deve ser
verdadeira para n=k+1, ou seja, P(k) = P(k +1).
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Supondo que a formula € verdadeira para n=k

P(k): 29421 4224 . 4 2oF=2krl _1

Deve-se mostrar que

Pk+1):20421 4224 4 oktl =ok+t2_
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2042t 4224 ok ohtl —

(zﬁir—l—l - 1) + th—l—l
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Prove que P(n) : Hon > 1+ g para n=>0.

H ; representa o numero harmaénico e € definido por:
1 1 1
iH; = 14—ttt
J + 5 + 3 i ;
Passo Base
P(0), parany=0,tem-se Hl=H, =1 >14+0/2 = ]

Passo Indutivo

se a formula € verdadeira para n = k entdo deve ser
verdadeira para n=k+1, ou seja, P(k) = P(k +1).
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Supondo que a formula € verdadeira para n=k
P(k) : Hyp > 14X
Deve-se mostrar que

P(k+1): Hypqpq > 1+ 541
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= St et = et

- 2 3 T2k T2k 1 T 2k4 2 77T Dkt
[Definicao de numero harmonico.]

I —

_ 2 ok + 1 Sk 19 T k+1

[Definicao de numero harmonico.]

> (145) 400, 1
il +§ _I_ '2;6_1_1

[Hipotese indutiva e existem 2% termos, cada um pelo menos 1/2F+1 ]

Y pd k+ 1
> (l-l-z)-l-2 > 14+ -
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Dada a seqii€ncia a, a,, a;, ... definida como
a1l — 2
ap. = bap_1,k>2

Prove que a, =2x5™1 para n>1

Passo Base
P(1), parany=1I,tem-se a,=2 = 2x5""1 =2x1 = 2

Passo Indutivo

se a formula € verdadeira para n = k entao deve ser
verdadeira para n=k+1, ou seja, P(k) — P(k +1).
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Supondo que a formula € verdadeira para n=k

P(k):a, =251

Deve-se mostrar que

P(k; _l_ 1) : Ap4+1 — 2 - S(k_l_l)_l — . 5"EI




% A Pt EXGmPIO 7

|
NN O 01O

af41 "O(k41)-1
-ay,

(2.5
(5.5
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Prove que P(n): n> —n édivisivel por 3  para n>1.

Passo Base
P(1), para n,=1, tem-se I°-1 = 1-1=0 que € divisivel por 3.

Passo Indutivo

se a formula € verdadeira para n = k entdo deve ser
verdadeira para n=k+1, ou seja, P(k) = P(k +1).
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Supondo que a formula € verdadeira para n=k

P(k): k3 — k é divisivel por 3

Deve-se mostrar que

P(k+1): (k+ 1)3 — (k+ 1) édivisivel por 3




" Exemplo &

(k+1)° - (k+1)=
(k°+3k°+3k+1) - (k+1) =

(k3 — k)| +[3(k% + k)

N~

que € divisivel por 3.
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Os passos para mostrar que o proposicao P(n) €
verdadeiro para todos os inteiros positivos zn sao:

Passo Base
A proposi¢ao P(1) € verdadeira

Passo Indutivo
[P(I)AP(2) A... AP(k)] = P(k+1) é verdadeira para
todo inteiro positivo k

Inducao matematica forte é conhecida também como o
segundo principio da indu¢ciao matematica

As duas formas de inducao matematica sao equivalentes




B Exemplo

Considerando a seqiiéncia definida por

oy =1
] = 2
&-n — —_I:un_l == —_I:un_z

Deseja-se mostrar, usando o segundo principio da inducao,
que a, = 2", para qualquer neN,.

S={n€lNp: a, =2"}.
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Passo Base
P(0), para n,=0, tem-se a,=1I = 2°.

Passo Indutivo

Seja keS e admite-se que para todo £ tal que 0 <t <k, se
tem a, = 2' (pode-se supor que k=1, porque para k = 1 tem-
sea; =2 =2! ouseja, I€S).

Deseja-se provar que k+1 €S.
Como k21, entdo a; = 2¥ e a;_, = 2+ 1.

Assim sendo,
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(lef_|_1 = -—'1{1;; S ilﬂ,rt._l
— 4.2 — 4251
— 2;;.'.2 . 2:21'—"1

— 212 1)
_ 2;‘14_11

Assim, k+1 € S.
Usando o segundo principio da inducao, tem-se que S = N,,.
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 Principio:
— Seja S um conjunto de um ou mais numeros
inteiros que sao maiores que um dado inteiro

fixo. Entdo S tem um elemento que € menor de
todos.

— Todo conjunto ndo-negativo de inteiros possui
um elemento que € o menos de todos.
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Sejam m € INg = INU{0O}, IN,,, ={l €Ny : [ > m}

e S um subconjunto de IN,, tal que:
(i) m e S;

(ii) ke S=k+1€S8, para qualquer k € IN,,.

Entao, S = IN,,.
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* Demonstracao
— Com vista a um absurdo, admitamos que S #N,,.

— Sabendo que S ©N,,, entaio A =N, — S € um
subconjunto ndo vazio de N,,.

— Atendendo ao principio da boa ordena¢ao A possui um
primeiro elemento £. Como ¢ € N,,,, entdo t=2m.

— Mas por (i), me Secomot £ S, entdo t > m.

— Assim, t—=12m, 1sto €,t—1 € N,,.

— Porque ¢ € o primeiro elemento de A, t—1 £ A, entao
t-1 € 8S.

— Assim, por (i1), se [(t—1) € S] entdo [t = (t -1)+1 € §],
0 que € uma contradi¢ao.

— Portanto, S =N,,,.




