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Divisibilidade de inteiros

Sejam a e b dois inteiros. 
Dizemos que a divide b, a é um divisor de b ou b é 
um múltiplo de a se existe um inteiro m tal que 
b=am.

Na notação: a|b.

Se a  b, e a>0, então é possível dividir b por a com 
resto.
O resto da divisão é um inteiro que satisfaz 0≤≤≤≤r<a. 
Se o quociente da divisão com resto é q, então

b = aq + r



Exemplos



Números Primos

Um inteiro p>1 é chamado um número primo
se ele não é divisível por qualquer inteiro 
diferente de 1, -1, p e -p.

Uma outra maneira de dizer isso é que um 
inteiro p>1 é um primo se ele não pode ser 
escrito como o produto de dois inteiros 
positivos menores que ele.



Números Primos

Um inteiro n>1 que não é um primo é 
chamado composto (o número 1 não é 
considerado nem primo, nem composto).

Por conseguinte, 2, 3, 5, 7 e 11 são primos, 
mas 4=2×2, 6=2×3, 8=2×4, 9=3×3 e 10=2×5 
não são primos.





Código de barras dos primos até 1000

Por que estamos interessados nos número primos?

Como será visto no próximo teorema, os primos são, em um
sentido multiplicativo, as peças fundamentais dos inteiros. 



Fatoração em Primos

Teorema Todo inteiro positivo pode ser 
escrito como o produto de primos, e essa 
fatoração é única a menos da ordem dos 
fatores primos.

Esse teorema é conhecido também como o “Teorema 
Fundamental da Teoria dos Números”.



Fatoração em Primos

• Por exemplo,
– Se p é primo, então p|60, pois
– 60 = 6××××10
– p|6 (p=2 ou 3) ou p|10 (p=2 ou 5)
– Assim, p = 2, 3 ou 5



Como encontrar a fatoração de um número

6 = 2×3
3 = 3
24 = 2×2×2×3 (=2×2×3×2=2×3×2×2= 3×2×2×2)

A unicidade do teorema pode ser expressa mais 
precisamente através do uso de expoentes na forma:



Prova por contradição

Teorema O número        é irracional

Prova



Teorema
Se n é um número composto, então n possui 
um divisor primo menor ou igual a n½.

Desse teorema é possível extrair a seguinte informação:
um inteiro é primo se ele não é divisível por nenhum 

primo menor ou igual a sua raiz quadrada



Exemplo

Mostre que 101 é primo.

Os únicos primos que são menores ou iguais a 
101½ são: 2, 3, 5 e 7.

E como 101 não é divisível por 2, 3, 5, ou 7, 
pode-se afirmar que 101 é primo.



Infinitude dos Números Primos

Existem duas possibilidades: 
– Existe um número finito de primos
– Existe um número infinito de primos

Assumindo que existe um número finito, k.
Os k primos são p1,p2,p3,...,pk e n= p1×p2× p3×...× pk+1
n é divisível por um dos primos, pi e 
pela definição de divisibilidade  p1×p2× p3×...× pk é também 
divisível por pi
Assim,
pi| (p1×p2× p3×...× pk+1) e pi| (p1×p2× p3×...× pk), então pi|1.
O que não é possível, assim nossa hipótese leva a uma 
contradição.



The Sieve of Eratosthenes

É possível encontrar os primos menores do 
que um número pré-determinado.

2   3  4  5  6  7  8  9  10 11 12 13 14 15 16 17 18 
19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 
36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50



Máximo Divisor Comum

• Como decidir se um dado número é ou não um 
primo? 

• Como encontrar a fatoração prima de um número?

• A chave para uma teoria dos números algorítmica 
mais avançada é um algoritmo que computa o 
máximo divisor comum de dois inteiros positivos a
e b.
– Isso é definido como o maior inteiro positivo que é um 

divisor de ambos.



Máximo Divisor Comum

O máximo divisor comum de a e b é representado 
por mdc(a,b).

Diz-se que dois inteiros são primos entre si se seu máximo 
divisor comum for 1.

É conveniente também definir que mdc(a,0)=a, para todo a≥0.



Mínimo Múltiplo Comum

É o menor inteiro positivo que é um múltiplo de 
ambos os inteiros, e representado por mmc(a,b)



Máximo Divisor Comum

O máximo divisor comum de dois inteiros positivos 
pode ser encontrado um tanto facilmente usando-se 
as suas fatorações primas.

– Observa-se os fatores primos comuns,eleve-os à menor 
dos dois expoentes, e tome o produto dessas potências 
de primos.

300 = 22×3 ×52

18   = 2 ×32

Portanto o mdc(300,18) = 2×3 = 6

O problema com esse método é que é muito difícil encontrar 
a fatoração prima de grandes inteiros.



O algoritmo Euclidiano

Suponha que nos são dados dois inteiros positivos a
e b, e desejamos achar seu máximo divisor comum. 
Os seguintes passos devem ser realizados:



O algoritmo Euclidiano



O algoritmo Euclidiano

Lema

Seja a=bq+r, 
sabendo que a, b, q e r são inteiros.
Então mdc(a,b) = mdc(b,r).


