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eeeee Divisibilidade de inteiros
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Sejam a e b dois inteiros.
Dizemos que a divide b, a é um divisor de b ou b é
um maultiplo de a se existe um inteiro m tal que
b=am.

Na notagao: alb.

Se ath, e a>0, entdo é possivel dividir b por a com
resto.

O resto da divisdo € um inteiro que satisfaz 0<r<a.

Se o quociente da divisdo com resto € g, entao
b=aq+r




2 i Exemplos

O que significa para a, se (a) 2|a; (b) 2 1 a: (c) 0|a.

Prove que

(a) se alb e b|c entao alc;

(b) se alb e alc entdao alb + c e alb — ¢;



e Numeros Primos

Um inteiro p>1 € chamado um nitmero primo
se ele ndo € divisivel por qualquer inteiro
diferente de 1, -1, p ¢ -p.

Uma outra maneira de dizer 1sso € que um
inteiro p>1 € um primo se ele nao pode ser
escrito como o produto de dois inteiros
positivos menores que ele.




eeeee Numeros Primos
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Um inteiro n>1 que nao € um primo €
chamado composto (0 numero 1 nao €
considerado nem primo, nem composto).

Por conseguinte, 2, 3, 5, 7 € 11 sdo primos,
mas 4=2X2, 6=2x3, 8=2x4, 9=3%x3 e 10=2%5
nao sao primos.
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4 <. . Codigo de barras dos primos até 1000

200 400 600 800 1000

Por que estamos interessados nos numero primos?

Como sera visto no proximo teorema, 0s primos sao, em um
sentido multiplicativo, as pegas fundamentais dos inteiros.



e Fatoracdo em Primos

Teorema Todo inteiro positivo pode ser
escrito como o produto de primos, e essa
fatoragdo é unica a menos da ordem dos
fatores primos.

Esse teorema € conhecido também como o “Teorema
Fundamental da Teoria dos Numeros”.




e Fatoracdo em Primos

e Por exemplo,
— Se p € primo, entao pl60, pois
—60=6x10
— pl6 (p=2 ou 3) ou pl10 (p=2 ou 5)
— Assim,p=2,30ul




< Como encontrar a fatoracado de um numero
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6 =2X3
3=13

24 = 2X2X2X3 (=2X2X3X2=2X3X2X2= 3X2X2X2)

A unicidade do teorema pode ser expressa mais
precisamente através do uso de expoentes na forma:

I e s L
N=prPryPs - Pr
sabendo que p, < p, <--< p,




B .. Prova por contradigao

Teorema O niumero V2 é irracional

Prova
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Teorema

Se n € um numero composto, entdo n possui
um divisor primo menor ou igual a n”2.

Desse teorema € possivel extrair a seguinte informacao:

um inteiro é primo se ele ndo é divisivel por nenhum
primo menor ou igual a sua raiz quadrada




eeeee Exemplo
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Mostre que 101 € primo.

Os unicos primos que sao menores ou 1guais a
1012s30:2,3,5¢e 7.

E como 101 ndo € divisivel por 2, 3, 5, ou 7,
pode-se afirmar que 101 € primo.




£ ..  Infinitude dos Niimeros Primos

Existem duas possibilidades:
— Existe um numero finito de primos
— Existe um nimero infinito de primos

Assumindo que existe um namero finito, k.
Os k primos S0 p;,Ps,P 3P € B= P XPoXP3 X XD+
n € divisivel por um dos primos, p, €

pela definicao de divisibilidade p,;xp,xp;X..xp, €é também
divisivel por p;

Assim,

pil (P XpXpsX..xp+1)epl (p,Xp,XpsX..Xp,), entdo p;l1.

O que ndo € possivel, assim nossa hipotese leva a uma
contradi¢ao.




I The Sieve of Eratosthenes

E possivel encontrar os primos menores do
que um numero pré-determinado.

QX567 89 WILYRIZMI5161718
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Maximo Divisor Comum
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e Como decidir se um dado numero € ou nao um
primo?

e Como encontrar a fatoracdao prima de um numero?

e A chave para uma teoria dos numeros algoritmica
mais avancada € um algoritmo que computa o
mdximo divisor comum de dois inteiros positivos a
e b.

— Isso € definido como o maior inteiro positivo que € um
divisor de ambos.
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O maximo divisor comum de a e b é representado
por mdc(a,b).

mdc(1,6) =1, mdc(2,6) = 2, mdc(3,6) = 3,

mdc(4,6) = 2, mdc(5,6) = 1, mdc(6,6) = 6.
Diz-se que dois inteiros sao primos entre si s€ seu mMaximo
divisor comum for 1.

E conveniente também definir que mdc(a,0)=a, para todo a=0.




eeeee Minimo Multiplo Comum
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E 0 menor inteiro positivo que € um multiplo de
ambos os inteiros, e representado por mmc(a,b)

mmc(1,6) = 6, mmc(2,6) = 6, mmc(3,6) = 6,

mmc(4,6) =12, mme(5,6) = 30, mmc(6,6) = 6



B, Maximo Divisor Comum

O maximo divisor comum de dois inteiros positivos
pode ser encontrado um tanto facilmente usando-se
as suas fatoragdes primas.

— Observa-se os fatores pI'll’IlOS comuns, eleve-0s a menor

. A
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O problema com esse método é que é muito dificil encontrar
a fatoracao prima de grandes inteiros.

300 =[29%3 [x52
18 =2 X33

Portanto o mdc(300,18) =2x3 =6




O algoritmo Euclidiano

o informati
. *informatica
Urpe AT

Suponha que nos sdo dados dois inteiros positivos a
e b, e desejamos achar seu maximo divisor comum.

Os seguintes passos devem ser realizados:

1. Se @ > b entao trocamos a por b e vice-versa.

2. Se a > 0. dividimos b por a, para obter um resto r.

Substituimos b por r e retornamos ao passo 1.

3. Senao (se a = (), retornamos b como o m.d.c. e paramos.
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mdc(300,18) = mdc(12,18) = mde(12,6) = 6.

mdc(101, 100) mde(1,100) = 1.

mdc(89,55) = mdc(34,55) = mde(34,21) =
mdc(13,21) = mdc(13,8) =
mdc(5,8) = mdc(5,3) =
mdc(2,3) = mdc(2,1) = 1.



I O algoritmo Euclidiano

Seja a=bq+r,
sabendo que a, b, g e r sdo inteiros.
Entao mdc(a,b) = mdc(b,r).




