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ANOVA: Objectivos

OVerificar as condicoes de aplicabilidade de testes
de comparacao de médias;

OUtilizar ANOVA a um factor, a dois factores e
mais de dois factores e interpretar interaccgoes;
OUtilizar testes ndao paramétricos ANOVA em
ordens para testar diferencas de medianas;
OUtilizar e interpretar os resultados de técnicas
ANOVA multivariadas (MANOVA);

OUtilizar ANOVA de medicoes repetidas ou
emparelhadas e ANOVA mistos;

[ORealizar testes ANOVA emparelhados nao
parameétricos.
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TeSteS S Néo 2 Pa ra métrlcos I considera-se quase

sy . . N 1
[0 Os testes paramétricos consideram que a | i

distribuicdo da variavel é conhecida e as homogéneas
subpopulacdes com variancias semelhantes;

O Os testes ndo parameétricos nao impdem essa
condicao ainda que possam impor outras;
Bas varidveis nomeais podem ser reduzidas a binarias e logo

as frequéncias seguem distribuicbes binomiais, pelo que os
testes de proporcgdes sdo considerados ndo parameétricos;

Hos testes ndo paramétricos para variaveis continuas reduzem
normalmente as varidveis a escalas ordinais;

Mos testes paramétricos imp8em quase sempre uma
distribuicdo Normal da populacdo para as variaveis continuas;

Mos testes paramétricos sdo normalmente mais potentes mas
exigem a verificacdo do ajuste a Normal.

09-11-200¢ em amostras pequenas niio ¢ qtetfsticos
possivel verificar a normalidade

conseguem valores
de B menores para o
mesmo valor de a
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Distribuigéo Normal ou Gaussiana

O A distribuicdo continua mais comum, resultado
da aplicacao do Teorema do Limite Central:

B utiliza dois parametros p ou média e 02 > 0 ou
variancia e representa-se por N(u,02):

B a funcdo densidade de

probabilidade é dada por: f(x)=;€_(x'”)2/zgz
C o2z

W a f.d.p. € simétrica em

torno da média: Fu—x)= f(u+x), Vx>0
B como consequéncia da

simetria € unimodal: Moda = Mediana = u
B as caudas sdo infinitas e

assimptoticas relativamente ao eixo horizontal.
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Distribuicao Normal

CIsimetria: Probabilidade = 0,50 Probabilidade = 0,50
Oaumento da

variancia e da

média:

X
il
Média =
=Mediana

= Moda

\
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Verificacdo do Ajuste a Normal

O Teste ndao paramétrico de Ko/mogorov-Smirnov:

B teste mais potente e muito mais usado do que o teste
de ajustamento do Qui-quadrado de Pearson;

B apenas pode ser utilizado para testar o ajuste a
Normal, pelo que a as hipoteses consideradas sao:

HO X~ N(,u,(fz) semelhaljte aos gra’fﬁcos de
proporcdes normais

H1 X 4 Nu,o?)
B a estatistica do teste é baseada na diferenca porque
maxima entre as frequéncias acumuladas nos

distribuicdo para os mesmos valores; populagio

B a correccdo de Lilliefors deve ser usada quando os
parametros da distribuicdo sdo estimados da amostra.
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na pratica usa-se
quase sempre

normalmente nao

— A~ B se conhecem os
valores da variavel e as frequéncias da parimetros da

Verificacdo do Ajuste a Normal

O Teste ndo paramétrico de Shapiro-Wilk:

B apenas pode ser utilizado para testar o ajuste a
Normal, pelo que a as hipéteses consideradas sdo:

HO X~ N(,u,O'Z) constantes
conhecidas e

HI ;X ~ N(u,0%) calculadas

- - segundo a
W a estatistica do : distribuicio

@n valores
W= 1 Gt — pequenos
zn (JC- B )?)2 indicam fraco
=1\ ajuste a2 normal

B este teste é mais potente do que o teste de
Kolmogorov-Smirnov para amostras de dimensao

inferior a 30. < ] o SPSS produz
resultados para

este teste se n<51
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Teste de Homogeneidade de Variancias

O Teste de Levene
teste paramétrico pouco sensivel a falta de Normalidade

B pode ser usado para duas ou mais amostras, pelo que as

hipéteses a testar sdo: —

H ol=gl= =g2 soma das dimensoes
0- 01 202 2“' O das amostras para as

H,: 3_’/,]' 0; #0; vérias variaveis

B assim, a estatistica do teste é:

- (N_kzzf:;(z[_zl ~F(k-1,N-k)
(k_l)zlezizl (Z; _Zi)z

B existem versGes para variaveis com distribuicdo
aproximadamente normal (nesse caso Z é o médulo da
variavel original menos a média) e para ndo normais (usa-se
a mediana) ou para a existéncia de observacbes atipicas

(med iaa pa rada) o SPSS produz resultados
para média, mediana e

média aparada
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Igualdade de Médias de Populacoes Normais

SIM,ACHO QUE POSSD DIZER COM SESU - , v oo QUE ESTAS DUAS AMOSTRAS
' e DIFEREM.
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Igualdade de Médias de Populag6es Normais
O Sejam X, ,, . . ., X;p, € X545 - - ., X, ,,duas

amostras aleatorias independentes de
populagdes N(;,0,%) € N(, 05°),
respectivamente, entao:

B pelo que a estatistica de teste

para yi; = pyquando as 7, - (X, = X,)— (4~ 1) -~ N(0.1)

variancias sao conhecidas é: =
—2

0'12
—+

n.n
B no caso de variancias

desconhecidas mas ~, _ (X, = X,) = (4, — 1)

consideradas iguais 0 \/("1—1)Sf+(nz—1)S§ (1+

(hom,og_eneas) a n o+, —2 ",
estatistica do teste é:
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Igualdade de Médias de Populacoes Normais

0 No caso mais geral em que as variancias
sao desconhecidas e podem ser diferentes
nao € conhecida uma solucdo exacta.

B se as amostras forem suficientemente grandes, pode-
se usar uma variavel fulcral com uma distribuicao

aproximada:
(X, — X))~ (1t~ 1) * Seguranca se
: 2 l : NN(O’I) n, e n, >= 60

n.n,

B o erro da utilizacao desta expressdo € tanto maior
guanto menor a dimensao da amostra.
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Igualdade de Médias de Amostras Emparelhadas
O Sejam X, , . .., X;,, € X545 .. , X5, duas

amostras aleatorias emparelhadas de
populagdes N(u,,0,°) e N(u,, 0,%), entdo para

testar as hipoteses seguintes:
H,:u, -u,=c(ouzoucs)
H,:u;-p,#c(ou<ou>)

O a estatistica do teste € dada em termos da

variavel diferenca (D; = X;; = X3;)

r=L=H _ N1

S, /In
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Teste para uma mediana ou emparelhadas

O Teste de Wilcoxon:

B alternativa ao teste de t-student para amostras
pequenas, muito afastadas da Normal ou ordinais

B nao é imposta qualquer tipo de distribuicdo, mas seja
qual for nao se deve afastar muito da simetria
B as hipdteses sao em termos da mediana;:

— — neste caso é necessario
HO 10=c O — 92 == construir uma variavel
H,:0#c(ou<ou>)oud,—0,#c(ou<ou>) com o valor C constante

B g estatistica do teste é baseada na variavel
(D, = X; - kou X;; - X;,) € na soma das ordens com
sinal positivo (s*) ou negativo (s°) de D,
= min(s*,s")—n(n+1)/4 ~ NO.1)
\ n(n+1)(2n+l)/24—z; e,-3 —oe,- . _— | correc¢io usada
v

48 quando existem varios
09-11-2006 Métodos Estatisticos grupos de empates (g)
i
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Ficha de Trabalho 3

Pergunta a) e b) com dois factores,
comparacoes binarias
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Porqué a Analise de Variancia?

O E incorrecto comparar médias de mais do que
duas populacdes utilizando testes t-student, uma
vez que o nivel de significancia deixa de medir a
probabilidade de erro do tipo I;

[0 de facto verifica-se uma acumulacao de erros
para k pares que conduz a uma probabilidade de
tipo I de =1-(1-a)k que € muito superior a a;

M ex(1l): usar a = 5% para 3 pares de compa‘ﬁgéesa correcgiio de
= P (erro tipo I acumulada) = 14,3% EI‘;“;Y:";‘/‘I(“S“
B ex(2): usar a = 5% para 5 pares de médias = | mais baixo
= 10 comparagdes = P (erro tipo I) = 40% para que o erro
v 7y ‘A . se aproxime do
O O metodo de analise de variancia (ANOVA H uivel de signif.
- ANalysis Of VAriance) surgiu como respostgesciade
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Os Dados em Analise de Variancia

O Um conjunto de factores ou tratamentos
diferentes que correspondem a varidveis Y os tratamentos
nominais (variaveis independentes); resultam das

combinacdes

m 1 variavel de factores: “one way” ANOVA | dos valores
nos factores possiveis para

aleatérios o variaveis de factores: “two way” ANOVA | os factores
niveis sio |l 3 O _mais variaveis: ANOVA multifactorial

escolhidos

aleatoriam. [M 0S factores podem ainda ser fixos ou aleatorios.

O Existe um (ANOVA) ou mais (MANOVA)
variaveis quantitativas de medida da resposta ‘
aos factores (varidveis dependentes); <« | ndicaosentido

da causalidade

O O objectivo é testar o efeito que os diferentes
tratamentos tém nas médias por factor das

~ medidas deresposta. ~ |iewalaotestet
[ mas para
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Exemplo: A
ya
Factor (método d/{treino)
Niveis do 2 E.:I- @
Factor m T
Individuos
Escolhidos @ @ @ @ @ @ @ @ @
Aleatoria.
) 21 hrs 17 hrs 31 hrs
Variavel
Dependente | 27 hrs 25 hrs 28 hrs
(resposta) | 29 hrs | 20 hrs 22 hrs
09-11-2006 Métodos Estatisticos I tempo de realizagdo da

tarefa apos o treino
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Modelo ANOVA “one way”, ...

observagoes
amostrais

Vi ZJ_”"(J_/;_)_’)"‘(J/,-I_E)

= = TR

observacoes Média Global estimada como a
amostrais média de todas as amostras em
conjunto (ou média das médias)

+ efeito do tratamento estimado
como a diferenga entre a média
do tratamento e a média global

+ residuos correspondentes a
diferenca entre as observacgoes e
a média por nivel do factor
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Modelo ANOVA “one way”

. /i observacoes
Variavel Independente ‘ =
Yit ' ////
] ® _e ;.

y —HHHU"I —i
estimativa —> = +yt=2 /////

do efeito do C & ytzl
tratamento r < I
desvio ou
9 ‘HH““ erro
-
Grupot=1 Grupot=2 | Grupo¢=3
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MER

Higéteses do ANOVA

[0 Pretende-se testar

Armando B. Mendes, DM, UAg.

expressdes
equivalentes
B se as médias populacionais sdo iguais;

B se as amostras provém da mesma populacdo;
B se os tratamentos tém algum efeito na variavel

dependente;

B se 0 modelo considerado é valido; 'é“;f::eor?veelk=2
usar os testes t

Hy: plyy = Mymy = oo = Pyps
H,: 3_2] M= 7£:ut:j
O Nao se testa:

B se todas as médias sdo distintas entre si;
B se uma média é superior ou inferior a outra.

pelo menos
/ duas das

médias sao
diferentes

apenas teste
bilateral
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Decomposicdo da Varia NCig/] cumimis

Soma dos TSS — Total Sum
Quadrados A . of Squares
para os Variancia Total SQT Soma dos

Factores

SST — Sum of
Square
Treatment o .
Variancia d

— aos Factores SQF +

= Variancia entre os factores

= Variancia entre as amostras

= Variancia explicada pelo
modelo ou tratamentos

= Variancia entre 0os grupos

dos Erros

SSE — Sum
of Squares

Variancia devida &'
Aleatoriedade SQE

= Variancia dentro das
amostras ou grupos

= Variancia do erro ou
residuos

= Variancia ndo explicada
pelo modelo \ tratamentos

09-11-2006
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Soma dos Quadrados Total

sor=>" 3"

Variavel Independente
Vit

numero de
elementos do
grupo com
tratamento t

(yit _)_;)2

média global

G erens
: //%—L
W

Grupot=1 Grupot=2 ! Grupo =3

il

it
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Soma dos Quadrados dos Factores

niamero de

elementos do

SQ F = Z 2 grupo com
t=1 1, tratamento t
média global

Variavel Independente

Vit ‘ ////

: @ //// = =5

: //// diferencas
J . ‘ v | consideradas
! &

Grupot=1 Grupot=2 ' Grupot=3
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Soma dos Quadrados do Erro
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SQE = Zf:l Zln;l (yit - ytz\‘

Variavel Independente

Vit

MHHl

//
//
W

‘—l

—%I ////j consideradas
(i ‘J

numero de
elementos do
grupo com
tratamento t

média global

diferencas

Grupot =1

Grupo t=2

Grupo =3
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Teste F de Snedecor (Fisher)

CEstatistica do tes

SOF /(k —1)
MN 0

COTabela ANOVA one-way

namero de
individuos no
total de todas
as amostras

.~

F(k—l,zv—k)</

QMF - Quadrado
Médio dos Factores

graus de liberdade

QME - Quadrado
Médio dos Erros

fonte de soma de graus quadrados estatistica
variagao quadrados de lib. médios do teste
Factores SQF k-1 SQF/(k-1) QMF/QME
(entre grupos)
residuos SQE N-k SQE/(N-1) N forma como o
(dentro grupos) SPSS arruma os
total sqQT N-1 | célculos I
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Pressu Eostos do Teste F

O As amostras sdo aleatérias para cada
populagao (ou tratamento);

0 As amostras sao independentes;

O As populacdes seguem uma distribuicao Normal:

B testar o ajuste a normal para cada tratamento;

m o0 teste mostra alguma robustez perante
pequenos afastamentos da normal.

O As populagdes sao homogéneas:

B é necessario testar a igualdade de variancias para
cada tratamento;

B maior robustez a este pressuposto se as
amostras tiverem igual dimensao.
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Testes Post-Hoc a posteriori | e

. . . j de testes a
OO0 Quando o teste ANOVA rejeita a hipotese v | posteriori
nula de igualdade de médias, os testes Post-Hoc
permitem identificar quais as médias distintas;
O As hipéteses para todos os pares de
tratamentos (J, j) sao:
Hy:pyy =y < I fS&TSSf:Zi“
H] Ny ;ﬁ ,ut:j médias
B O SPSS dispde de uma
grande variedade de testes f(X)

deste tipo; 1 :
, 1

B nenhum é claramente melhor I :
do que os restantes; !

m ex: Turkey, Bonferroni, LSD, ...
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09-11-2006

13



Armando B. Mendes, DM, UAg¢

ME] Armando B. Mendes, DM, UAg.
Teste Post-Hoc de Tukey-Kramer

EConsiderado um dos mais robustos a desvios a
Normalidade e homogeneidade;

BRecomendado para amostras de grande

dimensao;
BA estatistica do teste envolve diferencas de
médias: —
X, -X, =
0= ! ~ Distribui¢doTabelada

JOME/2(1/n, +1/n))

BEm caso de resultados contraditorios entre o
ANOVA e os testes Post-Hoc, deve-se dar
preferéncia ao ANOVA por ser mais potente.
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Testes Post-Hoc para amostras menores

O O teste de Bonferroni € o mais
recomendado para amostras pequenas
X X usa um nivel de

significancia

~Fn-
1/ (l/n +1/n. ) e modificado para

compensar a

[0 Outros testes sdo igualmente acumulagio de erros

recomendados para amostras pequenas

B [east Significance Difference (LSD): a
poténcia do teste decresce fortemente com o
numero de comparacoes;

B Teste de Scheffé: pode ser usado para
gualquer numero de comparagdes mas €
emasiado restrito, i.e. é dificil rejeitar H,

09-11-2006 Métodos Estatisticos
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ANOVA de Kruskal-Wallis

EBTambém conhecido por ANOVA em ordens;

ETeste ndo paramétrico de comparacao de k
medianas que pode ser usado para (/I ndo impde uma

variaveis dependentes ordinais; (ivribuigo aos

EPode ser entendido como uma extensao do
teste de Wilcoxon-Mann-Whitney que é igual
quando k=2;

BApenas quando existem factores fixos i.e.
nao admite factores aleatoérios;

BA estatistica do teste segue uma distribuicdo
do %2y.;) Se cada nivel do factor tiver pelo
menos 5 observacgoes.
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ANOVA de Kruskal-Wallis
COPressupostos:

BAs amostras sao independentes
BA variavel dependente é pelo menos

ordinal

BMAs populacoes tém variancias homogéneas;
BMAs populactes tém distribuicdes a0 contririo dos
com forma semelhante; e Kornskal

Wallis é robusto

CIE possivel usar este teste Para | para estas duas
ANOVA factorial mas o0 SPSS nao !l condisses.
tem o procedimento implementado.
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