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Resolucao da 1° Lista de Exercicios

1 Questao 01

Descreva a transformacao ¥, em operadores e coordenadas homogéneas, que
faz uma rotagao de € graus em torno do ponto (a,b).

Resolugao:

Translada-se o ponto (a,b) para a origem, utilizando o operador T_, _y.

Em sequida, podemos aplicar o operador de rotacao Ry, que opera em relagao
a origem. Agora, desfaz-se a translagao para achar o valor da rotagdo. Para
i5s0, aplica-se o operador Ty, ,. Em em termos de operadores, tem-se a trans-
formacao

UV = Ty -Ry-T_ 4

Considere a matriz de transformacao M a implementacdo do operador V.
Logo, tem-se:

1 0 0 cosf sinf 0 1 00
M = 0 1 O0O|e| —sinfl cos@ 0O |[e| 0O 1 O
—a —b 1 0 0 1 a b 1
cos 0 sin 6 0 1 00
M = —sinf cosf 0O|le| 0O 1 O
—acosf@ +bsinf) —asinf —bcosf 1 a b 1
cos 6 sin 0 0
M = —sin cos 0
—acos@ +bsinf +a —asinf —bcosf+b 1



2 Questao 02

Exemplos de pares de elementos em 7 que comutam e que nao sao do mesmo
tipo, isto €, mostre, usando elementos de 7, pelo menos uma situacao para a
seguinte situacao S, 5, 2y = RySa, b, -

Resolugao:

Podemos obter esses exemplos através da relagao T, ,Scq = Scdlap. Vemos
abaixo essa relacao utilizando coordenadas homogéneas:

1 00 c 00 c 0 0
01 0|le| 0 d O] = 0 d 0 (1)
a b 1 0 01 ac bd 1

Comutando as matrizes, obtemos:
c 00 1 00 c 00
0 d 0O]J]e|] 0O 1 O0]|=|04d2O0 (2)
0 01 a b 1 a b 1

Entao, para ser verdade a comutatividade, os parametros a,b,c,d tém que
satisfazer tais propriedades:

1 - Se a = 0, entao c pode adquirir qualquer valor.

2 - Se a # 0, entao ¢ deve ser igual a 1.

E a mesma relacao ocorre entre b e d.

Veja, agora, uns exemplos disso:

Topo € 53,1

Prova:

Seja My a matriz que implementa o operador 1 = Ty 2531 e My a matriz
que 1mplementa o operador 1y = S317Tp 2

300 100 300
Mi=|010|e 10o|l=|010 (3)
00 1] [0 2 1] |0 2 1]
[1 0 0] [3 0 0] [3 0 0]
My=]1010|e|l0O 1T O0]|=|0T10 (4)
(02 1] [00 1] |0 2 1|

Verificou-se que as matrizes My e My sdo iguais, logo os dois operadores sao
comutdvers.



Agora, a sequnda questao: em que situagoes os operadores S, e Ry sao
comutdveis?

Utilizaremos o mesmo procedimento de iqualar as matrizes que implementam
as duas possibilidades de concatenacao dos dois operadores.

Seja Ms a matriz que implementa o operador 3 = S, Re e My a matriz que
implementa o operador Yy = RypSqp

cosf sinf 0 a 0 0] [ acosf bsinf 0 ]
Ms= | —sinf cosf 0 |e| 0 b 0| = | —asinf bcosh 0 (5)
0 0 1 001] | o0 0 1
[a 0 0 cosf sinf 0] [ acosf asing 0
My=10 b 0 |e]| —sinf cosf 0 | = | —bsinf bcosf 0O (6)
00 1 o 0o 1] | o0 0 1|

Logo, para tais operadores serem comutdveis, devemos ter:
asinf =bsind =a=">

Dai, podemos exemplificar a situacao com:

- 52’2 € R45o

3 Questao 03

Considere a transformagao geométrica 1) utilizando operadores e coorde-
nadas homogéneas, que leva um triangulo com vértices (1,1), (1,2), (3,3)
no triangulo equildtero com vértices )1,0), (-1,0) e (0, v/3).

Resolugao:

Sabendo que podemos implementar qualquer transformacao utilizando uma
matriz da forma:

a b 0
c d o0 (7)
e f 1
Entao, temos a sequinte relacao, utilizando coordenadas homogéneas:
111 a b 0 1 0 1
12 1|e|lcdO0O|=]-1 0 1 (8)
3 31 e f 1 0 V3 1
Esta relacao resulta nos dois sistemas de equacoes abaizo:



at+c+e=1
a+2c+e=-1 9)
3a+3c+e=0

Solugao: a = %, c=-2,¢e= %

b+d+f=0
b+2d+f=0 ¢ (10)
3b+3d+f=+3

Solugcao: b = 73, d=0,f= _\/Tg

Dai, conclui-se a matriz de transformacao:

3 V3

2 2

=20 0 (11)
3 V3 9

2 2

4 Questao 04

Determine a matriz de uma rotagao em torno de um eixo arbitrario do espaco.
Suponha que o eixo é definido por um vetor unitario v = (vx, vy, v,) € passa
pela origem.

Resolucgao:

O objetivo € mover o eixo arbitrdrio para um dos eizos do sistema de coor-
denadas.

Consideracoes:

- 0, = angulo entre o vetor e o eixo x

- 0, = angulo entre o vetor e o eizo y

- 0, = angulo entre o vetor e o eizo z

Seque-se o0s procedimentos para efetuar a rotagao em torno do eixo definido
pelo vetor unitdrio v = (Vy, vy, V,):

e Traca-se a projecao da extremidade do vertor nos trés eixos e utilizando
o mddulo do vetor igual a 1 (um), verifica-se que :

4



cosb, = v,
cosf, = v
cost, = v,

e Fuazer rotagcao de o, em torno do eizo x, tal que o vetor fique contido
ao plano vz. (R, )

e Rotacionar de o, em torno do eizo y, de modo que o vetor coincida
) Y
com o eizo z. (RY )

e Posicionado o vetor no eixo z, pode-se aplicar a rotacao de o, em torno
de z, que serd, conseqiientemente em torno do vetor desejado. (R} )

Aplicada a rotacdo desejada, agora deve-se desfazer as transformacoes feitas
no sistema, a fim de voltar ao estado original.

e Desfazer a rotagio de o, em torno do eizo y. (RY, )

e Desfazer, por fim, a rotagio de o, em torno do eizo x. (R*, )

—Qu

Por fim, encontramos o operador
— T Y x
Y=R', R, Ry R R (12)
que efetua a rotagao em torno do vetor v.

Calculemos agora os angulos de rotagdo o e oy,.
Projeta-se o vetor v mo plano yz, encontrando um vetor p de coordenadas
1 - 2.2
(0,vy,v,) e mddulo igual a /v + v?
Sendo o, 0 angulo o, entre o vetor p projetado e o eixo z, tem-se cos o, =
% eginoy, = 2
p . . ~ . ~
Seja M, a matriz de transformacdaao que implementa a rota¢ao em torno do



eixo T de ouy:

1 0 0 0
0 cosa, —sina, O
M, = 0 sina, cosa, O (13)
0 0 0 1
Substituindo os valores de cos a, e sin o, obtidos acima, tem-se:
1 0 0 0
= |27 70 14
2=l how oy (14)
p p
0O 0 0 1

Aplicando a transformacao acima ao vetor v, utilizando coordenadas ho-
mogéneas, encontra-se o vetor v’, ou seja, (Vy, vy, vy, 1) - M, = (v,,0,p,1) =
(v, 1).

Vamos, agora, calcular o a,!

oy, € 0 angulo entre o eixo z e o vetor v’. Logo, temos cos ay = p esin oy, = v,.
Seja M, a matriz de transformagaao que implementa a rotagao em torno do
eizo y de oy, (note que esse angulo estd no sentido hordrio):

cosay, 0 —sinay, 0
0 1 0 0
My = sinay, 0 cosa, O (15)
0 0 0 1
Substituindo os valores de cos oy, e sinay, obtidos acima, tem-se:
p 0 —v, O
01 0 0
M, = v 0 p 0 (16)
0 0 0 1

No mais, podemos implementar o operador 1 a partir das operagoes que
o compoem e representar por uma matriz de transformacao M.



10 0 0 p 0 —v, 0] cosf) —sinf 0 0
M o— 0 vgf 5 0 . 01 0 O sinf cosf 0 0 .
0 3y 5 0 v, 0 p O 0 0 10
0o o 1| [O0OO0 O 1 | 0 0 01
[ P 0 Uy 0 [ 1 0 0 0 7
0 1 0 0 . 0 i = 0
-v, 0 p O 0 —% = 0
L0000 1] Lo o0 01,
Multiplicando a primeira matriz pela sequnda e a terceira pela quarta, temos;
P, 0 —v, 0 pcos —sinf wv,cosf 0 1 0 0 0
M- -2 % -, 0 . psinf  cosf wv,sinf 0 . 0 g‘z - 0
VyUz Uy v, 0 —vy 0 P 0 0 —= L=
p p p p
o 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
(17)
Agora, multiplicamos a primeira pela sequnda, e resultou-se em:
i p*cosf + v, —psin 6 pv, - (cosf — 1)
2 . vg sin 0+v, cos O v, sin 971)5 cos 6
Vo vy - (1 —cosf) +v.sinf S 2vyp~(p—2—1)
vV, - (cos — 1) + v, siné %’ - (cos @ — v, sinf) % - (v, cosf +sinf) + v,p
0 0 0

oxigsIE ©

0
0
0
1

o o o+
o ledo
STShe

Por fim, achamos a matriz de transformagao M:

p*cosf + v} vy (1 —cosf) —v,sinff A 0
. v2 cos 9+v2 cos 0
M — vz-(l—cosﬁ)—l—vzsu.l& p—Q—i—v; B 0 (18)
vV, - (cosf — 1) + v, sin b C D 0
0 0 0 1

_ o O O



A = —v,sinf + v,v, - (cosf — 1)
i vg sin 0+wvy v cos 9+vyvg sin vazvg cos @ .
= 2 VUy

3
= 22 . (cosf — v, sinf) — %’ - (v, cos0 4 sin ) — v, vyp
2
= 4 (cosf + v2cosf) + v?

3

=

5 Questao 05

Considere os pontos Py # P; no plano. Escreva a matriz de transformacao em
coordenadas homogeéneas que implementa a projecao ortogonal de qualquer
ponto sobre a reta definida por Py e P;.

Resolucao:

Consideracoes:

Py = (%0, %0)

P = (z1,11)

d (distancia entre os pontos) = /(y1 — yo)? + (21 — xp)?

0 = angulo entre a reta e o eiro x, portanto:

COSQ — Z1—To
d
sinf = =%
d
Procedimentos:

e Levar o ponto Py para a origem do sistema, aplicando o operador T_p, .

e Rotacionar de 6 ao redor da origem, de modo que a reta coincida com
um dos eizos (escolhemos o eizo x). Como o dangulo estd no sentido
hordrio, teremos R_g.

o Com 1isso, fica facil pegar a projecao de um ponto, pois serd a ab-
scissa desse ponto apos as transformacoes acima citadas. Para isso,
utilizamos o operador de mudanga de escala com 1 e () como parametros.

(5170).

o Agora, temos que desfazer a operagoes realizadas anteriormente: Ry e
em sequida, Tp,.



Em suma, representamos a projecao desejada como:

Y ="Tp,-Rg-S10-R_g-T_p, (19)

Agora, iremos implementar o operador v utilizando coordenadas homogéneas.
Considere a matriz de transformacao M, a implementacao do operador 1.

1 0 0 cosf —sinf O 1 0 0 cosf sinf O
M = 0 1 O |e| sinf cosf# O [e] 0O O O |e| —sinf cosf 0 | e
| —wo —yo 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0
0 1 O
| ®o Yo 1

Muliplicando, agora, a primeira matriz com a Sequnda e a terceira com a
quarta, temos:

cos —sin6 0 cosf sinf 0 1 0 0
M = sin 6 cos 6 0 |[e 0 0 0O [ef O 1 O
—xgcost —ygsinfh xgsinf —ygcosh 1 0 0 1 To Yo 1
(20)
Agora, vamos multiplicar a primeira pela sequnda:
(cos 0)? cos 0 sin 6 0 1 0 0
sin 6 cos 6 (sin 0)? 0O |e] 0 1 0
—xg(cos0)? — ygsinfcos xo(sinf)? — ypcosfsinfd 1 To Yo 1
(21]
Finalmente, temos:
(cos)? cos @ sind 0
M = sin @ cos 6 (sin 0)? 0
—xg(cos ) —ypsinfcosh + g xo(sinf)? — ygcosfsind +yo 1
(22)
Onde:
cosf) = L=

d
sinf = £-H0
d

= \/(yl —40)? + (21 — 20)?




