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Introducao (1)
— A Transformada de Fourier pode ser intuida como um caso

especial de Transformada de Laplace onde s=)? .

» Esta suposic&o nem sempre € verdadeira por causa da diferente
natureza da convergéncia das integrais de Laplace e de Fourier.

— A integral de Fourier, que da origem a transformada de Fourier,
estende o papel da Frie de Fourier, representar um sinal periddico
por um somatorio de funcdes senoidaisou exponenciais. I1sto €, tal
Integral permite a representacao espectral de sinais aperiodicos.

— A Transformada de Fourier de um sinal:
» Representa as componentes espectrais do sinal.
* Prové mapeamento 1-1 com sua inversa entre dominio no
tempo e na freguéncia.
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Representacao de Sinal Aperiodico (i)
 Preliminares
— Pararepresentar um sinal aperiodico x(t) por uma &rie de Fourier:
* Repita x(t) a cada To segundos, evitando superpos ¢oes das
repeticoes.
 Os coeficientes da s&ie de Fourier sdo calculados para
componentes a cada intervalo ? o de freqiiéncia.

« Se T,® ¥, as amostras no dominio da frequéncia tornam-se um
sinal continuoem ?.

X(?
Xp(t) X(1) & 2PlTo Xp(?)
N \
T, 0 T, t i M R T . . -
0 !
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Representacao de Sinal Aperiodico (i)

Preliminares

— Um sinal aperiodico pode ser expresso por um somatorio continuo
(integral) de exponencials incessantes onde aplica-se operador de
limite. Assim, o sinal aperiodico da origem a um outro, periodico,
gue repete o0 sinal original a cada periodo.

Se o periodo (T,) tende ainfinito, entao um sinal periodico (X; ) repete- se

apos um interval o de tempo infinito, portanto: TI| m X, (t) = x(t)

Assim, uma mesma s&riede Fourier repr&eenta osdoiscasos acima .

¥
_ o jnW()t JnWOt —_— 2p
X (1) = n§‘¥Dne , onde D, = T Q /zXT (tH)e '"™dt, w, =T

0

Como lim x; (t) e x(t) seequivalem, tem-se: D,

=1 3 wtye Mgy
To® ¥ T, Q,
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Representacao de Sinal Aperiodico (iii)
* Definicao: Integral de Fourier
— Pode-se definir umaintegral, funcao dafrequéncia? :
X (W) = (‘i x(t)e ™dt, logo D, :_%X(nwo)

— O espectro de Fourier se modifica, ‘em nlmero de amostras e
amplitude das componentes, com 0 aumento do periodo.

D Envelope
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Representacao de Sinal Aperiodico (1v)
* Definicao: Integral de Fourier
— Usando-se os coeficientes, escreve-se a s&rie do sinal periodico:

é‘é X (nwo) ejnwot

X, (t) = n§¥ T
Logo troca-sew, por Dw =2p /T,, easériedeFourier torna-<e:
X, (t) = S gX(nEZ)VpV)DNge(jnDN)t

n= ¥
Para este somatorio, a contribui¢cdo de um componente de
freqiéncia (nDw) é[ X (nDw)Dw]/2p.
Quando T, ® ¥ entaow, ® Oex; (t) = x(t):

, T, ® ¥ entaow, ® 0.

¥

X(t) = lim x, (1) = lim — & & X (nDw)el">"'w

T,® ¥ Dw®02p
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Representacao de Sinal Aperiodico (1v)

e Definicao: Integral de Fourier

O somatdrio pode ser visto como uma area sob a funcao
x(t) = (i X (w)e™ dw

Esta éaintegral de Fourier que representa osina aperiodico x(t).
A integral equivale a série de Fourier com fregiiéncia fundamental Dw ® O.
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Representacao de Sinal Aperiodico (V)
* DefinicOes: Transformada de Fourier e sua lnversa

— A Transformada de Fourier e sua inversa sao definidas como:
X(t)U X(w)

X (W) = F[x(t)] = (i x(t) e Mt
X(t) = F X W)] = 2= &, X (w) e cw
20
— O conjugado pode ser escrito como:
Por definicao tem-se X (-w) = F[x(t)] = c‘i x(t)edt,

logo x (t)U X (-w) ->propriedadeda conjugacio .
— Exemplo de transformada e suainversa:
X(?)

X(t)
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Representacao de Sinal Aperiodico (vi)
A Transformada de Fourier

— A transformada de Fourier X(?) é a especificacdo de x(t) no
dominio dafreqléncia.

— Pode-se tracar o espectro de X(?) como funcao de ?
X (W) =X (w)|e®*™

— Paraum sinal x(t) real, o espectro de amplitude € uma funcéo
par e 0 espectro de fase € uma funcao impar de ?.

X(-w)| =|X (w)
PbX(-w)=-bX(w)

— A transformada de Fourier € linear
Sejam x(t)U X,(w) e x,() U X, (W)
entdo ax () +a,x,(t) U a X, Ww)+a,X,(w)
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Representacao de Sinal Aperiodico (vii)
e Transformadade Fourier
— Exemplo: Encontre a transformada de Fourier parao sinal:

X(t) = e *u(t), por definicio X(w) = §) x(t)e

¥ : ¥ . - . VA
Logo, X(W) = € *u(t)e Mdt = ¢ g (@ W)t g — o (@ iw)t
go, X(w) =, & “ut) o YT
Tem-se quele’ ™| =1, portanto
1 ¥ a<o0
X (W) = —— e‘(a”W)tr‘ =
a+ |w o : a>0
fa+ jw
I‘X(W)‘: 21 -
_ _1 Ja? +w
Portanto, X(w) =|X W)X (W) = )
I _ VO
Sinaise Sistemas }DX (W) = - tan gga 1-11
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Representacao de Sinal Aperiddico (viii)
 Transformadade Fourier

— Exemplo (continuacdo): Tracado dos espectros de amplitude
(funcao par) e fase (funcéo impar):
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Representacao de Sinal Aperiodico (i)
 Existénciada Transformada de Fourier

— A transformada de Fourier de uma funcéo x(t) tem garantias de
convergéncia se tal funcao satisfaz as condicoes de Dirichlet.
Além disto, nos pontos de descontinuidade, x(t) converge para
a média dos valores em cada lado da descontinuidade.

— As condic¢oes de Dirichlet (condicoes de suficiéncia) sao:
(i) A funcdo x(t) é absolutamenteintegréve : (‘i X(t)dt <¥.

(i1) A funcdo x(t) tem que ter nimero finito de descontinuidades
finitas em qual quer interval o de tempo finito.

(ii1) A funcéo x(t) tem que ter nUmero finito de maximos e
minimos em qualquer interval o de tempo finito.
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (i)
 Funcao Portal Unitaria (Unit Gate)

— Esta funcéo, rect(x), e definida como um pulso de altura e largura
unitarias, centrada na origem:

10 X >1/2
rect(x) = {1/2 X=1/2
1 X <1/2

— Funcéo portal: unitaria e ela expandida no eixo horizontal:
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Transformadas de Algumas Fungdes Uteis (ii)
 Funcao Triangulo Unitaria (Triangular Gate)

— Esta funcéo € definida como um pulso triangular de altura e largura
unitarias, centrada na origem:

10 X3 1/2
D(x) =i
71- Z‘X‘ ‘X‘ <1/2

— Func&o triangulo: unitaria e expandida no eixo horizontal:
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (iii)
* Funcao Interpolacao (Interpolation)

— Esta funcado, denotada por sinc (x), € definida a razéo entre um
Seno e seu argumento. Ela também é conhecida como funcao

filtrante ou interpolante.
Sen X
X

anc (X) =

— Caracteristicas da funcao:
e E funcio par de x.
 3nc (X)=0 quando sen x=0, exceto em x=0.
» Pelaregrado L’ HOpital determina-se sinc (0)=1.
» Exibe oscilagbes amortecidas de periodo 2p, com amplitude
continuamente decrescente como 1/x.
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (iv)
* Funcao Interpolacao (Interpolation)
— Gréfico dafuncao sinc(x).
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Transformadas de Algumas Functes Uteis (V)
e Transformadade Fourier
— Exemplo: Encontre a transformada de Fourier parao sinal:

X(t) =rect(t/t), pordefinicao X(w) = (‘i x(t)e "dt

Logo, X(w) = c‘i rect(t/t )e ™dt, considerando osvaloresdafuncao:

. 23en§"£0
X(W) (\) e jvvtdt _J_(e JWt/2 ejwt /2) » ﬂ\
awt o
sen8—+ N
2 g . Wt § - a8 o aé\/t 0
X (w) =t =t ancc—=% findmente rectc—= =
) ?\ig $2 5 A T
2 ¢
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (Vi)
 Transformadade Fourier

— Exemplo (continuacao): Tracado (a) dafuncao x(t) = rect (t/t); (b)
da transformada de Fourier X(?); (c) do espectro de amplitude
(funcéo par) e (d) do espectro de fase (fun(;ao impar).

1 X0 il I

| T
PR o T Ta u T

{a) .

£ X (w)
.

» A largurade banda de X(?) éinfinita, contudo, este € um filtro
passa baixa, no qual a maior parte do espectro concentra-se no
Intervalo [0,2p/t]. Portanto, uma avaliacao grosseira dalargura
de banda a determina como 2p/t rad/s ou 1/t Hz.
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (vii)

Transformada de Fourier

— Exemplo: Determine a transformada de Fourier da entrada
Impulso d(t).

Fldt)]=¢ d(t)e ™dt=1 ousga d(t)0 1

Sinaise Sistemas 1-20
Eng. da Computacéo



Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (viii)

 Transformadade Fourier
— Exemplo: Determine atransformada de Fourier inversade d(?).

Faw)]= . g, dwledw= ", oussa 10 2pd(w
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (ix)

e Transformada de Fourier

— Exemplo: Determine a transformada de Fourier inversa de d(? -
?0).

Fidw- w,)] = 2I13 (‘i d(w- w,)e™ dw = Ziejwot,

ousga €' U 2pd(w- w,)

Este resultado mostra gue o espectro de uma funcao exponencial
incessante ' é um impulso simples emw =w,.

A equacdo acima pode ser estendida :

e "' U 2pd(w+w,)
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (x)

e Transformada de Fourier

— Exemplo: Encontre a transformada de Fourier:
s . 1 jw - W,
A formulade Euler determina:  cosw,t = 5 (e’ " +¢g Ot)

Do exemplo anterior: " U 2pd(w-w,) €™ U 2pd(w+w,)
Pela propriedade dalinearidade: cosw,t U pld(w- w,)+d(w +w, )]

Sinal cosseno e seu espectro de Fourier

; COS% (0 * [ Il
NSRRI
]ul I"ﬁ"nl I|' \ In'r \ Illﬁ'.I I|I \ I|I T |_ 3 i i By
T III ||I_IL'. Iil il If_ II Illl III l'. II !'u Ilr i 3
1 I. |I | Il 1
UI 'u'l 'L-'I I'u'l \ \J
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (xi)
 Transformada de Fourier

— Exemplo: Encontre a transformada de Fourier de um trem de
Impulsos como mostrado na figura abai xo:

Ill:'-l i)

T S T
T |'”. Ao ‘r : _J -— J ! ',|_ ‘
No exemplo anterior mostrou -sequé e"WOt“LIJA'. 2pd (w w,), assim,

¥

. ;o . o i
um sinal expresso em sériedeFourier: x(t) = q D,e™, w, :TQ
n=-¥ 0

|
i |

[ o

¥
temsua transformadade Fourier: X(w) =2p é D d (W- nwo),

n=-¥
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (xii)

« Transformada de Fourier

— Exemplo (continuacao): . .
T,/2 Ciow

Calculodo coeficientedeFourier : D, = — @ d(t)e Mgy = —

0
Logo, atransformadade Fourier daséeriede Fourier é:

¥
X (W) = T— é. DncI (W B nWO) = WOdWO (W)

0 n=-¥
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Transformadas de Algumas Functes Uteis (xiii)
 Transformada de Fourier

— Exemplo: CaculeaT. F. dafuncéo degrau unitériau(p. |
Por integragdo direta, estaintegral éindeterminada:U (w) = Q, u(t)e Mt

L UW)= e dt=(- 1/ jw)e ™|
O limite superior dee ™ éindeterminado parat ® ¥
Pararesolver este problema, faz-se  u(t) = Ii®rr3 e ®u(t)
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (xiv)
e Transformada de Fourier

— Exemplo (continuacao):
A transfor mada de Fourier pode ser expressa como .

a . W u_..é a o, 1
U (w)=1im$ o —a=limEz =+ = onde
a®0fa” +w’ ~a’+w’H =®08a’+w’lH jw
¥
, 4W
Areasob ———-e(Q 5 dw=tan"— =p
a”+w a”+w al.y

6 a o
[ =0\
a|®rg§a2 + W H

U(W):pd(W)+j—W
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Transformadas de Algumas Funcdes Uteis (xv)

 Transformadade Fourier
— Exemplo: Calcule atransformada de Fourier dafuncéo sgn(t):

sgn(t) +1=2u(t)\ sgn(t) =2u(t)- 1

Usando - se osresultados anteriores  sgn(t) U i
W

Sinaise Sistemas 1-28
Eng. da Computacéo



Propriedades da Transformada de Fourier (1)

. Objetivo

— Estudar propriedades e conhecer suas implicagoes e aplicagoes.
* Propriedades Consideradas

— Propriedade de Dualidade Tempo-fregléncia nas OperacOes com
Transformadas. Para qualquer resultado entre x(t) e X (?) existe
uma relacdo dual obtida pela trocas de papeis de x(t) e X (?), pois
as duas expressdes sa0 aproximadamente idéenticas.

— Propriedade de Linearidade: Respeita 0 teorema da superposi céo.
Permite representar um sinal como a combinacao linear de outros
sinais com transformadas de Fourier conhecidas.

— Conjugacéo e Simetria Conjugada:
Se x(t)U X(w) entdo X ) U X (-w)
Segue - 2 a propriedade desimetria deconjugado X (-w) = X (w)

Sinais e Sisemas
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Propriedades da Transformada de Fourier (1)

— Propriedade de Dualidade:
Se x(t) U X(w) entdio X(t) U 2px(-w), pois

1 ¥ : :
X(t) =—@ X(u)e'"du, assm paratempo-t, tem-se
€ O

2p x(-t) = c‘¥¥ X (u)e "'du, troca-set por w.

» Operacoes no tempo levam a operacoes duais na frequéencia.
 Pares de transformadas de Fourier sio mutuamente duais.

— Propriedade DC: Integral de um sinal é determinada por sua T.F.
em?=0.

— Relacao de Parceval: A poténcia do sinal pode ser determinada a
partir do dominio do tempo ou do dominio da freqléncia.
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Propriedades da Transformada de Fourier (iii)

— Propriedade de Escalonamento no Tempo:
Se x(t) U X(w) entdo x(at) U 1/[aX(w/a), aéconstante real.

Prova desta compressdo :calcula-se F[x(at)] = (‘i x(at)e "dt

Esta propriedade afirma que compressao (expansao) no tempo do
sna Xx(t) pelofator a resulta em expanséo (compressao) espectral.
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Propriedades da Transformada de Fourier (1v)

— Propriedade de Escalonamento no Tempo (continuacao):

* A largura de banda de um sinal € inversamente proporciona a
duracéo ou largura deste sinal.

— Propriedade de inversao de Tempo e Freguéncia
Se x(t) U X(w) entdo x(-t)U X(-w), ondea=-1.
— Propriedade de Deslocamento no Tempo:
Se x(t) U X(w) entdo x(t-t,) U X(w)e ™
Prova:cdcula-se F[x(t- t,)]= c‘i X(t - t,)e "dt

Esta propriedade afirma que atrasar um sinal x(t) emt, segundos n&o
modifica seu espectro de amplitude e muda seu espectro defase em - wit,,.

Em outras palavras, 0 atraso (no tempo) em um sinal provoca um

ded ocamento defase linear em seu espectro.
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Propriedades da Transformada de Fourier (v)
— Propriedade de Deslocamento no Tempo (continuacao):

— Exemplo: Encontre a T.F. do pulso portal da figura abaixo:

Osina x(t) €o pulso portal rect(t /t ) atrasado de 3 / 4 segundos.
Aplica- s a propriedade do ded ocamento no tempo :

rectB 90 t sincL0 logo rect® - 100 ¢ gnc@t G
& o §2 5 & 4 2

O espectro de amplitudade permanece o mesmo derect(t/t ).

O espectro defase é adicionado deum termo linear -
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Propriedades da Transformada de Fourier (vi)
— Propriedade de Deslocamento no Tempo (continuagao):
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Propriedades da Transformada de Fourier (vii)

— Propriedade de Deslocamento na Freguéncia:
xt)U X(w), entdo x(t)e™" U X(w- w,)
A prova éobtida calculando - s F[x(t)ejwot] = c‘i X(t)ee'e Mt

A multiplicacdo deum sinal por e’ causa deslocamento no espectro

dosinal dew =w,.

Esta propriedade é dua ao deslocamento no tempo.

Como e" ndop éuma funcao real, 0 desocamento na fregiiéncia, para
o mundo real, éalcancado multiplicando - se osinal por uma senoidal :

X(t) cosw;t = %[x(t)e’wot +x(t)e jWO‘] U %[X (W- W) + X (W +w,)]
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Propriedades da Transformada de Fourier (viii)

— Propriedade de Deslocamento na Freguéncia (continuacao):
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Propriedades da Transformada de Fourier (i1x)

— Propriedade de Deslocamento na Freguéncia (continuacao):

« Multiplicacdo de um sina senoidad cos ?t pelo sinal X(t)
modula a amplitude da senoidal. Esta operacéo é chamada de
modulacdo em amplitude. A senoidal é chamada de portadora
(carrier) eo sinal é dito ser o sinal modulante ou modulador. O
produto é chamado de sinal modulado.

» Aplicacoes de Modulacao:

— Multiplexacdo por divisao de frequéncia transmissao
smultanea de alguns sinais sobre um mesmo canal por
compartilhamento da banda de fregiiéncia. Na préatica, um
dado sinal tem vérios portadores (e.g., estacdo de radios).

— Reducao do tamanho de antenas (que deve ter o tamanho da
ordem de grandeza do sinal a ser irradiado).
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Propriedades da Transformada de Fourier (X)
— Propriedade de Convolucéo no Tempo e na Frequéncia
Sex (t)U X,w)e x,(t)U X,(w).
Convolugdo notempo X, (t)* x,(t) U X, (w) X, (w)
Convolucdo nafreqiéncia x (1)x,(t) U (1/2p )[ X, (w)* X, (w)]
Prova - se por aplicacao da definicao.
— Propriedade de Diferenciacao e Integracéo no Tempo:

x(t)U X(w),
%;%(U jwX (w), diferenciacdo no tempo

entao | t X (W)
LQ, x(t)dt U = +p X(0)d(w), integracdo no tempo
| Jw
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Transmissao de Sinais por Sistemas LTIC (1)

e Praiminares

— Sgam x(t) e y(t) entrada e saida de sistema LTIC com resposta ao
Impulso h(t), logo Y(?)=H(?)X(?) (prop. convolucdo no tempo).

» Esta equacdo ndo se aplica a sistemas assintoticamente instavels pois
neste caso h(t) n&o e transformavel por Fourier.

— Exemplo: Ache aresposta de estado zero parasist. LTIC (estavel):

1
Resposta ao impluso : H (s ——\ H(s
esp P (s) <1 (9) |s=jw = w2

1
w+1

Entrada: x(t) =e 'u(t) U

1
(jw+2)(jw +1)

Portanto, Y (w)=H (W)X (w) =

1 1
Yw)=—"—- . logo y(t)=(e"-e?)u(t)
Sinas e Sistemas JW +1 JW + 2 1-39

Eng. da Computacéo




Transmissao de Sinais por Sistemas L TIC (i)
 Entendimento Heuristico de Resposta de Sistema Linear
— Resposta de um sistema LITC emprega integral de convolucéo

(dominio do tempo) e integral de Fourier (dominio da frequéncia):
Dominio no tempo

d(t)P h(t) oo, resposta ao impulso

X(t) = 5 Xt)d(-t)dt ... soma deimpulsos

y(t) = (‘3 Xt)h(t-t)dt ... soma de respostas ao Impulso
Dominio da fregiéncia:

e™ b HW)e™ e, resposta a0 impulso

X(t) = 21) (‘z X w)e™dw .............. soma de exponenciaisincessantes

1 ¥ - X :
y(t) =— Q X (W)H (w)e™'dw .....soma de respostas as exp. incessantes
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Filtros Ideais e Praticos
 Entendimento Heuristico de Resposta de Sistema Linear

— Resposta de um sistema LITC emprega integral de convolucéo
(dominio do tempo) e integral de Fourier (dominio da frequéncia):
Dominio no tempo

d(t)P h(t) oo, resposta ao impulso

X(t) = 5 Xt)d(-t)dt ... soma deimpulsos

y(t) = (‘3 Xt)h(t-t)dt ... soma de respostas ao Impulso
Dominio da fregiéncia:

e™ b HW)e™ e, resposta a0 impulso

X(t) = 21) (‘z X w)e™dw .............. soma de exponenciaisincessantes

1 ¥ - X :
y(t) =— Q X (W)H (w)e™'dw .....soma de respostas as exp. incessantes
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Exercicios Recomendados
e Propostosparao MATLAB ou SCILAB

— Todos

 Problemas
— 7.1-3aé7.1-7.
— 7.2-1, 7.2-4 até 7.2-5.
— 7.3-1 até 7.3-4, 7.3-6, 7.3-7 e 7.3-10.
— 7.4-1 até7.4-3.
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