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Transformada-z (i)

— A contraparte da transformada de Laplace para sistemas discretos
no tempo é atransformada-z. Esta ferramenta transforma equacoes
de diferencas em equacOes al gebricas.

Definicoes
— Dado um sinal x[n], atransformada-z (bilateral) € definida como:
¥
X[Z]= § Xn]z", ondezéuma varidvel complexa
n=-¥
— A transformada-z (bilateral) inversa € definida como:

X[ ] :2;@([2]2”'%2

e Tem-se uma integracéo no sentido anti-horario em torno de um
caminho fechado no plano complexo.

e A inversa sera considerada atraves de tabela.

Sinaise Sistemas 1-3
Eng. da Computacéo



Transformada-z (i1)
* Definicdes: A transformada - z € sua inversa sao denotadas como :
X[Z]=Z{xn]} ou XnU X[Z e Xn]=Z"{X[Z]}
Analogamente a transformada de L aplace:

ZZ{X{n]}] = Xn] ou Z[Z{ X[2]}] = X[Z]

— A Transformada-z Unilateral: A transformada (bilateral) inversa
pode ndo ser Unica enquanto que a transformada unilateral o e.
Esta Ultima pode apenas lidar com sinais e sistemas causais. Na
préatica, o termo transformada-z, em geral, significa transformada-z
unidirecional. Esta € definida como:

¥
X[Z]=§ Nn]z", ondezéuma variavel complexa.

n=0
— A expressao da inversa permanece a mesma.
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Transformada-z (iii)

o Caracteristicas
— Linearidade datransformada-z
Ssjam  x[n 0 X[z e x,[n]0 X,[z]
entdo  ax[n]+ax[n]U aX,[7]+a,X,[Z]
A prova decorrediretament e da definicao de transformada- z
— Regiao de convergéncia (ROC):.

A regi&o de convergéncia (ou regido de existéncia) de X[Z é o
conjunto de valores de z para 0s quais existe (é convergente) o
somatorio que define a transformada-z
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Transformada-z (1v)
— Exemplo:

Determine X[ z] e sua regido de convergéncia parax{n] =g"u[n]

4
Por definiciio X[z] =g g"u[n]z", comou[n] =1, n?3 0,entdo

n=0

a@o_ L80 a@g a@o 4+

X[z] = 8
Z9 Zg 8zg zg
Paraa progresso geométrica (V| <1): 1+v+v +Vv° +... = 11
-V
Logo X[z]= 1 _ 2 9<1 ou 2> g
g z-g9 Z

Z
A regido de convergénciade X[Z] é |z >|g|.
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Transformada-z (vi)
e Observacoes

— O pape de ROC é avdiar a transformada-z inversa que é
calculada empregando-<e integracéo de caminho fechado no plano
complexo, em torno da origem, satisfazendo a condicéo de
convergéncia. A transformada-z unilateral possui a propriedade de
unicidade logo ainversa é unica. Consulte tabela parainversas.

s X[n]

¥
Considere X|[z] = é_ Xnjz "=q o atransformada- zexiste £

X[2]

<¥, " x[n] que cresca mais lentamente que

aexponencial (r,)", paraagum r,, satifaz a condigdo : |X{n] £ (r,)",

¥
logo tem - se que \X[z]\£a 2,0 1r Z>r,
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Transformada-z (vii)
- Exemplo: Determine X[ z] dos sinai< discretos abaixo.

xo+.2.13,

¥
Lembre-seque X[Z] =g Xn]z"

n=0 22 23
@ xn]=d[n]; X[z]=1+0+0+...
(b) X[n] =u[n]; X[z]= 1+1+i+£+ ‘Z‘>l
z 22 2277 z-1
(c) X[n] = cosbnu[n]; como cosbn=(e""+e*")2 e g"u[n] U zzg

1¢é z .z u_ z(z-cosh)

entdo X[z _ U 1
A 8o 2o e PR Z- 2zc0sb +1 2
(d) {n] =u[n] - u[n- 5]
Y+ 22+ 22+ 2+
X[Z] 1+1+12+13+];1:Z z 42 z+1 71 0
2 2 20 2 i
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Transformada-z Inversa(i)

e Determinacéo da Transformada | nversa

— Busca-se expressar X[z] como o somatério de fungdes mais
simples que podem ser encontradas em tabelas.

Exemplo : Encontreatransformada- zinversa de 8z- 19
(z- 2)(z- 3)
8z-19 _ k, N Kk, .
(z- 2)(z-3) z-2 z-3
k, = 8z- 19 _16-19_,
M)(Z- 3) 7=2 2' 3
_ 8z-19 _24-19 _
k, = - -
(z- 2(z-9)|,., 3-2
LOQO, X[Z] — 3 + 53 p X[n] — [3(2)n-1 +5(3)n- 1]u[n]
Shnase Sistemas o
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Transformada-z Inversa (i)

» Determinacao da Transformada Inversa 2(22° - 11z +12)

Exemplo : Encontreatransformada- zinversa de 2
(z- )(z- 2)

X[ 2] = 2(27° - 1lz+12) X[ _(27°- 11z+12)
(z- D(z- 2)° Z (z- D(z- 2)°

X[z _ k . a8 . & + &
z z-1 (z-2P° (z-2° z-2

(= (2z°- 11 _2-11+12
(z-1)(z- 2)° 1- 2)°
:(22 - :8- 22+12:_2
(z- )(z=2)° 2-1
ﬂ: 3 2 P B -

Z z-1 (z-2)° (z-2°* z-2
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Transformada-z Inversa (i)

e Determinacao da Transformada I nversa 2 N
Exemplo : (continuagao) transformada- zinversa de Z((ZZ 1)(112 2)132)
z- D(z-

X[7 _(22°-11z+12) _ 3 2 . & &

z  (z-D(z-2° z-1 (z-2° (z-2? z-2
|gualando - se os coeficientesdos termos de poténciadez:a, =-1 a, = 3.

XA_ g1 5, 1 1 41
7 z-1 (z-2° (z-27 “z-2
Como g 0 % e MO S gm0 2
Resulta X[ :g 3. 2N o g(z)” +3(2)”aJ[n]\
XN = -gﬁ(nz +n- 12)2)" Jin
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Transformada-z Inversa (1v)

 Determinacao da Transformada I nversa

22(3z+17)

(z- 1)(Z° - 6z+25)
22(3z2+17) a 22(3z2+17)

(z- D(22- 62+25) (z- 1)(z- 3- j4)(z- 3+ 4)

Calculo dos coeficinetes por método dosfatoresde primeiraordem:

Exemplo : Encontreatransformada- zinversa de

X[z] =

X[z] _ 2(3z+17) _ Kk N K, N K, b
z (z-1D(z- 3- j4)(z-3+j4) (z-1) (z-3-]4) (z-3+]}4)
K, = 2(3z+17) _2(3+17) _ 5

(z-(Z%- 6z+25), (1- 6+25)
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Transformada-z Inversa (v)

e Determinacdo da Transformada | nversa 22(3z+17)

Exemplo : (continuagc&o) transformada- zinversa de .
(z- )(z°- 62+25)

. = 2(3z+17) 2(9+ j12+17)
© (z- D(z-3<T4)(z- 3+ 4), .., (B+]4-D(3+]j4- 3+ 4
52+ |24 52+ 24 13+ |8

="\ k,==—"\ k, =

(2+]4)(]8) 16) - 32 4)-8

\ k, =1.6e /%%

= 2(3z2+17) _ 2(9- j12+17)
P (2o D(z- 3- (A(2=3¥14) s (3- ]4-DE- [4- 3- j4)
_ 52- 24 \ k, = o2 - 124\ " _ 13- 18\ K, =1.60/2%6

(2+ j4)(- j8) -16j+32 ° - 4j+8
FinAmente X n]=[2+3.2(5)" co5(0.927n- 2.246)]u[n]
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Propriedades da Transtormada-z (1)

M otivacao:

— Uteis para para encontrar a transformada-z e para se determinar
sol ucOes de equacoes lineares de diferencas.

Deslocamento a Direita no Tempo (Atraso):

x[n- mju[n] U z'mX[z]+z'm§n_ X[- n)z"

n=1
Deslocamento a Esquerda no Tempo (Avanco):
m-1
xn+mun] U z"X[Z]- z"q X{n]z "
n=0
Convolucéo:
Considere x,[n]U X,[z] e x[n]U X,[zZ]
Convolugdo no tempo  x,[n]* x,[n] U X,[n]X,[n]
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Propriedades da Transtormada-z (i1)

Resposta de Sistema LTID

Equacdo entrada -saida:  y[n] = x[n]* h[n]

Sabendo- sequeh[n] U H[Z], entdo Y[z] = X[z]H[Z]
Multiplicacéo por 9" (Escalonamento no Dominio-2):
Se x[nju[n] U X[z], entdo g"x[nju[n] U X[z/g]
Multiplicacao por n:

Se [nju[n] U X[z], entdo nxnJu[n] U -Z%X[z]
Reversao no Tempo:

Sexn]U X[z], entdo x[-n]U X[1/z]
Valores|Iniciais e Finais

Para x| n] causal, valorinicial : x[O]:IZi®rQX[z];

vaorfina : limxN]=lim(z- ) X[z], <seoslimitesexistirem.
N® ¥ ®1
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Solucoes de Equacoes (1)
« EquacOesde Diferencas
— A propriedade de deslocamento no tempo (atraso ou avanco) €
empregada para resolucao de equacOes de diferencas com
coeficientes constantes. Converte-se equacoes de diferencas em
equacOes algébricas e encontram-se as solucdes no dominio-z. A
transformada inversa determina a solucéo no dominio do tempo.

— Exemplo:

Resolva a equacao de diferencas de segunda ordem :

yln+2]- 5y[n+1]+6y[n] =3 n+1]+5xn]

condi¢cdesiniciais y{- 1] =11/ 6e y[- 2] =37/36; entrada x[n] = 2" "u[n]
Para poder utilizar condicoesiniciais(aoinvés de condicbes auxiliares),
re- escreve - 2 a expressao paraoperador deatraso .

y[n]- 5y[n- 1]+6Yy[n- 2] =3Xn- 1] +5X[n- 2]
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Solucoes de Equacoes (11)

« EquacOes de Diferencas

— Exemplo (continuacao):
y[n]- 5y[n-1]+6y[n- 2] =3x[n- 1] +5X[n- 2]

Paraosind y[n]tem-se: y[nju[n] U Y[Z];

yin- un O ~Y[Z)+y[-§="V[Z+

yin- 2un 0 Y2+ 2y B+ (- 2= V(A + 4

Parasistemas causais: x[ =x-2]=...=x-n]=0
Paraaentrada: X n| :(2)'”u[n]—(0.5)“u[n] U z/(z- 0.5)
Z 1

+0=
zz 0.5 z- 0.5
1

xn- 1u[n] O 1X[z +x-1] =

1
x[n- 2Ju[n] U Z—X[Z]+ X[ +x-2]= _X[Z]+O+O_z(z 0.5)
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Solucoes de Equacoes (li1)

« EquacOesde Diferencas
— Exemplo (continuacao):
Tomando -s£ y[n]- 5y[n- 1] +6Yy[n- 2] =3Xn- 1] +5X[n- 2], tem-<e

Y[z]-5?1Y[z]+1—1‘:'+6?izv[z]+11+37‘:':3 L 45 1
&z 6z 36H z-05 z(z- 05

&z 6H

B 24007 B 10 S 5
& 7 Zg & zp z-05 z(z- 0.5)
(22 B4 6)Y[z] _2(3z°- 9.52+10.5)\ Y[7] _ (3z°- 9.52+10.5)
(z- 0.5) z (z- 05)|z%- 5z+6)

Y7 _ (32°- 952+105) _(26/15) (7/3)_ (18/5)

z (z-05)(z-2)(z-3) z-05 z-2 z-3

326 v (0 18, nC

VNl = §2(05)"- 22"+ (3" i
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Solucoes de Equacoes (1v)
— Exemplo (continuacao):
Separacao dos componentes de entrada zero € estado zero:
B 2,008 0 3 , S
8 8 Zg z2-05 2z(z-0.5)
? 5 66§ 8B 1_19+ (3z+5)

- S+ = 3Y[Z] = , multiplicando - se por z*\

Z Z°g zg z(z- 0.5)
(22 - 52+ 6)Y[Z] = 2(3z- 11) + Z32FD)
z- 0.5
Y7 = 22(32- 11) N z(322+ 5)
(z°-5z+6) (z- 0.5)(z°- 5z+6)
r(;spostade\éntradaz;ro ) respostadgestadozero ’
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Solucoes de Equacoes (V)
— Exemplo (continuacao):
2(3z- 11 N 2(32+5)
(z°-5z+6) (z- 0.5)(z°- 5z+6)
retspostade&trada zejro ) respostadgestadozero ’
Expandindo ambos termos, tem-se:

Y[z] =

A p Z 0 wz dJ €20 Z O 22 Z o 28 z Al

€8z- 25 82 Bd‘jl 81532 0.5g gz 2@ 582 Bd‘fl

o

Y[z] =

respostadeentrada zero respostadeestado zero

yinl =[5 - 237]- £

respostade entradazero -

—@+—@@Mn

V.26, .0
yin] = g T2 —(3) + (05 E}J[n]\
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Exercicios Recomendados
e Propostosparao MATLAB ou SCILAB

— Todos

 Problemas
— 5.1-1 até5.1-5
— 5.2-1 até5.2-7.
— 5.3-1 até5.3-10.
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