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Andlise no Tempo de SLDT (i)

e |Introducao

— Sistemas discretos sio caracterizados por entradas e saidas
discretas. Um computador digital € um exemplo tipico.

— Sinal discreto no tempo € basicamente uma sequéncia de
numeros que aparecem em Situacoes discretas no tempo (e.q.,
estudos populacionais, problemas de amortizacédo, modelos de
renda nacional, rastreamento de radar) ou em amostragens de
sinais continuos no tempo (e.g., sistemas de dados amostrados e

filtragem digital).
» Notagdo: x[n] denota o n-éssmo ndimero na sequiéncia rotulada
por X.

 Um sinal discreto proveniente de amostragem de x(t) pode ser
expresso por x(nT), onde T é o intervalo de amostragem.
Lembre-se que X[ n]=x(nT).
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Andliseno Tempo de SLDT (ii)

 Introducao
— Exemplo de sinal discreto no tempo: x(nT)=¢e ™ =¢e "
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Andliseno Tempo de SLDT (iii)

* |Introducao

— Filtros digitais processam Sihais continuos por sistemas
discretos. Conversores C/D e D/C s&o usados neste tipo de
configuracao. Este processamento € esbocado abaixo:
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Tamanho de Sinais Discretos (1)

« Energiadeum Snal

— Sga um sna x/n], define-se energia deste sinal como o
somatorio ao longo do tempo do valor de x[n] elevado ao
quadrado, quando este somatorio e finito:

@) 2 .
E.= a Xn]|", paravaloresreaisoucomplexos.
n=-¥

X[n]|® O, para [nN® ¥ demodo contrério, 0 Somatdrio nN&o convege.
« Potéenciadeum Sinal

— Se aamplitude de x[n] n&o convergir para zero com o passar do
tempo, emprega-se a poténcia de um sinal, definida como (para
o valor calculado finito e diferente de zero):

N
P =lim 3 (XN
Pl
Existem 2N +1amostras no intervalo considerado.
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Tamanho de Sinais Discretos (1)

 Exemplo

— Determine a energia e a poténcia do sinal x[n] nas
figuras () e (b), respectivamente.
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EX: n2:55, széa nZ:E
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Operagcoes com Sinais Discretos (1)
e Deslocamento no Tempo: (“Time Shifting”)

— Sgjaum sinal x[n] e este mesmo sinal defasado de M unidades:
Xs[n] :X[n' M]
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Operacoes com Sinais Discretos (11)
 Reversaono Tempo (“Time Reversal™)

— Sgaum sina x[n] e este mesmo sinal rotacionado em torno do
eixo vertical: x.[n] = X[- n]. Notetambém X[k - n], parak =5.

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

*******
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Operagoes com Sinais Discretos (1i1)
e Alteracao de Taxa de Amostragem: Decimacao (“ Decimation”)

— Sgaum sina x[n] e este sinal comprimido por um fator M:

X4[N] = X[Mn] , onde M € um valor inteiro. Seleciona-se todas
as amostras multiplas de M e coloca-se zero para as demais.
Esta operacao é chamada de decimacao (* decimation”).
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Y
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Operagoes com Sinais Discretos (1v)
« Alteracao de Taxa de Amostragem: Interpolacéo (“ Interpolation™)

— Sgla um sina x[n], o sinal interpolado € gerado em dois passos:
expande-se o0 sinal e em seguida atualiza-se os valores com zero
através de um método de interpolacao apropriado.

Expansao : x,[n] =
iXn/L] n=0,xL,+x2L...
% 0 de outro modo ; ' -

$ 8
a ¥ * 8
'-

l‘.‘
1 * -
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Alguns Sinais Discretos Uteis (i)
« Motivacao:

— Tipicamente, eles sdo comumente utilizados no estudo de sinais
e sistemas discretos no tempo.

* Funcdesque seréo tratadas:
— Funcéo Impulso Discreta;
— Funcdo Degrau Unitério Discreta;
— Funcao Exponencial Discreta;
— Funcéo Senoidal Discreta.
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Alguns Sinais Discretos Uteis (ii)
* Funcao Impulso Unitéario Discreta

— Esta € a a contrapartida de funcao impulso continua no tempo,
uma funcéo delta de Kronecker, definida por:
il n=0

d[n] = ',O L g também chamada de da seqiiéncia impulso unitério.
10 n
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Alguns Sinais Discretos Uteis (iii)
 Funcao Degrau Unitario Discreta

— Esta € a contrapartida de funcdo degrau continua no tempo,
definida por:

11111111

X[n] = %[N+ X, [N] + X[ ]\

nl=n(un]-un-3h+ ... ' i gur
un- 5 -un-11- 2d[n- §]
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Alguns Sinais Discretos Uteis (iv)
 Funcao Exponencial Discreta
— Estafuncdo éexpressacomo:€"=g" (g=€ ou | =Ing)

: L-,’!"j-'ﬁ.!u:"ﬁ"'-'": SR s
L A
_'l 5 s B e
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Alguns Sinais Discretos Uteis (V)
 Funcao Exponencial Discreta: Exempl_os

fal
ju ,
L5
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Alguns Sinais Discretos Uteis (Vi)
 Funcao Senoidal Discreta

Em sua forma gera : Ccos(Wn +q), onde C éaamplitude, q € a fase em
radianos, WWh é um angulo em radianos e afregtiencia Wé dada em radianos
por amostra. A funcdo senoidal pode também ser expressa por :
Ccos(Wh+q) =Ccogq2p Fn+q), onde F =1/ N, (amostras/ ciclo).

— Exemplo
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Sistemas Discretos no Tempo: Exemplos (i)

 Caderneta de Poupanca (sina inerentemente discreto no tempo):
Um correntista deposita dinheiro (x[n]) em sua caderneta de poupanca
a cada intervalo detempo T (1 més). O banco deposita juros (r) em
cada T e envia extrato da conta (y[n]) ao depositante. Determine a
equacao relacionando a saida e a entrada.

O sado é: y[n]=y[n-1]+ry[n-1]+ X[ n]= (1+r)y[n-1]+X[n],
Logo, y[n]-ay[n-1]=Xx[n], para a=1+r,

eguivalentemente pode-se escrever: y[n+ 1]-ay[n]=Xx[n+ 1],

— Umaretirada é representada por uma entrada negativa.

— Paraum empreéstimo, y[0]=-M, onde M é o valor emprestado.

— A expressao com o atraso € chamada de forma de operador de
atraso, enguanto que a expressao com avanco € forma de operador
de avanco. A primeira forma é natural pois € causal (portanto
reaizavel).
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Sistemas Discretos no Tempo: Exemplos (i)
« Caderneta de Poupanca (sinal inerentemente discreto no tempo):

— Representacdo do sistema por diagrama de blocos (realizacao do
sistema de conta poupanca):

yin]

b

el

— Emprega-se 0s operadores basicos. somador, multiplicador escalar
e atrasador.

— Utiliza-se N um nodo de coleta de sinal (pickoff node).
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Sistemas Discretos no Tempo: Exemplos (iii)

Estimativa de Vendas (sinal inerentemente discreto no tempo): No n-
ésmo semestre de um curso universitario, x[n] estudantes estdo
matriculados em uma dada matéria e todos devem comprar seu livro
texto que tem trés semestres de vida. A editora vende y[n] destes
livros neste semestre. Em media, ¥4 dos livros em boas condicles séo
re-vendidos pel os estudantes. Escreva a saida em funcao da entrada:

O sddo é: y[n]+1/4 y[n-1]+ 1/16y[n-2]=X[nN],

Logo y[n]— 1/4y[n 1]-1/16y[n-2]+ X n],
——yln}

-- 'v[n -1
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Sistemas Discretos no Tempo: Exemplos (iv)

e Diferenciador Digital (sina continuo processado p/ sist. discreto):
Projete um sistema discreto para diferenciar um sinal continuo. Este
diferenciador € usado em um sistema de audio tendo um sinal de
entrada com largura de banda inferior a 20 kHz.

— A saida y(t) € a derivada da entrada x(t). Os processador discreto G
processa amostras da entrada x(t) e produz saida y[n]. Emprega-se
amostrasacada T segundos.  x[n] =x(nT); e y[n]=y(nT).

y(t) = % parat = nT tem-se y(nT) :3—)( = Iimi[x(nT) - X[(n- DT]],

thor  T@0T

usando notacdo parasistemas discretos: y[n] = ITi®n3Tl{ [X[n]- Xn- 1]}

Assumindo sina de amostragem suficientemente pegueno (diferente de0) .

yinl = Z{[4n]- Xn- 1}
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Sistemas Discretos no Tempo: Exemplos (v)

o leerenC|ador Dlgltal (sina continuo processado p/ sist. discreto):
) x(D)
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Sistemas Discretos no Tempo: Exemplos (vi)
» Diferenciador Digital (sinal continuo processado p/ sist. discreto):

] = X0, =

x[n] =nT,

: x(1)

()

0

- (©
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Sistemas Discretos no Tempo: Exemplos (vii)

Integrador Digital (sinal continuo processado p/ sist. discreto):
Projete um integrador digital seguindo as mesmas linhas que o
diferenciador digital do exemplo anterior.

Intergrador : y(t) = (‘i x(t )dt ,emt =nT tem-se y(nT) =lim é x(KT)T,

T®O

usando notacao parasstemas discretos: y[n] =1imT a X[K]

T®0k¥

Assumindo sinal de amostragem suficientemente pequeno (diferentede0) :
yin]=T § Xk], forma ndo recursiva

Este € um exemplo deum sstema acumulador .
Ointegrador digital também e expresso por sua forma recursiva:

yin]- yin- 1] =Tx{n]
Sinaise Sistemas
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Sistemas Discretos no Tempo: Exemplos (viii)
— A forma digitalizada de uma equacao diferencial resulta em uma
eguacao de diferences,

Yoy =X

Paraamostragem uniforme T, usa - s adefinicdo dederivada parat = nT :
lim y[n] - y[n - 1] +Cy[n]

T®0 T

Sgjaa equacdo diferencial del® ordem:

=X n], paraT * 0 mascom valor muito pequeno :

1 T
nl+ayin- 1] = bxn], ondea =- eb = .
yin+ay{n- 1 =bx{n] b

- Ordem de equacéo dediferencas : definida peladiferenca de maior ordem.
- Eg. diferencial podeser aproximada por eg. dediferencas de mesma ordem
- Filtrosdigitais esstemas discretos séo usados como SiNoNimos.

- Filtrosanal 6gicos e sisemas continuos sao usados como SiNGNIMOS.
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Sistemas Discretos no Tempo: Vantagens (1)

— Vantagens do Processamento Digital de Sinais:

Operacao de sistemas digitais pode tolerar variagbes nos
valores de sinais, resultando em precisao e estabilidade maior
gue sistemas anal gjicos.

Sistemas digitais ndo demandam mesmo grau de precisao de
sistemas analogicos. Sistemas digitais complexos podem ser
Implementados em um chip empregando circuitos VLSI.

Filtros digitais sdo flexivels. podem ser facilmente alterados
por programacdo. | mplementacoes em hardware permitem uso
de microprocessadores, miniprocessadores chaves digitais, e
circuitos VLS.

Circuitos digitais podem modelar grande quantidade de filtros.

Sinaise Sistemas 1-26
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Sistemas Discretos no Tempo: Vantagens (ii)

— Vantagens do Processamento Digital de Sinais:

Sinais digitais podem ser barata e facilmente armazenados em
midias magneticas.

Sinais digitais podem ser codificados para produzir erros
muito baixos e atafidelidade.

Filtros digitais podem ser compartilhados no tempo.

Reproducdo com dSistemas digitais € confiavel e sem
deterioracdo. Mensagens analdgicas como fotocopia e filmes
perdem precisao para cada estagio sucessivo de reproducéo.

Sinaise Sistemas 1-27
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Sistemas Discretos no Tempo: Classificacao (i)
o Classificacao de Sistemas Discretos

- Linearidade e Invariancia no Tempo

A definicao delinearidade éidéntica asisemas continuos

Sistemas invariantes no tempo S0 aquel es Nos qual s seus parametros
nao mudam ao longo do tempo.

- Sistemas Causais e Nao Causais

Um sstema discreto € causal se sua saida em qualquer instante n =Kk
depende apenas dos valoresde entrada X[ n] paran £ k.

- Sstemas Inversiveise Nao Inversivel s

Um sstema éinversivel sefor encontrado um outro Sisema tal que a
conexao de ambos em cascata resulta em um sstema identidade.

Sinaise Sistemas 1-28
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Sistemas Discretos no Tempo: Classificacao (i)
o Classificacao de Sistemas Discretos
- Sistemas Estavels e Instavels
A estabilidade pode ser interna e externa. A estabilidade BIBO éandoga
a0 conceito em sstemas continuos.

- Sistemas com esem Memoria
Conceitos também idénticos aguel es de Sstemas continuos.

Sinaise Sistemas 1-29
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Equacoes de Sistemas Discretos (1)
— Serao tratados sistemas lineares invariantes e discretos no
tempo (LTID), descritos por (forma com termos em avango):
yin+NJ+ayn+N-1+...+a ,yn+1+ayy[n] =

= by XN+ M]+Dby XN+ M - I+ +b X+ +b,Xn]
esta € uma equacao linear dediferencas, cujaordemé Max(N,M ).
Asume - e que a, =1sem perdade generalidade.

Condicao de Causalidade: A saida ndo depende de entradas futuras, logo
M £ N.Paraum caso geral, M = N, pode- se expressar :
yIn+N]+ay[n+N- 1 +...+a,,yn+1]+a,yn] =
=byX{n+N]+bXn+N- 1 +...+b, Xn+1+b,xn]

Pode - se escrever a expressao na forma com operador deatraso
ylnl+ayin- I +...+a,,y[n- N+1+a,y[n- N] =

:box[n]+b1)<[n' 1]+---+bN-1X[n' N+1]+b|\|x[n' N]
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Equacoes de Sistemas Discretos (11)
e Solucado Recursiva de Equacao de Diferencas
A equacao anterior pode ser expressa como a Segulr :
yinl=-ay[n-1- ayn- 2]-...- ayy{n- N]+
+hx{n]+bxn-1+...+b, Xn- N+1]+b,xn- N]

— A saida é calculada a partir de 2N+ 1 parcelas de informacéo: N

valores anteriores de saida, N valores anteriores de entrada e o
vaor atual de entrada.

— Em principio, este método reflete 0 modo como um computador
resolve uma equacao recursiva de diferencas. Dados a entrada e
as condicOesiniciais.

— Se 0 método for nao recursivo, entdo a saida € computada apenas
a partir das entradas, sem utilizar as saidas prévias.
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Equacoes de Sistemas Discretos (111)

 Exemplo

Resolva, de modo iterativo : y[n] - 0.5y[n- 1] = X[ n], onde

Condicdesiniciais y[- 1] =16, entrada causal X n] =n’ (inicioemn = 0).
Esta equacéo pode ser re-escrita: y[n] = 0.5y{n- 1] + X[ n]

Paran =0, obtem-se: y{0] = 0.5y[- 1] + X/ 0] = 0.5(16) + (0)* =8

Paran =1, obtem-se: y[1] =0.5y[0] + X[1] = 0.5(8) + (1)* =5

Paran=2,obtem-se:y
Paran=3,obtem-s:y
Paran=4,obtem-s:y

Sinaise Sistemas
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2] =0.5y[1
3] =0.5y[2]

4] =0.5y[3]

+x2] =0.5(5) +(2)* =6.5
+X[3] =0.5(6.5) + (3)* =12.25
+ X[4] =0.5(12.25) + (4)* = 22.125

1-32



Equacoes de Sistemas Discretos (1v)
* Notacao Operacional

— Analogamente a sistemas continuos no tempo, Emprega-se uma
notacao operacional: o operador E.

O operador € aplicado da seguinte forma :

Ex{n]® x(n+1; E*Xn]=xn+2];...E"x[n]=xn+N]
Exemplos:

Equacdo dediferencasdel® ordem y{n+1] - ay[n] = X[ n+1]
Podesar re-escrita: Ey[n] - ayin] = EX{n]\ (E- a)y[n] = EXN]

Equacéo dediferencas de 2° ordem yjn+ 2] +zlly[n+1] +1—16 vin] =xn+ 2]

Pode ser re- escrita: (E* +%1 E +1—16) vin] = E*X{n]
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Equacoes de Sistemas Discretos (V)

« Notacao Operacional
— Expresséo geral para equacéo de diferencas de ordem N:
(EN +aEN ' +...+a, ,E+a,)yn] =
(b, EN +bEM*+...+b, ,E+b )XnN]
Alternativamente, tem-se que:
Q[ E]y[n] = P[E]X[n], onde os polindbmios sao definidos como
QE]=E" +aE"'+...+a,_,E+a,
P[E]=b,E" +bE"*+...+b ,E+b,

— Resposta de sistemas LTID: A solucao gera deste sistema é
formada pel os componentes de entrada zero e de estado zero.

Sinaise Sistemas 1-34
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Resposta de Entrada Zero (i)

 Resposta para Condicoes Internasdo Sistema
— Este componente € aresposta do sistema para entrada nula.
(E™ +aEV "+ +a ,E+ay)y,[n] =0\ QE]y,[n]=0
Paraa combinacao linear resultar em zero, todas equacoes dediferencas
existem e sd0 da mesma forma. Esta € uma proriedadedafuncéo
exponencial : E*{g"} =g“" =g“g", onde o termo g* é uma constante.
Yoln]=cg" P E*y,[n] = y[n+Kk]=cg"“"
Desta forma, o polindbmio assume aforma:
QL E]y,[n] =c(g" +aigN-l +...+a.,0+a,)9" =0
A solucéo n&o - trivial do polindmio caracterigico (Q[g] =0) é:
Qo] =g" +ag"'+...+a, ,g+a, =0\
Q9l=(9:- 9)9-g,).-.(9- gy)=0 -
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Resposta de Entrada Zero (i)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema
Para raizes distintas.

Tem - N possiveis solugdes para Q[E]y,[n] = 0, dados por :
yinl = ¢y, Yo[nl =¢.gz,.... yy[nl = ¢, 9,
onde ¢,C,,...,Cy SA0 congstantes arbitrarias

e 9,,0,,...,0, SA0 raizescaracterigicas
Cada solucdo satisfaz individual mente o polinomio Q[ E]y,[n] =O:
Como odgema élinear, tem-<e:
QE][(cg, +cg; +...+¢,g,]=0
Asdm, asolucdo geral edada por :
YolN]=cg;, +c,g; +...+C0,
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Resposta de Entrada Zero (iii)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema

Para raizes repetidas.
Para um sstema com o polindmio caracteristico:

Q[g] - (g - gl)r (g - gr+1)(g B gr+2)"'(g - gN)
tem os modos caracterigicos:g;',ng;',ng;,...,n"'g,",9".,...,0%

X - — r-1 n n n
emlugm . yo[n] _( Cl +C2n t... +Crn )gl +Cr+1gr+1 t... +CNgN'
Para raizes complexas:

— Estas raizes aparecem sempre aos pares.

— O procedimento € 0 mesmo que aguele para raizes reais. Nesta
caso ter-se-d4 modos caracteristicos complexos e forma de

solucao complexa.

Sinaise Sistemas 1-37
Eng. da Computacéo



Resposta de Entrada Zero (1v)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema

Para raizes complexas.
— Pode-se optar por ndo se trabalhar com a foram complexa:

Par de raizes complexas na forma polar :
g=lge”® e g =[ge”

A resposta de entrada zero é dada por :

Yolnl =cg" +C,(g")" =g '€ +c,jg| e "\

. . C . C . -
Sqamoscoefu:lent&sclzie’q e CZ:Ee’q,lstor&sulta:

YolN] = %\g\n(ej(bn+Q) +e 1™\ y [n] =dg|" cos(bn+?),

onde c eq sao constantes determinadas a partir das condicoes auxiliares.
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Resposta de Entrada Zero (V)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema
— Ex: Calcule aresposta de entrada zero parao sistema L TID.
y[n+2]- 0.6y[n+1]- 0.16y[n] =5x[n+ 2],
para V-1 =0, y[-2]=25/4, x[n]=4"u[n].
A equacio carcaterigicaég® - 0.6g - 0.16 = (g +0.2)(g - 0.8)
0s modos caracterigicossao : (- 0.2)",(0.8)" easolucao dada por :
YolN] = ¢(-0.2)" +¢,(0.8)".
Paraachar ascongtantes, faz-sen=-1len=-2na equa(;éo acima .
Vo[- 1]=0= ¢, (-0.2) " +c,(0.8) *\ -5¢ +(5/4)°c, =
Vo[- 2]=25/4= c/(-0.2) * +¢,(0.8) %\ 25c1+(25/16)c =25/4
b c =1/5 c,=4/5.
A resposta deentrada zero é y,[n] =1/5(- 0.2)" +4/5(0.8)".

Sinaise Sistemas -39
Eng. da Computacéo

(
y
P



Resposta de Entrada Zero (V)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema
— Ex: Calcule aresposta de entrada zero parao sistema L TID.

(E* +6E +9)y[n] = (2E* + 6E) X n]
para V[-1]=-1/3, y[-2]=-2/9 X{n] =4"u[n].
A equacio carcaterigicaég”+6g+9=(g+3)(g +93)
os modos caracterigicossdo : (- 3)",n(- 3)" easolucao dada por :
Yol = (¢, +Cn)(-3)".
Paraachar asconstantes, faz-sen=-1en=-2naequagao acima :
Yol-=-1/3\ (c,+C,(-D)(-3)*=-1/3\ -¢ +c,=-11
Yol- 21=-2/9\ (G, +C,(-2)(-3)2=-2/9\ ¢- 2, =-2}
Pbc=4 ¢, =3
A resposta deentrada zeroé y,[n] = (4+3n)(- 3)".
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Resposta ao Impulso Unitario (i)
e Fundamentos

— Considere o sistema de n-ésma ordem especificado pela
eguacao:
(E"+aEMt+.. . +a, ,E+a,)yn =
= (b,E" +BE" ' +...+b_,E+b,)Xn]
ou Q[E]y[n]=PE]Xn]

A resposta ao impulso éasolucdo desta equacao paraentradaimpulso e
condicOesiniciasnulas:
QIE]h[n] = P E]d[n]

sa  h-1=H-2]=...=h-N]=0
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Resposta ao Impulso Unitario (i)
e Fundamentos

— Exemplo: Calcule aresposta ao iImpulso para o sistema: -

y[n]- 0.6y[n- 1]- 0.16y[n- 2] =5X]n]
A resposta ao impulso éa solucdo da equacéo .
h[n]- 0.6h[n- 1] - 0.16h[n- 2] =5d[n]
s.a -1 =n-2]=0
Fazendon =0, tem-se:h[0] - 0.6N[- 1] - 0.16N[- 2] =5(1)\ h[0] =5
Fazendon =1 tem-se:N1]- 0.6 0] - 0.16h[- 1] =5(0)\ N1]=3
Continuand o desta forma, determina - se 0s proximos termos de h n].
Esta solucao e Util parase determinar a solucao deforma fechada.
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Resposta ao Impulso Unitario (iii)
* A Solucao de Forma Fechada

— A resposta ao impulso unitario h[n] tem as caracteristicas:

* A entrada € nula exceto para n=0, implica resposta formada
por modos caracteristicos do sistema.

* Emn=0, tem-se valor diferente de zero.

A forma geral de h[n] éexpressa como : h[n] = Ad[n] + vy [n]u[Nn]

onde y_[n] @€a combinagdo linear dos modos caracteristicos do sstema.
Como Q[EJh[n] =P[EJd[n] P Q[E](Ad[n]+ y.[n]u[n]) = P[E]d[n]
Como Y, [n] éfeito de modos caracterigticos, tem-se Q[E](y.[n]u[n]) =0
Logo, Q[ E](Ad[n]) = PLE]d[n]
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Resposta ao Impulso Unitério (iv)
« A Solucao de Forma Fechada
Lembrando que Q[E](Ad[n]) = P[E]d[n]\
A,(d[n+N]+ad[n+N-1+...+ad[n]) =bd[n+ N]+...+bd[n]
Faz-sen=0,emprega-sed[m]=0" m?! 0, ed[0] =1, obtem-se

Aa, =b,\ A = Z—N, finalmente resultando em
N

h{n] = N d[n] + y[njuln]

N
Os coeficient es desconheci dosde y, [ n] séo determinadosa partir do

conhecimento dos N valoresde h n].
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Resposta ao Impulso Unitério (iv)
* A Solucao de Forma Fechada
— Exemplo: Determine aresposta ao impulso do exemplo anterior

y[n]- 0.6y[n-1]- 0.16y[n- 2] =5X[n]

Esta equacéo pode ser re- escrita naforma avancada

y[n+2]- 0.6y[n+1]- 0.16y[n] =5Xxn+ 2] ou

(E*- 0.6E- 0.16)y[n] =5E*X[n]

O polinémio caracteristicoé:g* - 0.6g - 0.16 = (g +0.2)(g - 0.8)
Modos caracterigticos: (- 0.2)" €(0.8)" b y.[n] =¢,(- 0.2)" +¢,(0.8)"
Como b, =0P A, =0, resultando emh[n] =[c,(- 0.2)" +¢,(0.8)"Ju[n]
Como h[- 1] = h[- 2] =0, por substitui¢ ao direta na forma interativa,
encontra-se h[n] =[(- 0.2)" +4(0.8)"]u[n]
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Resposta de Estado Zero (i)

e |Introducao

— Resposta y[n] para condicoes inicias nulas no sistema discreto
de entrada arbitraria x[n] diferente de zero.

 Esta Situacdo € comum a todos sistemas tratados nesta
Secé0, a ndo ser quando dito o contrério.

Sinal de entrada X[ n] expresso como soma de componente < Impulso
A componente x[nfemn=mexmJd[n- m],logo escreve-<e:
X[n] =X0]d[n] +X1d[n- Y +...+X- d[n+]] +...

Xn]= g {mid[n- mj,

Para sstemas lineares, sua resposta para qualquer entrada arbitraria

é obtida somando - se sua resposta as suas componentesimpul so.
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Resposta de Estado Zero (i)

e |Introducao

L 2

OF .

- ‘.k.‘P.....‘.....
b

_(C)_ 7
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Resposta de Estado Zero (i)

e |Introducao

A notacao abaixo indica a entrada e sua correspondente saida :

X[n] P y[n], em particulard[n] P h[n].
Devido ainvarianciano tempo, d[n- m]b h[n- m]
Devido alinearidade: x[m]d[n- m| b x[m]h[n- m]

e ax[m]d[n m| P ax[m]h[n m]

m_ m_
J
~

x[n] yin]

Logo, y[n]= éx[m]h[n- ]

Sinaise Sistemas
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Resposta de Estado Zero (1v)

e Somatorio de Convolucao
— O somatorio de convolucao de duas funcoes € definido como:

¥
x[N]* %,[n] = & x{mlh[n- m], com as propriedades relevantes:

Comutativa : xz[ n|* x,[n] = x,[n]* x[n]

Distributiva: x[n]* (x,[n] +x,[n]) = x[n]* x,[n] +x[n]* x[ ]
Associativa: x[n]* (x[n]* x,[n]) = (x[n]* X,[n])* X[}

Ded ocamento no tempo .

x[n*x[nf=cn], entdo  x[n- m]*X,[n- p]=c[n- m- p]
Convolucédo comumimpulso : X[n]*d[n] = X[ n]

Largura: Sgjam x,[n] e x,[n] sinais com largurasW, eW, finitas, ent&o
cIn] = x[n]* x,[n], temlarguraW, +W,.

A larguradeum sinal €0 numero de elementos (comprimento) menos um.
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Resposta de Estado Zero (V)

e Somatorio de Convolucao
— Causalidade e Resposta de Estado Zero¥
Considere arespostadosisema : yin]= g X{mlh[n- m,
m=- ¥

paraumsinal deentrada x| n] causal, entao Xim] =0 param<0;
paraum sstema causa (i.e.h[n] causal), entao h[n- m] =0param > n.

n
Parasina esstema causais:  y[n] = g X{mlh[n- m]
m=0
— Somatdrio de convolucdo a partir de uma tabela: Pode-se utilizar
uma tabela de somatorios de convolucéo para determinar outros
somatorios de convolucdo mais complexos.
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Resposta de Estado Zero (vi)

e Somatorio de Convolucao
— Exemplo: Determine c[n] parao sistema LTID:
X n] = (0.8)"u[n] _ 1 XxIm]=(0.8)"u[m]
y, €entao j _
g[n] =(0.3)"u[n]p igln- m = (0.3)" "uln- m|
cn]=xXn]*g[n] = a X[m]jg[n- m|, como osinal eoSstema sao causals:

m=- ¥

cn] = g x{m]g[n- m]\ dn] :éi (0.8)"u[m](0.3)" "u[n- m]

0.8)"(0.39™™, n? 0; "4
gy 30970 n0 o ra g 0 yin)
{0, n<o. "
qrj= (03 8 - O™ /1 x08™ - (0.3 uln]
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Resposta de Estado Zero (vil)

« Somatorio de Convolucao
— Exemplo: A resposta de estado zero parao sistema L TID:

y[n+2]- 0.6y[n+1]- 0.16y[n] =5x[n+ 2]
Aentradaéxn]=-4"u[n] earesposta aoimpulso unitario &
h[n] =[(-0.2)" +4(0.8)"]u[n]. AsSm, aresposta é:
y[n] = x[n]* h[n] = (0.25)"u[n]*[(- 0.2)"u[n] +4(0.8)" u[ n]]\
y[n] =(0.25)"u[n]* (- 0.2)"u[n] +(0.25)"u[n] * 4(0.8)"u[n]
Tabela desomatdrios deconvolucéo : x[n] =g,'u[n]; x,[n] =g,u[n];

n+1 n+1

691 -9
EE 0:- 9

x[n* %,[n] = uu[n] entéo

n+l _ n+1 n+l _ n+1
a\.:ll gZ uu[ n] + 43\31 g3 uu[ n]
gl J, U € U0,-0s (
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Resposta de Estado Zero (viii)

« Somatorio de Convolucao

— Exemplo: continuacéo:

] egln+1 g g+1 4egln+l g g+l

\
e(o 25)n+1 (02)n+1u e(o 25)n+1 (O 8)n+1
MN=e=025- oz "% 029- (08 b‘“[ i

y[n] = (2.22[(0.25)"™" - (- 0.2)""]- 7.27[(0.25)™™* - (0.8)""*1)u[n]\
y[n] =[- 5.05(0.25)"*" - 2.22(- 0.2)"™" +7.27(0.8)"™*]u[n],
lembrando queg"™ =g.g", aresposta podeser re-escrita:

y[n] =[- 1.26(0.25)" +0.444(- 0.2)" +5.81(0.8) "Ju[ n]\

yin] =[- 1.26(4) " +0.444(- 0.2)" +5.81(0.8)"Ju[N]
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Resposta de Estado Zero (I1x)

— Regsposta para Entradas Complexas

o A parterea daentrada geraa parte real darespostae a parte
Imaginaria da entrada gera a parte imaginaria da resposta.
L ogo,

Xn]=x[n]+ x[n] e y[n=y/[n]+ y[n]
logo, x[n]P y[n] e Xx[nb y[n]

— Entradas M Ultiplas

e Entradas milltiplas para um sistema LTI sdo tratadas
empregando o principio da superposi céo.
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Resposta de Estado Zero (x)

o Somatorio de Convolucao: Solucao Gréfica
— Procedimento Gréfico:
O somatorio de convolucéo desinais causais X[n] € g[n] € dado por :

dn) = & X[mlg[n- m

O somatdrio de convolucéo pode ser determinado pelo procedimento:

0. Trace o grafico de X m] e g[m] como fungdes dem

1. Invertaafuncéo g[ m] em torno do eixo verical (m= 0) eobtenha g[- m|.
2. Dedogue g[- m] por n unidades eobtenha g[n- m]. Paran >0, move -
adireita (atraso); paran < 0, move - se a esquerda (avanco).

3. Multiplique x] m] por g[n- m], adicione todos produtos e obtenha c[ n].

O procedimento erepetido paracadavaor den nointervalo - ¥ a¥.
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Resposta de Estado Zero (Xi)

o Somatorio de Convolucao: Solucao Gréfica
— Exemplo: Determine graficamente ac[n]= x[n]*g[n].
xn] =(0.8)", g[n] =(0.3)", logo, x{m] =(0.8)", g[n- m]=(0.3)" ™
As duas fungdes s sobrepoém nointervalo O£ m£ n,assm .

.3 o889

cn] = ax[m]g[n m| a(08) (0.3""=(0.9"a d Coat

m=0 m=0
c[n] =2(0.8)™™" - (0.3)™], n3 0.
Paran <0, n&o existe sobreposicao entre {mj eg[n- m|, logo,
10, n<0
Wl a09m- 0371, nso
Logo, c[n] =2(0.8)™™" - (0.3)™*]u[n]
A Figura(h), aseguir, mostra asituacao geral paran? 0.
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Resposta de Estado Zero (xil)

o Somatorio de Convolucao: Solucao Gréfica

— Exemplo: Representacéo grafica

cxin -

1

1. ©38y

01 2 3 4 1
| (a)
xim] L
. o (0.8)1.’1 -
01 2 3 4 : m —-
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Resposta de Estado Zero (xili)

o Somatorio de Convolucao: Solucao Gréfica

— Exemplo: Representacao grafica

Y g[n—ml_ g =0 . 7 1% n<0
B dn-m || g
O ¥ e — % lo  m—-
B ) @
- clnl
.,1. ) 9 : ' -
1 | '
h l '_ I (h)
0 1 2 3 4 5
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Resposta de Estado Zero (xv)

e Somatorio de Convolucao: Sistemas | nter conectados

— Sistema composto
por subsistemas
mais simples para a[n1§
se gerar a resposta —=—+
a0 impulso de 5

h.[n] = _h,[n] + hz[.n]

sistemas em I T S
pardelo ou em I |
cascata. S o s,

U hyln] * holn)

bl * i [n]
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Resposta de Estado Zero (xvi)

e Somatorio de Convolucao: Sistemas | nter conectados

— Sistema LTID | | |

composto por

sstema S com

resposta ao impulso

nN[n] seguido de
acumulador.

]

2 vin]

il

W

H

)

_ _ : (e) _
A resposta g[n] ao degrau unitario de um sistema LTID,
com resposta ao impulso h[n], é:

ol = & hik]
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Resposta de Estado Zero (xvil)

e Somatorio de Convolucao: Sistemas I nter conectados
— Sistemalnverso: h[n]* h[n] =d[n]

— Anaogia entre operadores de sistemas continuos e sistemas discretos:
Integrador e acumulador, diferenciador e diferenca paratras.

Acumulador : y[n] = én X[k]; Diferencaparatras: y[n]=x[n]- x[n- 1]

Exemplo dessema ikrj\_/¥erso considerando a resposta ao impulso :
doacumulador : h,[n] = én_ d[k] =u[n]

dadiferenca paratras: hb::[-ri] =d[n]- d[n- 1]

e, [1* W[N] = U] *{d[n] - d[n- 2]} = uln] - u[n- 1] =d[n]
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Resposta de Estado Zero (xvill)

« Somatorio de Convolucao: Funcao Exponencial I ncessante (z")

— Funcéo caracteristica: Entrada para qual um sistema responde da
mesma forma, a exponencia € o Unico caso.

Sgaumsistema L TID com resposta ao impulso h[n] eentrada z"
entao aresposta do sistema y[n] é:

yin=hn*z"= g im]*z" ™ =2" § h[m]* z ™\

m=- ¥ m=-
¥
y[n] = H[Z]Z", onde H[z] = § h[m]* z ™, vdlido parasomatorio finito.
m=-¥

H[ z] € uma constante paraum dado valor de z

sina desaida

sinal de entrada entrada=exponencial incessante z"
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Resposta de Estado Zero (Xix)

e Somatorio de Convolucao: : Funcao Exponencial I ncessante (z")

— A funcdo de transferéncia para sistema LTID, com sina de
entrada nao-causal pode ser expressa em termos de polindbmio:
sina de saida ‘

sind deentrada 'emaa=2"

Na forma de polinOmio a exponencial incessante e sua resposta :

H[Z][Q[E]Z"] = P[E]Z"

Tem-s=eque H[z] =

1 P[E]Zz" = P[z]Z"
Como E*z"=2z"*=2z"Z*\ | LE] 2]

1 QE]Z" =Q[Z]Z"
Conclui -se que afungdo detransferéncia éH[z] = Plz]

Q[z]
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Resposta de Estado Zero (xx)

« Somatorio de Convolucao: Resposta Total
— Resposta total = Resposta entrada-zero + Resposta estado-zero=

N

+ 8 ¢,9" +x[n]* h[n], para atovalores distintos
| QU
| entrada zero

]
:' a ni-'c. g, + a c.g/+XnJ* h[n] para autovalores repetidos e distintos

estado zero

T \J =1 j=r+l estado Zero

T entrada zero

Exemplo :Sistema : y[n+2]- 0.6y[n+1]- 0.16y[n] =5 n+ 2]
Com condicoes iniciais: y[- 1] =0, Vy[-2] =25/4eentrada (4) "u[n]
resp = 02( 0.2)" +O8(08) 126(4) +0.444(- 0.2)" +581(08))

entrada Zero estado Zero
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Solucao Classica de EquacOes de Diferencas (i)
 Determinacao das Respostas Natural e Forcada

— A resposta natural de um sistema consiste de todos termos de
modos caracteristicos na resposta.

— A a resposta forcada € composta pelos termos remanescentes
gue n&o forem de modos caracteristicos.

resposta total = y[n] = y_[n] +y, [n], logo,

QLEI(y.[n]+y; [n]) = PLE]X[n]\ }Q[E]y‘:[n] 0
i i QLE]Y: [n] = PLE]X(n]

- Naresposta natural, asconstantes arbitrarias séo determinad as a partir,

em geral, das condicoes auxiliares (y[O], Y[1],..., y[n- 1]) a0 invés das

condicoes iniciais (y[- 1], Y[- 2],..., Y[- N]).

- Calculo de resposta forcada por método de coeficient esindetermin ados.

Sinaise Sistemas 1-65
Eng. da Computacéo



Solucao Classica de Equacoes de Diferencas (i)

 Resposta Forcada
— A tabela mostra algumas funcoes de entrada e a saida forcada:

Entrada Saida

r", rtg (1=12,...,N) cr’

r", r=g (=12...,N) cnr”

cos(bn+q) ccos(bn+f)

a8’ 0, & 0,

caan- ca cn

€i=0 ¢ €i=0 ¢
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Solucao Cléassica de Equacoes de Diferencas (ili)
 Resposta Forcada

- Exemplo :

Resolva a equacdo dediferencas : (E* - 5E +6)y[n] = (E - 5)x[n], com
entrada x[n] = (3n+5)u[n] e condicoes auxiliares y[0] =4, y[1] =13.
Polindmio caracteristico:g”- 59 +6=(g - 2)(g- 3), assim :

Logo, aresposta natural € y [n] = B,(2)" + B, (3)"

Pale tabela anterior, aresposta forcada é y, [n] = c¢,n+ ¢,

Consideran do aresposta forcada, tem - se que .

y.[n+1] =c/(n+1)+c,=cn+c +c,

yi[n+2] =c,(n+2)+¢, =gn+2¢, + ¢

x[n]=3n+5 e xn+1]=3(n+1)+5=3n+8
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Solucéo Classica de Equactes de Diferencas (1v)
 Resposta Forcada

- Exemplo (continuag &0) :

Lembre que Q[E]y; [n] = P[E]x[n] logo tem - se:

Yi [n+ 2] - 5yf [n +1] T 6yf [n] = X[n+1] - 5X[n]\

ch+2c +c,- 5(cn+c, +c,)+6(cn+c,) =3n+8- 5(3n+5)\

2cn- 3c, +2c,=-12n- 17, por comparagao tem-se

2¢, =- 12 i ICl 0 35
C3c +2c, :_17g - 3P yiln=-6n- =
{5
. _ _ n n 35
Resposta total : y[n] =y [n]+ vy, [n] =B,(2)" +B,(3)" - 6n- 5 n3 0
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Solucéao Classica de Equacoes de Diferencas (V)
Resposta Forcada
- Exemplo (continuag &o) :

Resposta total : y[n] =y [n] +y.[n] = B,(2)" +B,(3)" - 6n- % n3o0

As condicOes auxiliares sdo usadas para determinar B, B, :

35\ Bl+BZ:4—3
2 2

325\ 2B, +3B, = 7—23

y[0] =4 =B,(2)" +B,(3)° - 6(0)-

y[l] =13= B1(2)1 + Bz (3)1 - 6(1) -

43 ‘ 86 j. _73 86 _ 13
5 (2) i 2B - 2B, =- 5 :B, = T
\ i \
: :
i

(B, +B,)(-2)=

| 73

;:'251+3|32=7 73 51=43

2B, +3B, =— - B, =15
1 275 5 2

i
35

2 1-69

Regposta total : y[n] =y [n] + vy, [n] =15(2)" - 153(3)n - 6N
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Solucéao Cléassica de Equacoes de Diferencas (vi)

— O mé&todo classico requer condicoes auxiliares poisem n= -1, -2,
..., -N apenas a componente de entrada zero existe e neste
meétodo, ndo se pode separar as componentes de entrada zero e
estado zero. Logo, as condicdes iniciais devem ser aplicadas a
resposta total que se inicia em n=0. Logo precisa-se de condicoes
auxiliares: y[0],y[1],...,y[N-1].

« Se forem informadas condigoes iniciais y[-1],y[-2],...,Y[-N].
entdo pode-se usar procedimento iterativo para se obter as
condicoes auxiliares y[O],y[1],...,y[N-1].

O ggema especificado pela equacado Q[ E]y[n] = P[E]X[n]

tem resposta forcada para a entrada exponencial X{n] =r" dada por
jrt g (modo caracterigtico)

y. [n]=H[r]r" onde:’H
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Estabilidade de Sistemas (1)

« Estabilidade BIBO

— Se toda entrada limitada produzir saidas limitadas no sistema,
este é dito estavel BIBO. Em contraste, se alguma entrada
limitada resultar em resposta ilimitada o sistema € definido com
instavel BIBO. Assim, para um sistema LTID:

y[n] = h[n]*x{n] = & h{m]x{n- m]\

m=-
14 ¥

Mnl=| @ himixn- m] £ § [ X(n- m]

¥
Se x{n] limitada, entdo [x{n- mi|< K, <¥ e |yin] £ K, @ |him].
¥

m=-

Condicao necessaria esuficiente paraestabilidade BIBO:

¥

o

a |hin] <K, <¥.
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Estabilidade de Sistemas (1)

o Estabilidade Interna (Assintética)

Segjaum ssgema LTID definido pelo polindbmio: Q(E)y[n] = P(E)X[n].
Para modos carcteristicos g", comg complexo, tem-se que o Sgema é:
- Assintoticamenteestavel 1 g" ® 0 quando n® ¥ paralg| <1.
-Instdvel : 9" ® ¥ quandon® ¥, para g/ >1.
-Marginmenteestével 1 |g|" =1 quando n® ¥ paralg| =1.

Estes resultados sdo validos também pararaizesrepetidas.
Raizesimaginariasrepetidase|g| =1tornam osistema instével, pois

=N""'® ¥ £ n® ¥

r-1.n

modos caracterigticosn’ 'g", entdo |n" g
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Estabilidade de Sistemas (i)

o Estabilidade Interna (Assintotica)

L1
“ l _.,.l-n—)

-Ralzesreais

Dentro e forado
circulo deraiol.

-Raizescomplexas =

Dentro e forado
circulo deraiol.
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Estabilidade de Sistemas (1v)

* Estabilidade Interna (Assintotica)
- Raizes simples ~N
sobre o circulo de {
raol: | ;/] \ -
Resis  reais e | l ‘ HHH
complexas. | l l =

()

rao 1: a l ll r”” | :

) _ T s T -
Raizes reais e l l @
complexas._
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Estabilidade de Sistemas (V)

» Definicao de Estabilidade Interna

— Um sstema LTID é assintoticamente estavel se e sO se todas raizes
caracteristicas (sSimples ou repetidas) estiverem dentro do circulo unitéario.

— Um sistema LTID é instavel se e sO se for verdade a0 menos uma das
condigbes: (i) a0 menos uma das raizes esta fora do circulo unitario; (ii)
existem raizes repetidas sobre o circulo unitario.

— Um sistema LTID é marginalmente estavel se e  se ndo existirem raizes
caracteristicas fora do circulo unitario e se houver algumas raizes néo

repetidas sobre o circulo unitario.
 Relacéo entre Estabilidade Interna e Externa

— Estabilidade interna € determinada para condigbes iniciais nao nulas e
entrada nula enquanto que a externa é determinada com condicoes iniciais
nulas e entrada diferente de zero.

— Estabilidade interna assegura estabilidade externa mas o inverso nao é

verdadeiro.
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Parametros e Comportamento de Sistemas (i)

e O comportamento de um sistema LTID (com respeito aos seus
parametros):

— Depende dos modos caracteristicos em termos de modulo,
tempo e precisao.

— Responde fortemente a entradas similares a seus modos
caracteristicos e e pobremente a entradas muito diferentes.

— Tem seu tempo de resposta indicado pela largura da resposta ao
Impul so.

— Dispersa, em geral, pulsos discretos no tempo que sao aplicados
a sistemas discretos no tempo.

— Tem a quantidade de dispersao e a taxa de transmisséo de
Informacao determinadas pela constante de tempo do sistema.
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Exercicios Recomendados

 Propostosparao MATLAB ou SCILAB
— Todos

 Problemas
— 3.1-1,31-2,3.1-4
— 3.2-1aé3.2-4.
— 3.3-1, 3.3-3,3.3-5a¢3.3-7.
— 34-1aé3.4-5, 3.4-7 aé3.4-9,3.4-11 e 3.4-13.
— 3.5-1aé3.5-5.
— 3.6-1 aé3.6-53.6-7.
— 3.7-1aé3.7-4.
— 3.8-1aé3.8-5,3.8-10, 3.8-11, 3.8-16 € 3.8-17.
— 3.9-1aé3.9-8.
— 3.10-1 até 3.10.-6.
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