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Analise no Tempo de SLCT (i)

e |Introducao
— Serao considerados sistemas diferenciais lineares para anali se.

» Serdo tratados sistemas lineares invariantes e continuos no
tempo (LTIC), descritos por:

dy@),  d"y, dy _
dtN ai dtN 1 +aN-1a+aNy(t) -
dMx(t dM-tx(t dx(t
_bN Mo M () bN M +1 dtM-g)-l_ +bN-1$+bNX(t)

ondea, eb sdo0 constantes. Pode- serescrever comouso deD::
D" +aD"*+...+a, ,D+a,)yt)=

= (0. D" by, D" T+, + by D by X(1)

ou, em termos de polindbmio : Q(D) y(t) = P(D) x(t)
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Andlise no Tempo de SLCT (i)
e |Introducao

— Valoresde M e N, contudo n&o deve ocorrer M> N pois:

o A expressao anterior atuaria como diferenciador (funcaéo de
transferéncia) de ordem (M-N). Isto poderia levar o sistema
a Instabilidade (BIBO) pois a derivada de uma entrada
degrau unitario serailimitada (funcéo impulso unitario).

 Em gera, um sinal de ruido € rapido, gerando valores altos
de derivadas. Logo o diferenciador aumenta seu efeito.

Recomenda - se, portanto, utilizar: M £ N.

Esta hipétese sera assumida dagui parafrente.

Como ossema definido élinear, sua resposta total € dada por :
Resposta total = Resposta de Entrada Zero + Resposta de Estado Zero
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Resposta de Entrada Zero (i)

 Resposta para Condicoes Internasdo Sistema
— Este componente € aresposta do sistema para entrada nula.

(DN + aiDN-l +...+a . D+ay )y () =0\ Q(D)yyt)=0
Paraa combinacao linear resultar em zero, todas derivadasexistem
esa0 da mesma forma. Esta € uma proriedade de funcéo exponencial :
y,(t)=ce'' b Dy (t)=cle'b D’y (t)=cl?€"'...b D"y, (t)=cl "€
Desta forma, o polindmio assume aforma :
QD)Y,(t)=c(l " +al " +. . +a | +a,)e =0
Como, por hipotese y,(t) * Oec?! O, entdo tem-se que
Ql)=I"+al " *+.. . +a,, +a, =0\

QU)=(1 - 1) -1,)...(1 - 1)=0
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Resposta de Entrada Zero (i)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema
Para raizes distintas.

Tem -2 N possivels solugdes paraQ(D)y,(t) = 0, dados por :
Vi) =ce Y, (D) =ce . Yy () =Cy €7 Yy () =g e
ondec,C,,...,Cy.;,Cy SA0 constantes arbitrarias

Cada solucao satisfaz individual mente o polinomio Q(D)y,(t) =0:
Q(D)y,() =Q(D) y.(t) =... =Q(D) y\.(t) =Q(D) y\(t) =0
Como osgstema élinear, tem-<e:

Q(D)[(Cyi(t) + Gy, (t) +...+Cy Yy ()] =0
Asim, a solucéo geral edada por:

y()=ce€?+ce? +.. . +c e
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Resposta de Entrada Zero (iii)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema
Para raizes distintas.

O polindbmio Q(I ) € relacionado com as caracteristicas do Sstema.
Asdam, chama - Q(l ) depolindbmio caracteristico do astema
eQ(l ) = 0deequacao caracterisica do sstema.

As raizes desta equacao séo chamadas deraizes caracterigicas,
valores caracterigicos, fregiiéncias naturais e autoval ores.

Asexponenciaise’,i =1,...,N, no Sstema de entrada zero Sio chamadas
de modos caracteristicos, modos naturais ou modos. Estes influenciam

na resposta completa. A resposta de entrada zero € uma combinacao linear
dos modos caracteristicos do Sstema.
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Resposta de Entrada Zero (1v)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema
Para raizes repetidas.

Sejaaequacio Q(D)y,(t) = (D* - 2Dl +1°)y,(t)=(D- | )*y,(t) =0,
comsolucdo Yy, (t) = (c, +c,t)e', provada por substituic 8o direta

De modo analogo, a equagéo diferencal (D - | )" y,(t) =0,

tem os modos caracterigicos: €' ', te' ', t%e'", ..., t" e

Asim, asolugio édadapor:y,(t)=(c, +ct+...+ct" e,
Assm paraum sstema com o polindmio caracterigico:

Q) =( -1 -1,)...( -1y)

tem os modos caracteridicos: e'*,te'",... t" et et e
esolucio: y,(t)=(c, +ct+...+ct" e +c € +...+c e,
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Resposta de Entrada Zero (V)
e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema

Para raizes complexas.

— O procedimento € 0 mesmo gue aquele para raizes reais. Nesta
caso ter-se-a modos caracteristicos complexos e forma de
sol ucéo complexa.

— Pode-se optar por ndo se trabalhar com a forma complexa:
Raizes complexas ocorrem aos pares: y, (t) =c,e®"?" +c,e® 1?)t

Paraum sstema real, aresposta érea s ¢, ec, sdo conjugados :

C C _ig -
cl:—eJq e G =€ M isto resulta:

Vo (t) = elq @+t 4 C o iaga- bt :Eeat(ej(bt+q) HPSCA N
2 2

y,(t) = ce* cos(bt +?)
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Resposta de Entrada Zero (vi)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema
— Exemplo Calcule aresposta de entrada zero para a equacao:

(D*+3D+2)y(t) = Dx(t), para y,(0)=0,y,(0)=-5.
A equacdo carcaterigicadosstema él * +3| +2=0,
Parao qual asraizescaracterigicasséo |, =- 11, =-
os modos caracterigicossio ;e ', e * easolucio dada por :
y () = Cle't +c,e ?'. Paraachar asconstantes, calcula-se:
V()= - ce'- 2c,e”, segue - seasolucio do sstema de equagtes:
Yo(0)=0= cle+ce\cl+c— Dc—
y,(0)=-5= -ce’- 2¢c,e’\ -¢ - 2c, —-SE;
A resposta de entrada zero é y,(t) = - 5e’ " +5¢ .
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Resposta de Entrada Zero (vii)

e Resposta para Condicoes I nternasdo Sistema
— Exemplo: Calcule aresposta de entrada zero para a equagao:
(D? +6D +9)y(t)=(3D +5)x(t), para y,(0)=3,y,(0)=-7.
A equacio carcaterigicadosstema él * +6| +9=0,
Parao qual asraizescaracteridicassdo |, =-3,1 , =- 3,
0s modos caracterigicossio ;e *,te ™ easolucio dada por :
y,(t) = (c, +c,t)e ™. Paraachar asconstantes, calcula- se:
V()= - 3ce’ +c, (e - 3te™), asolucio dosistema de equages é:
y,(0)=3= ce’+c,.0e’\ ¢ =3 ljp <o
y,(0)=-7= - 3ce’+c,(e°- 3te’)\ -3c,+c, =- 7% i
A resposta de entrada zero é y,(t) = (3+2t)e ¥,
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Resposta de Entrada Zero (Viil)

 Resposta para Condicoes Internasdo Sistema
— Exemplo: Calcule aresposta de entrada zero para a equagao:

(D? +4D +40)y(t) =(D +2)x(t), para y,(0)=2,y,0)=16.78.
A equacao caracterigicadosstema él “+4l +40=0,
Asraizescaracteridicassao 2 =-2+ )6, ?2,=-2- |6

os modos caracterigicos:e' **1%" "= 19" A solucipo naforma é:
y,(t) = ce * cos( 6t + ?). Paraachar as constantes, calcula-se:
y,(t) = - 2ce * cos(6t +?)- 6oe * sen( 6t +?), asolugdo édada por :
y,(0)=2= ce’cos(0+?)\ ccosq =2 [,]p jccosq =2
J5(0)=16.78\ - 2ccos?- 6csen? =-5f  {csenq =- 3,463
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Resposta de Entrada Zero (ix)

 Resposta para Condicoes Internasdo Sistema
— Calculando as constantes:

jCccos? =2
{csen? =-3463
(ccos?)’=(2)%;  (csen?)’ =(-3463)
Somando - s as duas equagoes tem- e
(ccos?)’ +(csen?)’ = (2)? + (- 3463)?\ ¢®=16\ c=4.
Acha-seoangulo defase:

elevando ambos os termos ao quadrado

q = (o 158 3,4639: p
8 2 g 3
A resposta de entrada zero € y,(t) = 4e @ cosga%t - BQ.
3¢ 1-13
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Resposta de Entrada Zero (x)

* Resposta para Condicoes Internasdo Sistema
— Condicles Iniciais na Prética

« Em problemas reais, as condicOes iniciais devem ser
geradas a partir das situacOes fisicas.

e As condicOes inicials imediatamente anteriores a t=0, em
geral, sao diferentes das condicOes iniciais imediatamente
apos a aplicacéo da entrada.

NotacBes: t=0 et=0"

* Imediatamente antes da aplicacao da entrada, tem-se a
resposta de entrada zero.

Sinais e Sisemas
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Resposta de Entrada Zero (xi)

 Resposta para Condicoes Internasdo Sistema
— Independéncia das Resposta de Entrada Zero e Estado Zero:

 Estes dois componentes do sSistema sao0  mutuamente
Independentes. I1sto €, as duas respostas coexistem sem haver
Interferéncia de uma sobre a outra.

— Condicoes Auxiliares para Solucao de Equacoes Diferenciais:

 Em gerd, para se determinar unicamente y(t) a partir de sua
N-ésma derivada, sdo necessarias N informacoes (restricoes)
sobre y(t). Tais restricoes sdo geramente chamadas de
condicOes auxiliares e recebem denominacao particular para
guando t=0: condicOes inicias.
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Resposta ao Impulso Unitario (i)
Fundamentos

— Se for conhecida a resposta de um sistema a uma entrada
Impulso, pode-se determinar a resposta do sistema a uma entrada
arbitraria x(t).

— Apresenta-se um método para determinar a resposta ao impulso
unitario de um sistema L TIC descrito pela equacao diferencial de
ordem N: Q(D)y(t)=P(D)x(t). Onde Q(D) e P(D) sao polinGmios,
onde M £ N. Paraestarestricéo, o caso mais geral € M=N.

(D" +a, D" +...+a, ,D+a,)y(t) =

=(b,D" +B D" +...+b_,D +b)x(t)

— h(t) é a resposta de um sistema para uma entrada impulso em
t=0, com todas as condicoes iniciais nulas emt = 0" . Esta entrada
gera armazenamento de energia, implicando em condicoes
iniciaisndo nulasem t =0".
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Resposta ao Impulso Unitario (i)
e Fundamentos

— Como n&do ha entrada apds o impulso ter sido aplicado, o
sistema respondera a condicéo inicial recem-criada.

— Assim, aresposta ao impulso h(t) é formada a partir dos modos
caracteristicos do sistema:

h(t) = termos dos modos caracterigticos t3 07
— Emt=0 pode haver no maximo um impulso, gerando:

h(t) = Ad(t) + termos dos modos caracterigicos t3 0

— Assumindo x(t) como um impulso unitario, tem-se que
(DN +a D" *+...+a )h(t) = (b, D" +b D" +...+b,)d(t),
Substituindo - se a expressao parah(t), tem- se como resposta :
h(t) = b,d (t) + modos caracteristicos, comb, =0paraM < N.
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Resposta ao Impulso Unitario (iii)
 Fundamentos

— Exemplo: Calcule aresposta ao impulso para o sistema:
(D*+5D +6)y(t) = (D +1)x(t), comoM <N P b, =0,

Equacdo caracteridicaél > +5 +6=0\ | ,=-2]1,=-3;

Resposta ao impulso (SO modos caract.) : h(t) = (ce *' +c,e *)u(t)
parax(t) =d(t) ey(t) = h(t) P h(t) +5h(t) + 6h(t) =d(t) +d (t)
CondicBesiniciais h(0" )=h(0 )=0;esgamh(0" ) =K;h(0" ) =K,
Devido aoimpulso : h(0) = K, d(t); F(0) = K.d(t) + K.d(t) b
K.d(t)+K,d(t)+5Kd(t) +6h(0) =d (t) +d (t)\
5K, +K,=1 K,=1b K,=1K,=-4.

h(0") =(ce’ +ce’) =K, =1\ ¢ +¢c, =1 G
R(07) = (- 2€° - 3c,6%) = K, =- 4\ -2, - 3, =- 4}

Sinase Sstemas
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Resposta ao Impulso Unitario (iv)

* Resposta Impulso Unitario
— Método de Casamento de Impulso Simplificado:

 Buscareduzir procedimento para determinar h(t).
Segjaosgema LTIC definido por :

Q(D)y(t) = P(D)x(t)\

(D™ +a, D" +...+a,)y(t) = (0,D" +b D" +...+ b )x(t)
aresposta ao impulso unitario h(t) €: h(t) =b,d(t) + [P(D)y. ()] u(t),
onde y (t) €combinagao linear dos modos caracteristicosdo Sstema de
condicesiniciais: y (0)=y (0)=...=y""%0)=0, vy {0)=1
determinadas para que n&o haja derivadas que gerem discontinuidades
ParaM <N P b, =0,logobd(t) =0
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Resposta ao Impulso Unitério (v)

* Resposta Impulso Unitéario
— Exemplo: determine a resposta ao impulso h(t).

(D*+3D + 2) y(t) = Dx(t), sstema desegunda ordem (N = 2),
eg.caracterigica: (?*+3?+2)=0p 2=-1, ?2,=-2
Logo:y (t)=ce'+ce? b y(1)=-ce'-2ce”.
Ascondigoesiniciassio: y,(0) =0, vy (0)=1
Asim, tem- seque:\:'O:ClJrC2 b }'Cl:l

il=-c-2c, 71¢,=-1
Lembre-se: h(t) =[P(D)y. (t)]u(t), onde P(D)y.(t) =Dy (1),
Portanto, h(t) =[P(D)y. ()]u(t) = v (t)u(t) = (- &'t +2& 2)u(t)
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Resposta de Estado Zero (i)

e |Introducao
— Resposta para condicoes inicias nulas.

— Uso do principio da superpos ¢ao para encontrar a resposta de
um sistema aum sina de entrada arbitrario x(t). Considere
Pulso basico p(t) =1, paralargure ?t iniciandoemt =0;
Entrada x(t) € somatorio de pulsos retangulares estreitos,
Assam, um pulsoiniciando emt = nDt comaltura x(nDt) € expresso :
X(nDt)p(t - nDt). Portanto, o sinal de entrada x(t) €dado por :
X() = lim & x(nDt)p(t - nd) = lim § X020

Dt®0 pteo " Df
onde[x(nDt)/Dt ] p(t - nDt) éum pulso comaltura[x(nDt)/ Dt ].

Assm, para?t ® 0P [x(n?X)/?t] ® ¥ edareapermanece x(nDt).
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Resposta de Estado Zero (i)

e |Introducao

O pulso gproxima -se doimpulso : x(nDt )d(t- nDt ),paraDt ® O
Logo, x(t) = lim & x(nDt )d (t - nDt )Dt

Dt®0t

Encontra- s o par entrada - saida paraa entrada x(t) :

Entrada(x(t)) ® Saida(y(t))

d(t) ® ht)

d(t- nDt) ® h(t- nDt)

[x(n?X) ?t] d(t - nDt ) ® [x(n?X)?t]h(t - nDt )
lié“oé x(n?t )d(t- nDt)?t ® lié“oé x(n?t )h(t - nDt ) 2t

1-22
Eng. da Computacéo



Resposta de Estado Zero (1i1)

e Introducao
Portanto : y(t) = lim A x(N?t)h(t - n?t )Dt \
' t

y(t)= ¢, Xt )h(t- t )

— Esta é a resposta do sistema y(t) para uma entrada arbitraria x(t)
em termos da resposta ao impulso h(t). Logo, conhecendo-se este
ultimo, pode-se determinar y(t) para qualquer entrada.

 Note que a resposta do sistema para qualquer entrada €
determinada pela resposta ao impulso, que por sua vez, €
construida a partir dos modos caracteristicos do sistema.
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Resposta de Estado Zero (1v)

e |Introducao

T
x(n T
XnAT) |
p() F
A A
= [x(nAT)ATIS(t — nAT) y(1) xnATI( — nADAT
0| Ar t —= —] T { —-
At t = nATr
0 nAr t—» 0 nAr [ —-
(a) (b)
. (e)
Ity
430
0 1= 0 t—-
(c)
6(t — nAT) . :-.-.
h(t — nAT) 0 nAr f
Figure 2.3 Finding the system response to an arbitrary input x(z).
0 nAr - 0 nAr t—
(d)
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Resposta de Estado Zero (V)

e Integral de Convolucao
— A integra de convolucédo de duas funcoes € definida como:
X (1) * X, (t) = (‘i X (t )X, (t-1t)dt,com propriedades relevantes:
Propriedade Comutativa :
X, (1) %, (1) = X, (1) * X, (1)
prova-s mudando avariavel z=t-t b dt =-dz
X(1)* %, =- Q) %(t- 2%(2dz= ), %,(D%(t- 2dz=%(1)* X (1)
Propriedade Distributiva:
X (1) * [ X5 (t) + X5 (0)] = X, (1) X, (1) + %, () * X5 (1)
Propriedade Associativa:
X (1) [X%, (1) * X5 ()] =[%,(£)* %, ()] X5(t)
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Resposta de Estado Zero (vi)

e Integral de Convolucao
Propriedade de Dedocamento: parax,(t)* x,(t) =c(t), logo

X (O)* X, (- T)=x(t- T)*x,(t) =c(t-T)
X (- T)*%(t-T,)=c(t-T,-T,)

e

Convolucéo com um Impulso : x(t) * d(t) = x(t)
Propriedadeda Largura:
Duracdo (largura) de x,(t) e x, (t) eT, eT, P duracdodec(t) eT, +T,.

.Tl(r)

A N

S

_'Cz(f)

_\

al

e T,

™

t —» .

le
3

o
!

T,

Figure 2.4 Width property of convolution.

Sinais e Sisemas

Eng. da Computacéo

[ —t—

L

(D * x5(0)

S —

N

T, + T, .
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1-96



Resposta de Estado Zero (vii)

e Integral de Convolucao

Resposta de Estado Zero e Causalidade :
Y(t) = x(©) * h(t) = ), X )h(t - t )et

Parasstema causal ecom estado zero

- A resposta O éiniciada apds o inicio da entrada;

b xt)h(t-t)dt =) ht)x(t-t)dt, t20
FOXON(E- )t =g At )x(t-1)

10, t<0
O limite considerado sera o daintegral mesmo que denotato por O.

y(t) = x(t)* h(t) =
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Resposta de Estado Zero (viii)

e Integral de Convolucao

— Exemplo: Considere um sistema LTIC cuja resposta ao impulso
h(t) é dada abaixo. Determine aresposta y(t) para a entrada x(t).

h(t) =e ?u(t); x(t)=e'u(t)
Ambos 0ssinais s2o causals, logo tem-se que:

y(t) = éx(t )ht-t)dt, t3 0,assm aintegral setorna:
yt)=ge'te®dt, 20
y(t)ze'”ée‘te2t dt =e*(e-Y=€e'-€7, t30

Lembrando que y(t) =0 parat <0, entdo y(t) = (e'' - e *)u(t)
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Resposta de Estado Zero (i1x)

e Integral de Convolucao

x(r)
1 1
e—n"
0 { —» O { —=
@ (b)
¥(1) 18
S e—'l
‘Ff' ie—.f
0 \,\_! —
g
-f
(c)
Sinais e Sistemas Figure 2.6 Cunmlution of x{f) and h{r). . 1-29
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Resposta de Estado Zero (x)

e Integral de Convolucao
"TABLE 2.1 Convolution Table

No. x, (B x2(f) x1(E) *> x2(t) = x3(f) * x; (t)_
1 x(1) 3t = T) x(t —T1T)
‘ _ e},:
2 e~ u(t) u(t) — u{t)
3 uft) u(t) tu(t)
. ‘ . eF.U’ — }.3'1
4 e*-iru(r) e"l{lf(f) . - u(t)' }\.l # A.‘_)
| 2
5 e u(t) e (1) re” u(r)
6 te ult) ¢ uit) 3[:€}JM”
| Nt NIV
7 r,\u(I) e“!l(f) T u(r)_glk'f‘l([v_-k)! u(t)
. M'N! .
M r-\' rr . rtw'!-f\l‘!-l '
5o ) ”'; M+ NF D! ‘o
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Resposta de Estado Zero (Xi)

e Integral de Convolucao

te*u(t)

tYe* u(r)
tMe* ' u()

A #F A

e"* cos (Bt + Q)u(t)

e u(t)

e u(—1)
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e ()

tY e u(t)

eMu(t)

e*u(—t)

e*u(—1t)

e}L:I _— e}".": < (ll _ Az)te}.]f

u(t)

(A1 = A2)?

M!'N!
(N + M + 1)

M+N-+—]€)u u (r)

M

Z (—DXMUN + k)1t ehrt

MM — IO — A N +k+1
p KM —K)1(A — A2)

u(t)

i

3 (VNI + Rttt
k!(N— k)'(A-Z _ )\.1)‘"*’"“‘1 u( )

k=0

cos (8 — ¢p)e™ — e cos (Bt + 0 — o) y

(1)
Vi + 1)+ g2

¢ = tan~'[~B/(a + A)]

eMiu(t) +e*u(—1)

Re Ay > Re Al
Ay — Ay -
ellf At
U "'t Y
Az — A (=6
D ke
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Resposta de Estado Zero (Xil)

e Integral de Convolucao

— Resposta a Entradas Complexas. Para um sistema LTIC real (h(t)
real) entdo a parte real da entrada gera uma resposta real
enguanto gue a parte imaginaria gera uma resposta imaginaria.
As duas respostas sao somadas para gerar a resposta completa.

X(t) = x (t) + jx. (t), para h(t) sendo real, tem - ¢
y(t) =h(t)*[x (t) + Jx; ()] = h(t)* X (t) +h(t)* jx; (O
y(t) =y, (t) + Jy; (t)
— Resposta a Entradas Multiplas. Aplica-se o principio da

superposicéo. Cada entrada é considerada separadamente e a
soma das saidas individuais determina a saida total dos sistema.
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Resposta de Estado Zero (Xlii)

* Integral de Convolucéo: Solucéo Gréfica

— Possibilita interpretacéo gréafica que e util para avaliar a integral
de convolucéo de sinais complexos.

— Permite a visualizacdo do resultado da integral, freqlentemente
util paratarefas tais como amostragem ou filtragem.

— Viabiliza o cllculo da integral para sinails que nao possuam
descricéo analitica, mas apenas grafica.

— Note que a integral nao se faz com respeito a t, que é apenas um
parametro do processo (e ndo avariavel independente).

— A integral de convolucao s existe para o periodo de tempo em
gue a moldura move coexiste com o grafico fixo.

— Pode-se calcular graficamente x(t)* g(t) ou g(t)* x(t).

Sinaise Sistemas 1-33
Eng. da Computacéo



Resposta de Estado Zero (Xiv)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica

x(t) glr) !

S~

-1 0 ; —- -2 0 =
(a) (b)
g(7)
x(7} +2
1
i\\NL
-1 ! 0  — 12 7 0 . T —-
{c) (d)

x(7)
g(=7) 1/ pd
r-""

-1 90 2 e
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Resposta de Estado Zero (xv)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica

Sinaise Sistemas
Eng. da Computacéo

gt—1) 1 /

x(T)
(f} = tl > 0 / AI
0 2 2+t T—=
gt—1) // X(7)
(g) M Az
: 0] 241 2 T —-
f1
glt—1 )
) F=1y - =3
(h)
2+ 23 -1 Q T -
el
--""-_-—_.— L
{i
Ry 1 Aﬁ ‘-%1
) -3 I ﬁ% ¢ -

Figure 2.7 Graphical explanation of the cenvolution cperation.
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Resposta de Estado Zero (xvi)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica

— Procedimento Gréfico:
1. Mantenha a funcéo x(t ) fixa
2. Visualize afuncado g(t ) como uma moldurarigida. Rotacione a
moldura em torno do eixo vertical paraobter g(-t ).
3. Dedoque g(-t ) anlongo do eixot por t, (em unidade de tempo do
problema) paraobter g(t,-t ).
4. A dreasob o produtode x(t ) eg(t, - t ) éc(t,) o valor daintegral
de convolugao parat =t,.
5. Repita o procedimento, deslocando a moldura sobre o eixot , para
obter c(t) para" t.
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Resposta de Estado Zero (xvii)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica
— Exemplo: Determine graficamente a y(t)= x(t)* h(t).

X(t) = e 'u(t), h(t) = e “u(t)
Como asfuncdes a serem convoluidas 0 vao se sobrepor parat > 0:
-‘[éx(t)h(t-t)dt 30
.I.

10, t<O0

Asfuncbes aconvoluir: xt ) =e", h(t-t) =€ """ logo,

y(t) =

y(t) = ée‘te'z“'”dt —g” (‘éet dt =e®(-D=e'-e*, t30
Logo, y(t) =(e"- e *)u(t)
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Resposta de Estado Zero (xviii)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica

— Exemplo:

1

x(1)

Shnas e Sistemas
Eng. da Computacéo
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Resposta de Estado Zero (Xix)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica
- Exemp|02 ! t<0

h(t — 7) x(7)

1 =0
By\d

0 ! T —-
{e)
TN
, ‘ 5 ‘ —
(f) o 1-39
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Resposta de Estado Zero (xx)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica
— Exemplo: Determine graficamente a y(t)= x(t)* h(t).

i 2eu(t) i2e “Yu(t-t)

X(t) :]_u(t), g(’[) :,:’\_ ZeZtu(_ t) P g(t -1 ) :’:'\_ 2ez(t-t)u(_ t +t )

Calculo parat <0, asuperposicéo ocorreparat 3 0:

¥ ¥ ¥
c(t) = Qxt)g(t-t)dt = g(t-t)dt =¢- 2"Vt =- e
Calculo parat 2 0, asuperposicéo ocorreparat 3 O:
c(t) = ) Xt )g(t-t)dt = YL2e ekt + G- 26% Vel \
c(t)=2(1- €')-1=1- 2¢e’'
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Resposta de Estado Zero (xxi)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica

— Exemplo:

Sinaise Sistemas
Eng. da Computacéo

x(n

g

2e”!
Segment (A)

(a)

Segment

—2e?!

(b)
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Resposta de Estado Zero (xxit)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica

— Exemplo:
: t=<0
x(1)
': ® (@)
] o ﬂ:ﬂ /
N o
(H -1
Snaise Sigemas  Migure 2.9 Convolution of x(t) and g(1). 1-42
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Resposta de Estado Zero (xxili)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica
— Exemplo: Encontre aintegral de convolucéao dafigura:

1| «n &

1

Asfuncles dafiguraacima sdo: x(t) =1 e g(t) =t/3.
A convolugao éc(t) = g(t)* x(t) = ), gt )x(t- t)dt = ¢) t /3.1dk \

c(t) = QOdt + ) t/3.1dt +¢y t/3.1dt +¢) t/3.1dt +)0.1dt \
2

C(t)—O+ (t+1) +—t-—(t - 2t- 8)+O
t£ 1 L §,_J k ) t34
-1£tE1 1£L£2 2ELEA
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Resposta de Estado Zero (xxiv)

Integral de Convolucao: Solucéo Gréafica

1 xXt—1) t=4 xto-T)
g(n
0 —1+1 1+ -1+110 1+1¢ 3 T —
(2) (d)
1 |=t=<2 1 x(t — 7) 2=r=<4
-7 |k &(") 8(m)
~
| AN
PRI .
-1+ t+13 T—= ' 0 -1+t 3 1+¢t 7—=
(e) (N

4

x(t =171 )| t< —1 3

g(7) 2

L+

N

-1+t _]+I‘ ] T —- -1 0
(h)
Snais e Sistemas
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Resposta de Estado Zero (xxv)

o Integral de Convolucao: Solucao Grafica

— Larguradafuncéo convolvida: O tempo (largura) que um sinal de
duracao T1 leva para passar completamente por um outro sinal de
duracao T2, tempo em que estes snas tenham aguma
superposi ¢&o, € dado por T1 + T2.

— Papel de funcgbes sem existéncia fisica Estas, analiticamente
trathvels como a funcdo impulso ou a funcdo exponencial
Incessante, produzem conhecimento sobre o comportamento do
sistema e sua resposta a entradas arbitrarias.
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Resposta de Estado Zero (xxvi)

e Integral de Convolucao: Sistemas | nter conectados
— Sistema complexo

COMpOStOo por U BCEE

- - - % 1 .
subsistemas mais sy L B
ampleseportanto IR -
mas facilmente w0
caracterizados. ()

Va-se considerar

dois tipos de
iNterconexoes:
cascata e paralela. .
.g!:(f}
{(c)
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Resposta de Estado Zero (xxvil

* Integral de Convolucao: Sistemas I nter conectados
— Comutatividade da convolucao usada com integrador ideal.

— Diferenciador ideal e integrador ideal para produzir um sistema
Inversor, recuperando um dado sinal de entrada.
y(1)

-

(f)
Figure 2.15 Interconnected systems.
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Resposta de Estado Zero (xxvili)

* Integral de Convolucao: Funcao Exponencial I ncessante (e*)

— Funcéo caracteristica: Entrada para qual um sistema responde da
mesma forma, a exponencia € o Unico caso.

Para um sistema, sejam suaresposta ao impulso h(t) esua entrada e*
(seumavariavel complexa) entdo a resposta do sistema y(t) é:

y(t) = ht)* e = (i ht )estVdt =e® Ci hit Je < dt \
y(t) = H(s)e®, esta éuma propriedadefundamental de todo sistema LTI
onde H(s) = (‘i h(t )e* dt , vélido paraintegral finita.

H (s) € uma constante para um dado valor des.

sina de saida

sinal de entrada
Shnas e Sistemas 1-48
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Resposta de Estado Zero (xxix)

* Integral de Convolucao: Funcao Exponencial I ncessante (e*)
— A funcdo de transferéncia, em geral, 3 tem sentido para sistema
LTIC. Ta funco pode ser expressa em termos de polindmio:
Consideran do - se a exponencia | incessante e sua resposta,
na forma de polinémio : H(s)[Q(D)e*] = P(D)e®

et i P(D)e® = P(s)e®
Como Dreazder:sregbi ()g ()S
dt iQ(D)e” =Q(s)e
. N A . _P(s)
Conclui - e que afuncao detransferéncia e H(s) = o
S
Sinaise Sistemas 1-49
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Resposta de Estado Zero (xxx)

e Integral de Convolucao: Resposta Total
— Resposta total = Resposta entrada-zero + Resposta estado-zero=

R N

q .t + § ¢ +x(t)* h(t), para autovalores repetidos e distintos
k=1 k=R+1

N

601 c € + x(t)* h(t), para autoval ores distintos

k=1

A discussao aseguir considera o caso de autovaloresdistintos.
Exemplo : circuito RLC : entrada é fonte de tensfo, saida € a corrente,

L =1H, R=3W, C = 0.5F, x(t) = 10e *u(t)
corrente total = (-5 ' +5e ') +(- 56" +20e * - 15e¢’*), t3 0

' '
entrada zero estado zero
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Resposta de Estado Zero (xxxi)

e Integral de Convolucao: Resposta Total
corrente total = (- 56" +5e ?) + (- 5’ ' + 20e * - 15e ")\

corrente total = (- 5e’' - 5e’") +(5e *' + 20e ?') - 15e %\
corrente total = (- 10e’ " +25e *')+ (-15e™) , t3 0

resposta ngurd Y, (1) respota fo?éada y; (1)
o o 4 ey oon
ero state Natural
0 -
\ Forced
Zero input o
- (a) (b)

Figure 2.16 Total response and its components. =
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Solucéao Classica de Equacoes Diferenciais (i)

e |Introducao

— Soluciona-se com componente natural e componente forcado.
Para andlise e dntese de sistemas este método possui perdas.

« A resposta natural do sistema (solucdo homogénea ou
solucdo complementar) € formada por todos os termos
envolvendo os modos caracteristicos do sistema.

A resposta forcada do sistema (solucao particular) compoe-se
dos termos gque ndo envolvem os modos caracteristicos.

resposta total = y(t) =y, (1) + vy, (1) P

) 1Q(D)y, (t) =0
QBRI O+ ¥ OF=POXON 15 5y (6 = p(Dyx(t)
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Solucao Classica de Equacoes Diferenciais (ii)

 Resposta Forcada
M étodo dos coeficientes indeterminados

— Método ssmples de ser calculada para entradas que produzem
numero finito de derivadas independentes. Casos importantes
Sa0:

* Funcéo exponencial: As derivadas sdo da mesma tipo.
e PolindOmio em t: As derivadas s&o polinOmios em t.

— A resposta forcada é portanto uma combinacéo linear da funcao
de entrada (x(t)) e suas derivadas.

Q(D)y; (t) = P(D)x(t), oscoeficient es ndo determinad 0s s&0
calculados igualando - se termos dos dois lados da igualdade.
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Solucao Classica de Equacoes Diferenciais (iii)

 Resposta Forcada
Método dos coeficientes indeterminados
— A tabela mostra algumas funcoes de entrada e a saida forcada:

Entrada Saida

e’, ?21 72 (i=12,...,N) be”

e’, ?=2 (i=12,...,N) bte”

kK (um valor constante) b

cos(wt +Q) b cog(wt +q)

(tr +ar_1tr-l + .. +a1t +a0)e?t (br'[r + br_l’[r'l +  + blt + bo)e’?t
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Solucéo Classica de Equactes Diferenciais (iv)
 Resposta Forcada
- Exemplo : Resolva a equacdo diferencial : (D? + 3D + 2) y(t) = Dx(t)
para uma entrada x(t) =t +5t+3, e y(0") =2, y(0") =3.
Polindmio caracteristico:1 *+3l +2=(1 +1)( +2), assim :
y.(t)=Ke'+Ke?, t30
Para x(t) acima, aresposta forcada €y, (t) = b,t*+bt+b,
Para o polindmio acima tem-se: (D® +3D + 2) y, (t) = Dx(t)\
\ 2b, +3(2b,t+Db,)+2(b,t*+bt+b,) =2t +5\
12b,=0 ib, =0
[2b,+6b,=2  \ {b,=1
Iob, +3b,+2b,=5 b, =1
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Solucao Classica de Equacoes Diferenciais (V)

« Solucao Classica de EquacOes Diferenciais. Resposta For cada
A solucéo forcadaey; (t) =t+1, t30
A solucao completa esua derivada sao
Y(t) =y, (1) +y, () =Ke' +K e +t+1 120
y(t)=-Ke'- 2K, e* +1
i2=K,+K,+1 K, =4
Parat=0bP | \ g
13=-K,;- 2K, +1 7K,=-3
FinAmente tem-seque y(t)=4e'- 3e? +t+1 t3 0
— Este requer condicOes para t imediatamente apos o instante t=0,

porque no instante imediatamente anterior a t=0, apenas o
componente de entrada zero existe.
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Solucao Classica de Equacoes Diferenciais (V)

 Resposta Forcada
— Sinal exponencia é do mesmo tipo.
Q(D)[be’'1 = P(D)e*", lembre-sequeD'e*' =z '€
Consequent emente: Q(D)e*' =Q(z)e' e P(D)e*' =P(z)e'' b

bO(z )& = P(z)e'\ b =Z) -

H(z)

Para a entrada x(t) = €*'u(t), aresposta forcada édada por
y; (1) =H(z)e’' t3 0P

N
Resposta total do sistema para x(t) é: y(t) = q K, ''H(z)e",
]=1
onde as constantes K; sao calculadas pelas condicoes auxiliares.
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Solucao Classica de Equacoes Diferenciais (vi)

Resposta Forcada

— O método cléassico, por vezes, e relativamente simples quando
comparado com 0 método para encontrar 0S componentes com
entrada e estado zero. Contudo, 0 método classico apresenta 0s
seguintes problemas:

» Geracao de resposta completa, ndo permitindo a identificacao
de cada componente da resposta.

» Impossibilidade de ser aplicado a qualquer classe de entradas
(lembre-se da restricao com respeito as derivadas de x(t)).

« As condicoes auxiliares séo definidas para o Instante
Imediatamente apos o zero.
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Estabilidade de Sistemas (1)

 EstabilidadeBIBO

— Exemplo ilustrativo: Um cone acomodado em um de seus
estados de equilibrio (estados em que o0 cone pode permanecer
para sempre). colocado sobre sua base circular (i), sobre seu

vértice no cume (ii) e sobre sua lateral (iii). Se levemente
perturbado em seu estado atual, o cone:

* O cone no estado (i) retorna a sua posi¢ao original apos a
perturbacdo: Equilibrio estavel.

* O cone no estado (iI) move-se cada vez para mais distante de
seu estado original: Equilibrio instavel.

* O cone no estado (iil) nem move-se para mais distante de seu

estado origina nem volta a seu estado de equilibrio:
Equilibrio neutro.

* Pequenas perturbacOes causam resposta pequena (equilibrio
estavel) ou respostas ilimitadas (equilibrio instavel).
Sinaise Sistemas
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Estabilidade de Sistemas (1)

 EstabilidadeBIBO

— Se toda entrada limitada produzir saida limitada no sistema, este
é dito estavel BIBO. Em contraste, se alguma entrada limitada

resultar em resposta ilimitada o sistema é definido com instavel
BIBO.

Para umsstema LTIC

y(t) = h(t)* X(t) = (i ht )x(t-t)dt b |y(t)| £ Ci ht )x(t- t)dt,
Como x(t) élimitada, logo [x(t-t)| <K, <¥ b |y(t) £ K, [ )t ,
Logo a condicao necessaria e suficiante paraestabilidade BIBO é

O, h)ldt <¥.

Seah(t) for absolutamenteintegravel , entao o Ssema € BIBO estavel.
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Estabilidade de Sistemas (i11)
« EstabilidadeBIBO

— A condicado M £ N & necessaria mas n&o suficiente, pois se M>N
entdo o sistema e instavel (derivacéo de funcéo impulso).

— Este € um critério de estabilidade externa pois pode ser
verificada a partir de medidas nos terminais externos.

— A estabilidade externa (BIBO) pode nao indicar corretamente a
estabilidade interna. Nem sempre o comportamento interno de
um sistema pode ser verificado a partir dos terminais externos.

« Existe equivaléncia entre estabilidade interna e externa para
sistema que € controlavel (pode-se controlar seu estado a

partir de entradas externas) e observavel (sabe-se 0 estado a
partir do monitoramento da saida).

A estabilidade interna implica na estabilidade externa.

Sinais e Sisemas
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Estabilidade de Sistemas (1v)

Estabilidade I nterna (Assintética)

— Um gstema LTI e causad ¢é internamente estavel se de
permanecer em um dado estado (estado de equilibrio)
Indefinidamente, na auséncia de entrada externa.

* Todo modo caracteristico de um sistema estavel surgido como
resultado de condicOes iniciais diferentes de zero, deve tender
a zero quando o tempo tende ainfinito.

* Se a0 menos um dos modos, crescer com 0 passar do tempo, 0
sistema é rotulado como instavel.

« Se alguns modos nem decrescem a zero nem crescem
Indefinidamente, enquanto outros modos decrescem a zero,
este € um sistema marginalmente estavel.

A estabilidade interna é também chamada de estabilidade
assintotica ou estabilidade no sentido de Lyapunov.
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Estabilidade de Sistemas (V)

o Estabilidade Interna (Assintotica)

Sgiaum agema LTIC definido pelo polinomio: Q(D) y(t) = P(D)x(t),
alocalizacéo das raizes caracteristicas determinam aestabilidade interna.

Paramodos carcteristicosdaforma € « ete' ', tem-se que oSstema é:
- Assintoticamente estavel s

modos® 0 quandot ® ¥ paraRel , <0,"I,.
- Instavel s

modos® ¥ quandot® ¥,9l  /Rel, >0.
- Margindmente estavel

modos geram senoides quando t ® ¥ paraRel , =0," | ,.
Cabeobservar que raizesimaginarias repetidas tornam o Ssema instavel.

Sinais e Sisemas
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Estabilidade de Sistemas (Vi)

Estabilidade Interna (Assintotica)

Characteristic root
- location

Zero-input response

Sinaise Sistemas
Eng. da Computacéo

Characteristic root

location -+ Zero-input response
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Estabilidade de Sistemas (Vi

Estabilidade Interna (Assintotica)

WA vaull
0 \]\/t il 0 V

() - T S ®

@ S w

" Figure 2,17 Location of characteristic roots and the corresponding characteristic mods.

e,
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Estabilidade de Sistemas (Viii)
o Estabilidade Interna (Assintotica)
— Sumario:
 Um sistema LTIC é assintoticamente estavel, se e 9 se, todas

suas raizes caracteristicas (autovalores), distintas ou com
repeticéo, estdo no semiplano esguerdo.

e Um sistema LTIC € instavel, se e 9 se, uma ou ambas
condicbes forem verdadeiras. (i) ab menos uma das raizes
caracteristicas estdo no semiplano direito; (ii) existem raizes
repetidas sobre 0 e Xo imaginario.

« Um sistema LTIC & marginamente estavel, se e 0 se, néo

existirem raizes caracteristicas no semiplano direito e
existirem raizes ndo repetidas sobre 0 elxo imaginario.
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Estabilidade de Sistemas (1x)

 Relacao entre Estabilidade Interna e Externa

— Estabilidade interna (de entrada zero) € determinada para
condicOes iniciais ndo nulas e entrada nula, enquanto que a
estabilidade externa (de estado zero) € determinada com
condicoes inicials nulas e entrada diferente de zero.

— Estabilidade interna assegura estabilidade externa mas o inverso
n&o é verdadeiro.
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Parametros e Comportamento de Sistemas (i)
o Comportamento Depende dos M odos Car acter isticos

— O comportamento do sistema depende dos modos caracteristicos
em termos de modul o, tempo e precisao.

« Tempo de Resposta deum Sistema: A sua Constante de Tempo

— Uma entrada é respondida apos algum tempo de sua aplicacéo.
Tal intervalo de tempo € chamado constante de tempo do sistema.

h(ry

Sinaise Sistemas
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—Th € o0 tempo para
responder plenamente a
um impul so.

— A rapidez de um sistema é
Indicada por sua constante
de tempo: quanto maior for
a constante de tempo, mais

lento é sua resposta
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Parametros e Comportamento de Sistemas (11)

« Tempo de Resposta deum Sistema: A sua Constantede Tempo

N&o existe uma uma definicéo Unica de duracéo efetiva de um sinal pars
gualquer sstema. No exemplo anterior, aduracéo édefinida pela

largura de um pulso retangular ﬁ(t) em um instante de tempo adeguado,
No caso, 0 maximo valor de h(t). assm,

(‘i h(t)alt
h(t,)
Para. um sistema com um s modo : h(t) = A€ 'u(t), paral negativo ereal.

_1 ¥ g, 1
Th—KQAé dt—'l—

T.h(t,) =, h(dt\ T,
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Parametros e Comportamento de Sistemas (i)

 Constantede Tempo e Tempo de Subida

— Tempo necessario, em um sSistema, para a resposta ao degrau
unitario subir de 10 % a 90% de seu valor de estado permanente.

* A resposta y(t) ao degrau de um sistema € a convolucao de

x(1)

h(t)

0

Figure 2.22 Rise time of a system.
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y(1)

u(t) com h(t). Se esta for um pulso retangular de largura Th.
Tem-se que o tempo de subida Tr=Th.
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Parametros e Comportamento de Sistemas (iv)

e Constante de Tempo e Filtragem

— Um sistema com uma constante de tempo Tn atua como um filtro
passa-baixa com frequéncia de corte f=1/Th. Isto €, sinais de
entrada com freguéncia superior a fc Hertz sdo suprimidos. Vea
resultado das convolucoes com alta e baixa frequéncias.

ey

h(r — 7)
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Parametros e Comportamento de Sistemas (V)

 Constante de Tempo e Dispersao do Pulso (Espalhamento)

— A transmissdo de um pulso por um sistema causa dispersao ou
espal hamento de pulso. Isto €, 0 pulso de saida € maislargo que o
pulso de entrada. Esta caracteristica é importante em sistemas de
comunicag0es nos quais as informagfes sio transmitidas por
amplitudes de pulso. Desga-se evitar que a dispersao cause
Interferéncia ou superposi ¢céo de sinais.

e Para uma entrada x(t) com largura de pulso Tx tem-se uma
saida cuja saida y(t) tem largura Ty. Logo,
Ty: Tx+ Th

* O tempo de espalhamento é igual a constante de tempo ou ao
tempo de subida do sistema.
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Parametros e Comportamento de Sistemas (Vi)

o Constante de Tempo e Taxa de Transmissao de I nfor macéao

— Em sistema de comunicagbes por pulso, que transmitem
Informacao por amplitude de pulso, a taxa de transmissao de
Informac&o € proporcional a taxa de transmisséo de pulso. Para
evitar destruicdo da informacao devido a dispersao dos pulsos
durante sua transmissao através do canal, a taxa de informacao
nao deve exceder alargura de banda do canal de comunicacao.

e Como o0 pulso espalha-se por Th segundos, entao dois pulsos
consecutivos devem distar Th segundos para evitar
Interferéncia. Assim, a taxa de transmissao de pul sos néo pode
ultrapassar 1/Tn pul sos/segundo.
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Exercicios Recomendados
e Propostosparao MATLAB ou SCILAB

— Todos

e Problemas
— 2.2-1 até2.2-7.
— 2.3-1 até 2.3-4.

— 24-4 ate 2.4-10, 2.4-12, 2.4-14 até 2.4-18, 2.4-22 até 2.4-25,
2.4-28 € 2.4-29, 2.4-31, 2.4-34.

— 2.5-1até2.54.
— 2.6-1 até 2.6-3, 2.6-5 e 2.6-6.
— 2.7-1até2.7-2.
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