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NUmeros Complexos (i)

Historia do Sistema Numérico

Iniciadlmente considerava-se apenas numeros naturais (inteiros positivos)
para enumerar objetos e organismos no diaadia(e.g., criangas, pedras).

Incluséo de fragbes para necessidade de medir continuamente gquantidades
variavels advindas da agricultura (e.g., comprimento de um campo, peso de
mercadorias). Os egipcios e 0s babildnicos sabiam utilizar fracles.

Pitagoras descobriu os numeros irracionais que sO foram incluidos no
sistemas de numeros mais tarde com Descartes.

Os numeros negativos foram entendidos por hindus medievais (em meados
do século 10). Foi reconhecido a existéncia de dois valores de raiz quadrada
para um nimero positivo. Mais tarde, em Florenca e Veneza renascentistas,
0 sistema bancario fez uso de nimeros negativos para retiradas maiores que
depdsitos.

Na época de Descartes e Newton 0s nUmeros imaginarios vieram a ser
Incluidos no sistema numérico.

« Em 1777 o mateméatico suico Leonhard Euler introduziu notacéo i que
depois virou | devido a notacao padréo de corrente em Eng. El etrlca
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NUmeros Complexos (ii)

. Deflnlgao de NUmero Imaginario
jic=-1

e
J-1=+%]
Por exempl o,

J-4=44" /- 1=%2]
* Origensde Numeros Complexos
— Aceitos por matematicos em passo intermedidrio no metodo para
solucionar equacédo cubica (Gerolamo Cardano, 1545):
x> +ax+b=0, cujasolucdo é:

_\/b b2a3\/b\/b2a3
X=3- —+_ |—+—+3|- —-
2 Va4 27 | 2 V4 27

Para,a=-15b=-4 tem-sex=3/2+-/-121+3/2-/-121
o o Comortac A




NUmeros Complexos (iii)
o Utilidade de um Numero Complexo

— Problemas do mundo real devem iniciar a partir de nUmeros reais e terminar
neles também, contudo, os cAculos para obter os resultados podem seguir
“atalhos’ quando se utiliza nimeros complexos.

« Algebrade NUumeros Complexos

— Notac&o de nUmeros complexos.

z=a+ b, Onde‘:,parte_real (_ab,sxlzlsm): Rez=a
1 parteimaginaria (ordenada): Imz=Db

Em coordenadas polarestem-<e:

a=rcosq

b=rsenqg; asam,

z=a+ |Jb=rcosq+ jrseng\

z=r(cosq + jsenq)

Sinaise Sistemas 1-5
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NUmeros Complexos (1v)

o Algebra de Nimeros Complexos
— A formula de Euler determina:
e = cosq + j seng,
Prova - e atravésda se&rie de Maclaurin paraexpandir os termos:
e =14 iq +U9)" (ia)", (Ga), (Ga)", (Ga)” ,
2 3 4! 5 6!

2 3 4 5

, g . g CI .q- (
=1+ig- —- j > +
19 2! J:%! 4 J5! 6!
a°,9". 9,9
cosqg =1- + - -
= 2 4 6 8
9°.9> g’
San +...
4=4- 3 5 7
Sinais e Sissemas 1-6
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NUmeros Complexos (iv.a)

o Algebra de Nimeros Complexos

Série de Maclaurin é a expansao da série de Taylor em torno de zero.
Esta série recebeu estenome devido ao matematico escoces MaclL aurin

f(x) = £(0)+ f'(0)x+ f(z(o) 2 f(Z(O) I “Z!(O) 4

Exemplos de sériesde MacL aurin

=1+ X+ X+ X+ X+, -1<x<1
1- X
X 1 2 1 3 4
e =1l+X+— X +—_X+—X +... - ¥ <X<¥
2 6 24
Snais e Sistemas 1-7
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NUmeros Complexos (V)

o Algebrade Numeros Complexos

— A féormula de Euler determina:

e =cosg + j senq,

T
[miaginary

Real —

7 | - Figure B.2 Representation of a number in the complex plane.
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NUmeros Complexos (Vi)

e Algebra de Nimeros Complexos
— Tem-se entdo as equivaléncias.
el = cosqg + j senq,
z=a+jb\ z=re'
Numero complexo podeser expresso em forma cartesiana ou polar :
a=rcosq, b=rsenq;

r =~a’+b?, q:tan'lgg
_ A g
— Em termos de magnitude e angulo tem-se;
z=|2e'’®?, onde|Z=r, bz=q,
Como conseguéncia:
11 1 4_1
—=—="eglf=Z¢e
z re' r Z
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NUmeros Complexos (vii)

o Algebra de Nimeros Complexos

— Definicao de conjugado de um nimero complexo imagem de z
com respeito ao eixo horizontal):

Z =a- jb=re i\ z' =|Zre’**

— A soma de um numero complexo e seu conjugado € um
numero real.
z+7 =(a+jb)+(a- jb)=2a=2Rez

— O produto de um nimero complexo e seu conjugado é também
um ndmero real:

z =(a+jb)(a- jb)=a’+jab- jab- b*(j)(- j)\
zZ =a’+b*=|7’

Sinaise Sistemas 1-10
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NUmeros Complexos (Vviil)
o Algebra de Nimeros Complexos

— No plano complexo, um numero complexo €é representado por
um ponto distando r da origem, formando um angulo ? com o
eixo horizontal. Esta maneira é valida para representar casos

particulares tals como:
el =-1 néum inteiro impar

g’ = néum intelro
ejp/2 =i
e‘ jp/2 - _ J ,
de modo geral pode- sedizer que
sipr2 _ V5 paran=15913,...
1T, paran=371115, ..
- Lembrando que a =r cosq,b =rseng
Snais e Sstemas 111
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NUmeros Complexos (ix)

« Algebrade Numeros Complexos

— Grafico dos pontos particul ares:

T AT
[m Ir-e-'ﬁ J Im
| r

; T '--\-..\"H.\. 'ﬂ';'lz

} 3 E fl__a'" L‘\]‘L
NS *
Re — -1 — 1T =.:-f-_f-_ﬂj.2 | Re —
(a) (b
Figure B.3 Understanding some useful identities in terms of re’”.
Snais e Sistemas 1-12
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NUmeros Complexos (X)

o Algebra de Nimeros Complexos

— Pode-se também determinar o limite abaixo:

lime®* ™" = [im(e* e )= 10 a<0
t® ¥ t® ¥ |¥, a>0

poisie!|=|re| =1, parar =1

Exemplos : Encontre a outra representacao pars

8z =2+j3
r=|7=+/a’ +b?* =/22 +3? =13 = 3.605551,1
3.605551¢/%%
g=bz=tan 18@9_ tan 1?9—56.30 i:/) a7
(b) 2P’
2, =1 cosq + jrsenq = 2cos{p/3) + j2sen(p/3) =1+ |3
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NUmeros Complexos (i)

o Algebra de Nimeros Complexos
— Operacoes Aritméticas:
Adicao e subtracéo devem utilizar coordenadas cartesianas
z, =5e®'=3+j4, z,=413e*°=2+j3, entdo
2, +2,=(3+ 4)+(2+ 9= (3+2)+ [(4+3)=5+ 7

Multiplicacao e divisdo sao compativel scom ambas representacoes
2122 — (rl ejch ).(r2 ejQZ ) — r1r2 ( e] (Q1+QZ) )

iq
4 _ (rle 1) _n (ej(ql-qz))

22 B (r2 e]Qz) r2

Sinaise Sistemas 1-14
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NUmeros Complexos (Xii)

o Algebra de Nimeros Complexos
— Potenciacao e Radiciacao:
Potenciacao e radiciacao sao operagoes compativel € com ambas
representacoes, embora figue mais smples com representacao polar :
Paraz=r e
2" =(re?) =r "em

z/" =(r ejq)vn =r ¥ gld/n

Formamenteha n valores paraa radiciagéo acima
An = [r eld ] Yn_ [r ej(q+2pk)] Yn— p Yn qi(a+2pk)/n

Sinaise Sistemas 1-15
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NUmeros Complexos (Xiil)

« Algebrade NUumeros Complexos

— Exemplos.
Parazp1 3+ j4=5e%" ez, =2+ j3=./13e/%%

Multiplicacéo (forma cartesinana) :

2.2, =(3+ j4)(2+j3)=(6+j8+ j9-12)=(- 6+ j17)

Multiplicacéo (forma polar):

2.2, = (5ej$.1°)(mej56.3° ): (5/]?3 ) (ej53.1°ej56.3° ): &/E_ej109.40

Diviséo (forma cartesinana) :

z _(3+j4)(2-j3)_ 18-j1 _18-j1_18 |1

z, (2+j3)(2- j3) 2°-(j)23% 13 13 13

Diviséo (forma polar):

Z _ (615310) S (ej(53.10-56.3°)):
wej563 ﬁ

S|na|seS|St
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NUmeros Complexos (XiV)

o Algebra de Nimeros Complexos
— Logaritmos:
log(z,2,)=logz, +log z,
log(z/z,)=logz, - logz,
alnz) = g1’ g

clnz

Z°=¢
57 = gZna

Se

z=(re)=r ) k=0123,...

Entéo

Inz=In(r &*2®))=Inr + j@q £2kp), k=0123....
Ovalor deln zparak = 0échamado o valor principal deln z

Sinaise Sistemas 1-17
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Sinais Senoidais (1)
e Introducao
— Apresentacao:
Seja a expressao abaixo !
X(t) =Ccos(2p f,t +q)
O cosseno deum angulo repete-seacada 2p, isto é:
cosj =cosj +2np) nN=0x1+2,...
Deste modo, o valor de x(t) se repete paracadal/ f, segundos, assm,
1 1f, eafreqiéncia(em hertz) daseinoidal;
f, 1T, €éoperiodo(emsegundos) daseinoidal.

Sinaise Sistemas 1-18
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Sinais Senoidais (i)
e |ntroducao

Re - escrevendo a expressao anterior .
X(t) = Ccos(w,t+q)
1C éaamplitude daseinoidal;
onde tem-seque:'q éafase (emradianos) daseinoidal;
¥WO =2p f, éafrequénciaem radianosdaseinoidal.
T,=1f,=1/(w,/2p)\ T,=2p/w,, ouainda,

W, = Q, dagui em diantew, pode ser chamado de frequiéncia.
0
Dois casos especials que merecem destaque :
X(t) = C cos(w,t), g=0;
X(t) =Ccos(w,t- p/2)=Ccos(2p f,t), q=-p/2
Sinaise Sistemas 1-19
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Sinais Senoidais (iil)

[N/
VARV

— Exemplo:

X(t) = C cosw,t /\
X(t) = C senwt o \/ ”

X(t) = C cos(wjt - 60°)

Snais e Sistemas Figure B.6 Sketching a sinusoid. 1-20
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Sinais Senoidais (1v)
e Adicao de Senoidais

— Dois snais senoidais com a mesma frequéncia e fases
diferentes podem ser adicionados para formar uma outra

senoidal com a mesma frequiéncia.

Dac relacdes trigonometricas, tem - se que :

C cos(w,t +q) = C cosq cosw,t - Csenq senw,t\
C cos(w,t +q) = acosw,t + bsenw,t

onde, a=Ccosg, b=-Csenq

Portanto, pode- se escrever .

acosw,t +bsenw,t = C cos(w,t +q)
onde,C=-/a*+b*; q= tan'lgezbg

Sinaise Sistemas 1-21
Eng. da Computacéo



Sinais Senoidais (v)
Adicao de Senoidais

— Pode-se usar fazores para representar senoidais
Representa - s 0 sinal senoidal C cos(w,t +q) por uma fasor

detamanho C eangulog. Logo tem-se que
acosw,t erepresentado por um fasor horizontal demodulo a (? =0).

bsenw,t érepresentado por um fasor vertical demoéduloa (? =- p/2),
poissenw,t = cos(w,t- - p/2).

+
| |
|

Im

& . Re—

Figure B.7 Phasor addition of sinusoids.
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Sinais Senoidais (vi)
e EXpressospor Exponenciais
— Utiliza-se aFormula de Euler.

cosj :%(e” +e )

senj :i_(e” ] e—jj)
2]
NoO sentido Inverso tem-<e:

el =cosj + jsenj

el =cosj - jsenj

Sinaise Sistemas 1-23
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Plotagem de Sinais (1)
« Exponenciais Monotonicas
— Familiarizar com o tragcado destes sinais comuns para sistemas.

at

Doissinais que variam monotonicamente:e *,e*; a>0.
Exemplo:e®; a=2,t>0.Parat, =1/ab e*¥? =1/e@0.37
Congtante de tempo da exponencial (t, ) paratracar grafico (Figural0) :

A constante de tempo € 0,5.

» A cadaintervalo igua a constante de tempo, o valos de X(t)
cal para 37% do valor no inicio deste intervalo.

» Os pares formados pelos multiplos das constantes de tempo
e 0s valores de x(t) podem ser usados para esbocar o
grafico.

Sinaise Sistemas 1-24
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Plotagem de Sinais (11

Exponenciais M onotonicas (grafico dos exemplos anteriores):

l
\
0 j —-

(a) (b

Figure B.9 Monotonic exponentials.

0] s ] f

(b

=
(a)

Figure B.10 (a) Sketching e™'. (b) Sketching e .

Sinais e Sistemas 1.95
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Plotagem de Sinais (ii)
* Senoidal Variando Exponencialmente
Sinal tipico: ‘
X(t) = Ae ™ cos(w,t +q). il e
Exemplo especifico :

x(t) = 4e 2 cog(6t - %).

e A :
Shnas e Sistemas - 1-26
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Expansao em Fracoes Parciais (1)
* Principal Objetivo

— Expandir uma funcado propria, ocorrendo em sistemas lineares e
Invariantes no tempo, em fracOes parcias.

» Funcoes, chamadas de funcoes racionals, séo raz0es entre
dois polinOmios, expressas como:

F(x) = P(x) _b,X"+b, X" +...+bx+h,
Q) x'+a, X"+ +ax+a

* A funcdo F(x) éimpropriase m?3 n e propriase m<n

 Um funcdo impropria pode ser sempre re-escrita como a
soma de um polindémio e uma funcao propria, por exemplo:

2% +9x% +11x+2 X-1
5 =2X+1+ >
X+ 4x+3 X" +4x+3

Sinaise Sistemas 1-27
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Expansao em Fracoes Parciais (i)
e MeétododeLimpar Fracoes (Clearing Fractions)

— Funcéo racional re-escrita como uma soma de fracoes parciais
com coeficientes desconhecidos a serem determinados
Igual ando-se coeficientes de poténcias idénticas dos dois lados.

Exemplo : Expandir a funcao racional
F(x) = x3+3x2+4x+62: k .k o, ko K 2
(X+D)(x+2)(x+3)° x+1 x+2 x+3 (Xx+3
multiplica - se ambos os lados pel o denominador de F(X) :
X3 +3x + dx+6 = k[ (x+ 2)(x +3)?| + K, [(x+ D (x +3)?] +
ks[(x+ D) (x+2)(x+ 3] + K, [(x+ D) (x+ 2\
X° +3%° +4x+ 6=k (X° +8x* + 21x+18) + k,(x° + 7x* +15x+9) +
K, (x® +6x° +11X +6) + Kk, (X° + 3x+ 2)\

Sinaise Sistemas 1-28
Eng. da Computacéo




Expansao em Fracoes Parcials (i)

« Método deLimpar Fracoes (Clearing Fractions)

X° +3x° +4x+6=x>(k, +k, +k;) + x*(8k, + 7k, + 6k, +k,) +

X(21k, +15k, +11k, + 3k, ) + (18k, + 9k, + 6K, + 2k, )\

|guala - se 0s coeficientes de mesma poténcia:

K, +K, +k, =1

8k, + 7k, + 6k, +Kk, =3

21k, +15k, +11k, +3k, =4

18k, +9k, + 6k, + 2k, =6

Resolvendo - se 0 Sstema de equacies acima, tem- e

k. =1 k,=-2, k;=2, k,=-3, resultando em:

1 2 N 2 3
X+1 X+2 x+3 (x+3)°

F(X) =

Sinaise Sistemas 1-29
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Expansao em Fracoes Parcials (1v)
« Meétodo Encobrir de Heaviside (Cover-up) ou Residuos

— Expansio para quando ndo ha repeticéo dos fatores de Q(x) e a

funcéo é propria (m<n).
Seja a funcao racional propria:
F(X) — P(X) — bm)rfm +bm—1xm—1+°"+le+bO\
Q) x'+a, X, *t...tax+a,

E (%) P(x) ko, .k L,k

= = +... ot —
(X' ll)(x' | 2)---(X' | n) (X' |1) (X' | i) (X' | n)
multiplica - se ambos osladospor x- |, paraachar k.

| _k(x-1)) o(x- 1)
(X Ii)F(X)‘lei (X_|1) +°"+ki+°°'+ (X-ln) o
(X' | i)F(X)‘x:Ii :ki

Sinaise Sistemas 1-30
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Expansao em Fracoes Parciais (V)
« Méodo Encobrir de Heaviside (Cover-up) ou Residuos
— Exemplo: Expandir F(X) em fragOes parciais.
F(x) = 2x°+9x-11  _k kK
(Xx+D(x- 2)(x+3) x+1 x-2 x+3
Emcobre-se o denominadoresdek; :

\ 2X% +9x- 11

k1 — (X+1)|:(X)‘X:_l = (X+1/(X+1)(X_ 2)(x+3) N

K = 2(- D*+9(- 1) - 11_ - 18\
(-D-2((-D+3) -6

Analogamente encontra - se osdemais coeficientes

kK, =(x- 2JF(X)|,_, =\ Kk, =L ky=(x+3)F(X)|_,=\ ky=-2

Assm tem-s: F(X) = 3 + 1 2

Sinaise Sistemas X+1 Xx- 2 X+3 1-31
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Expansao em Fragoes Parcias (Vi)
« Meétodo Encobrir de Heaviside (Cover-up) ou Residuos

— Fatores complexos de Q(X): Segue-se 0 mesmo procedi mento.
Exemplo : Sgja a funcéo racional propria:
2
F(xX) = 4x +2.x+18 - Kk, kz. N k3.
(Xx+D(x+2- j]3)(x+2+3) (x+1) (x+2-]3) (x+2+ |3
multiplica - s2ambos osladospor x- | ;. paraachar k. :
A-D*+2(-1)+18 20
=(x+1F = = =
4= OO = (v aep+19 10
. A4(-2+ j3)*+2(-2+ j3)+18
Ky = (x+2- JIF(X),_ ., =2 19+ 2 [+
(-2+ j3)+D((-2+ j3)+2+ |3
4(-2- j3)*+2(-2- j3)+18

SO Z IR o™ (2 (2 19+2- 19 )

Sinais e Sistemas ASSImk 2 k £6163% &:\/66'163-430_ 1-32

Eng. da Computacéo

=1+ 2




Expansao em Fracoes Parciais (vil)
« Meétodo Encobrir de Heaviside (Cover-up) ou Residuos

— Fatores quadréticos de Q(x): Combina-se dois termos vindos

de fatores complexos conjugados em um fator quadratico.
Exemplo : Sgja a funcéo racional propria:
2
F(x) = 4X +22x+18 _ Kk N 2c1x+c2
(Xx+D(x*+4x+13) (x+1) (X°+4x+13)

o coeficiente k, @encontrado pelo método de Heaviside, Portanto :

(X+D) (x> +4x+13) (x+1) (X2 +4x+13)

os coeficientec, ec, sdo encontrados por método de limpar fragoes:

A% +2X+18=2(x* +4x+13) +(c,x+C,)(x+1)
=(2+¢)x>+(8+c +¢C,)x+(26+c,)\

Sinais e Sistemas C, = 2 C, =- 8 1-33
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Expansao em Fracoes Parcials (vili)
o Fatores Repetidos de Q(X)
— Método Encobrir de Heaviside (Cover-up) adaptado.

Seja a funcao racional propria:

F(X) = P
(x- 1) (x-a,)(x-a,)...(x-a,)
F(X) = % & 44 %y K + Ky

(x- 1) (=)™ (x=1) (x- al) (X-an)\
os coeficientes k. sdo determinados pelo méetodo de Heaviside.
Paraencontrar os cogficientes a; (igualdade parafuncao ederivadas),

_1 d’
J dXJ

= x- 1) Fl

Sinaise Sistemas 1-34
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Expansao em Fragoes Parcials (i1x)
« _Fatores Repetidos de Q(Xx)
Exemplo : Sgja a funcéo racional propria:
F(x) = 4> +16x° +23x+13 _  a, L& 4 a . K
(x+D’(x+2)  (x+D° (x+1)* (x+D) (x+2)
multiplica - s2ambos osladospor x- | . paraachar k. :
_4(-2°+16(-2)°+23(-2)+13 _1

k=(x+2)F = =—=1
AP 2+ 1
3 2
= (x+1°F(x) =AY HIOC DT+ 2D+ 2
e ((-D+2) 1
:g[(x+1)3F(x)]X: d e4x +16X° +23x+13u
dx dxe (X+2) Ux—
_1 d2 1 d? é4x® +16x° + 23x+130
proc] L M) ML= ;
2dx (X+2) U
S|na|seS|stemas =-1-35
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Expansao em Fracoes Parcials (X)

* FatoresRepetidos de Q(x)
Exemplo (continuagao)
Lembrando que:
d a1 ¢_ v(du/dx) - u(dv/dx)
dX&vg Ve
assm tem-se que:

_ d é4x’ +16x* +23x+130

= \
dx & (X+2) 0,
_(x+2)(12x* +32x+23) - (4x° +16x° +23x+13)(1) \
T (x+2)
= (- D)+2)A2(- 1" +32(- D +23)- (4-1°+16(- )* +23(- ) +13) _
- ((-D+2)°

Eng. da Computacéo



Expansao em Fragoes Parciais (Xi)
o FatoresRepetidosde Q(x)
Exemplo (continuagdo) : Analogamente, tem - £ que:
_1.d éx+2)(12x* +32x+23) - (4x° +16x° + 23x +13)(1) U

== \
> 2Adx§ (x+2)2 O,
_ 1 d é8x°+40x” +64x+ 33U
=58 2 g\
2 dXe (X+ 2) U= 1
o = 1(x+2)*(24x* +80x+64) - (8x° +40x* +64x +33)(2(x + 2)) \
° 2 (x+2)* -
g = 1.(-D+ 2)%(24(- 1)* +80(- 1) + 64) )
© 2 (-D+2)°
(8(- 1)®+40(- % +64(- ) +33)(2((- ) + 2); - 18- 26_5
(-D+2)° 28 1 g
Sinais e Sistemas 1-37
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Regra de Cramer (i)

o Utilizacao tipica:
— Solucionar sistema de equacoes lineares.
Seja n equagtes lineraes ssimultanea s com nicognitas :
A X taLX, ... ta X, =Y,
AnXp TaRX, T... T3, X, =Y,

anlxl T an2X2 Tt annxn = yn
Estas equacOes podem ser expressas na forma matricia :

éau &, ... U§X1U éyll}
é Uué, U é, U
g % Zon ug’fz (= &2
e : : cUé:u é:u
é ge. u é . u
€y ay A CEXL L EYnl
Snais e Sistemas
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Regra de Cramer (i)
e Descricao do Procedimento:
— Operacoes para solucao do sistema de equacoes lineares.
Considereamatriz A eseu determinante|A|* O
@, B, ... 8,0

é U
A — éa21 a22 a2nl:|
é: : . U
& (
ey &, ... Al
Asdm, o vetor x tem uma Unica solucao dada pelaformula de Cramer :
D
= k=12,...,n

onde |D,|é|A| com ak-ésima coluna substituida por y.
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Regra de Cramer (ii)
— Exemplo:
Resolva o 9stema de equacte lineares smultaness :
2% + X, + X% =3
X +3X,- X, =7
X X +X =1

e 1 luexd éu

Em forma matricial tem-s2: Ax =Y\ e’l 3 - 1uex U_ ez

G€=20 € u

@1 1 1lgexso elo
21 1

O determinantede A écalculadocomo:|A|=1 3 -1=410
1 1 1
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Regra de Cramer (1v)

— Exemplo (continuacao):

Como o determinante é diferente de zero, entdo a solucao unica €:

5 31 1
X1=‘ o1l 53 428,
AL T T
5 2 3 1
xzzﬂzil 7 -1=2=1
AL T4
5 2 1 3
xsz‘ 3‘:11 3 71=2%=_7
AL
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Vetores e Matrizes (1)

e Vetor:

— Entidade especificada por n variaveis em uma dada ordem (n-
tupla ordenada) € um vetor n-dimensional. Assim,
Um vetor X de dimensao n pode ser representado por

x=[x % .. x] (vetorlinha);x (vetor coluna)

II
:(D>CD>(D > (D
§9< *t N>£D|2<
CONCNONCN Y

Representa - se matriz (array de variavelsordenadas) dedimensdo m” n:

éay @, ... &,

Aot B o A

mMD> D> D> D
ISy

a'm2 a'mn

Sinaise Sistemas
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Vetores e Matrizes (i)

e Transformacéo Linear:

— Um sistema de equacOes lineares ssimultaneas pode ser visto

como a transformacao de um vetor em outro (transformacao
linear de vetores).

Seja mequacoes lineraes smultanea s com nicognitas :

ail)(l+a12X2 +"°+a1nxn - yl U éail alZ ain l;'éxll;' éylg

_y L é u é, u

a21xl+a22x2.+“'+a2nxn =Y, %’U éa.zl a.zz azn%zu:éyzu

; I - ; UE: U €é: 1

_vi €& e u e u

arnlxl-l_arnZXZ-I_“'-I_amnxn _ymb & A A 0e% U eYmU

Em forma compacta pode- se escrever AX =Y.
a; edefinido como o elemento dai-esimalinha e j-ésima coluna.
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Vetores e Matrizes (i)
o DefinicOes e Propriedades:

8y 8y ... 8,0

a, a, .. a,°

SeaaMatrizAm n;: A=€7% U define-s
. . - u

@By 8 - Al
Matrizdiagona : a; =0,a; * 0," I,j,(n" n).

Matriz identidade ou unitaria(l): a; =0,a; =1," I,j,(n" n).

D @D

Matrizameétrica: a; =ay, " 1,J,(n" n).
Matrizzero: a; =a;, =0," i,j,(m" n).
Matrizesidénticas (A =B):a, =b,," i,J,(m" n)

Matriz transposta (B =A"):(b; ), » = (& )

mn*
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Vetores e Matrizes (1v)
« AlgebradeMatrizes:

Considere duas matrizes A eB dedimenséo m™ n:

éa, a, .. aln ) e, b, .. byu
A gaZJ. a22 e a2n u B gbZl b22 et b2n 3
e : S u 2
éaml Ay - amn u gjml m bmn H

Adicao dematrizes (A +B): (a; +; ) 1,
Multiplicacéo de matriz por escalar (CA = Ac) (ca )

mn’ E

Multiplicacao dematrizes, para(a; ) ., (1B; )y . 1)

(C=AB): (), = én (&b ); (D=BA) naoexigte.

Distributividade: (A +B)C=AC+BC; C(A+B)=CA +CB.
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Vetores e Matrizes (V)

« AlgebradeMatrizes:
Considere o sstema em forma matricia :y = Ax, A(n" n)

Pré- multiplicando ambos ostermos pelainversa A™*, tem-se
y=Ax\ Ay=A"Ax\ Aly=Ix\ x=A'y

Pelaregrade Cramer .

D, Do [y
§X13 jA DA Aueyl éDll‘ ‘D12‘ ‘Dln‘ﬂgylu
gxzu:éAﬂ ‘AZ‘Z \AT geyzu__gDm\ Dz \ZZn\ueyz
é: 0 g Alé : Ué: U
anH 2 nl‘ ‘Dnz‘ | ‘D \ueyn gDnl‘ Dyl - ‘Dnn‘ﬂgynu

glAl Al Al
Conclui - seque A™ =(&;* =|D; |/|A)
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Vetores e Matrizes (vi)

« AlgebradeMatrizes:

Exemplo
& 1 1y
A= Eﬁ 2 3“
é3 2 1|
D,/ =(-)"'M,,

deletando - se alinha e coluna do componente a; .

Sinaise Sistemas
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éDy/|A
= 4D/

8D //|A

D 12
D 22
D32

/
/
/

A
A
A

/
/
/

Alp
Al
Al

U
U
U
:

onde M ;; €0 determinante dasubmatriz de A obtida

D 12
D 22
D32

D
D
D

13

23

33

¢ 4 y
€g -1 -l
e u
g4 -1 3§
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Vetores e Matrizes (vil)

 Derivadaelntegral deumaMatriz:

Considere as matrizes A eB dedimensdo m” n:

a®y =A"ij

Derivada de uma matriz: — [A(t)]_éa i H

Integral de uma matriz : A(t) = [(‘)a1J (t) dt] T

|dentidades validas: O (A+B)=22 4 9B
dt dt dt
E((:A): dA
dt dt
.
9(ABT)=O|—'A‘BT+AOIB =AB' +AB'
dt dt dt
d
—(1)=0
Sinais e Sisemas dt( ) 1-48
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Vetores e Matrizes (vili)

 Equacao Caracteristica: Teorema de Cayley-Hamilton:

— Toda matriz A satisfaz a sua equacéo caracteristica, isto €, na
equacao caracteristica pode se substituir ? por A.

istoé, Q(A)=A"+a_,A"'+...+aA'+a,A° =0,

onde o polindbmio caracteristico €

Q) =[l1-A[=?"+a, " +...+al +a)l° =0

Considerando A (n” n)ex (n” 1) qualquer, x 1 O, satisfazendo:
Ax =1 x, onde x €um autovetor el seu autovalor correspondente.
A solucao destas equactes existe se e 0 se (equacio caracterigica)

@, &, .. a, 0
e u
. s A a- -I e o0 a 7
A-11|=IIl- A=0,ist0é,€ * %2 o u=0
e . . u
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Vetores e Matrizes (1x)

 Equacao Caracteristica: Teorema de Cayley-Hamilton:
— Funcgbes de uma matriz quadrada usando o teorema.
Funcao na forma uma sé&rieinfinita de poténcias :

¥ .
f(A=b,+bl +b,l2+...+...=g bl
=0

| éautovalor de A, entdo elesatisfaz 0 polinObmio caracteristico, assm
?P=-a.,J"-a I"*-...-al -al® I ,amboslados, tem-se:
PM=-a I"-a I"-...-al®-al’

Nesta equacao pode se substtuir ?" por seu valor acima, assim tem-se
rd :-an_l(- a_l"-..-al -a]l O)—an_zl "o -alf-alt
Estendendo raciocino” n+Kk,logo aserieinfinita podeser re- escrita
f(?d=b,+b] +b,l*+...+b_ ™"

Sinaise Sistemas 1-50
Eng. da Computacéo



Vetores e Matrizes (X)

 Equacao Caracteristica: Teorema de Cayley-Hamilton:
— Funcgbes de uma matriz quadrada usando o teorema.

Para 9sema com n autovalores distintos (I ,,...,l ), tem-<e:
ef(ll)u a I, .. I”lueb u

ef(|2)u gL L, .. |“1“ugb

§ : U 9 SR ( < U

SO & 1, 1

Como A também satifaz o polindbmio caracteristico, analogamente tem- s
f(A)=b,l +b,A+b,A’+.. . +b A"
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Vetores e Matrizes (i)

o Calculo de Exponencial e Poténcia:
— Usadas para solucionar sistemas lineares, invariantes no tempo.

Exponencial, e, definida de:
A°t? A"t"
+ ...+ +
2! n
Asam, daeguacao de f(A) ,tem-se que:

ARtk
k!

¥
eM = +At+ .= q
k=0

n-1 _
e =3 b,(A)

1=0
Poténcia, A“:
A“=Dbl+bA+...+b A"
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Miscelanea
« Conteldo
— Relacdo de expressbes matematica, para consulta, que envolvem:
e L'Hopitdl,
o Sériesde Taylor e Maclaurin;
o Séries de poténcias
e Somatorios,
* NUmeros Complexos,
* |dentidades Trigonométricas,
 Integraisindefinidas,
* Formulas comuns de derivadas;
e Constantes usuais,
 Solugdes de equagdes quadréticas e cubicas.
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Exercicios Recomendados
e Propostosparao MATLAB ou SCILAB

— Todos

e Problemas

— B.1,B.2,B.3,B.5,B.7,B.8,B.9, B.13, B.17, B.18, B.22, B.23,
B.24, B.26, B.27, B.31 até B.37.
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