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RESUMO

A motivacdo deste trabalho é ajudar os alunos a compreenderem melhor a base
tedrica de geometria analitica e &lgebra linear de uma forma mais Iudica. O
diferencial desta ferramenta € permitir uma aproximagdo da realidade dos
estudantes com o0s conceitos de geometria analitica e algebra linear, utilizando a
flexibilizacdo e visualizacdo dos dados inseridos. Ndo somente a linguagem
construida € mais proxima da utilizada nos livros didaticos, como também é possivel
fazer relacbes com outros elementos, como posicionamento relativo entre retas e
intersecé@o, podendo ser um grande aliado no aprendizado. O foco da ferramenta é
diminuir a abstracdo de forma pratica e auxiliar os alunos a compreenderem 0s
conceitos béasicos, de forma que seja possivel construir uma certa assimilacdo do
conteudo tedrico em algo que se possa ver e analisar.

Palavras Chaves: Geometria Analitica, Algebra linear, Ensino, Ferramenta,
Educacao.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

1.1 Contextualizacao e Motivacao

No ENEM, matematica divide o ultimo lugar com Fisica no ranking da taxa de
acertos, com apenas 25% [1]. Os alunos, em geral, apresentam dificuldade maior
em matemética [2] do que em outras disciplinas. Segundo pesquisas (Smith e Strick,
2001) essas dificuldades existem devido a problemas com a memoria, atencao,
atividades perceptivo-motora, organizacdo espacial, falta de consciéncia,
habilidades verbais, etc.

Dentre os assuntos da matematica, os conceitos de algebra linear e
geometria analitica estdo dentre as disciplinas mais dificeis, pois envolvem um alto
grau de abstracdo. Assim, apenas a intuicdo pode nao ser suficiente para que 0s
alunos desenvolvam o entendimento completo dos assuntos introdutérios dessas
disciplinas. Assim, assuntos seguintes, que possuem um maior nivel de
complexidade e de maior abstracdo [3] se tornam extremamente dificeis de serem
entendidos.

1.2 Objetivos

7

A motivacdo deste trabalho é ajudar alunos a compreender conceitos da
geometria analitica e da algebra linear de uma forma mais simples, através do
ensino ladico. Com isso foi desenvolvida uma ferramenta que visa aproximar-se da
realidade dos estudantes que tém dificuldade em abstrair a escrita algébrica de
figuras geométricas elementares em uma visualizagdo da disposi¢cdo dos elementos
em planos coordenados, além de poder visualizar a relagdo entre esses elementos,
no que tange a descobrir qual a interag@o ou posicionamento relativo entre eles.

1.3 Estrutura do Documento

No Capitulo 2, serdo apresentadas as ferramentas existentes bem como suas
caracteristicas e limitagcdes. Além disso, serd também discutido as maneiras pelas
guais a ferramenta foi pensada. No Capitulo 3, sera apresentada a ferramenta, bem
como sua forma de uso. Por fim, no Capitulo 4, é apresentada uma visao geral das
principais conclusfes deste trabalho e de possiveis contribui¢des futuras.



Capitulo 2
DESENVOLVIMENTO

Neste capitulo, serdo apresentados os fundamentos para a criacdo da
ferramenta proposta neste trabalho, bem como uma mostra das ferramentas
existentes e suas aplicacdes. O capitulo inicia com uma breve motivacdo para o
desenvolvimento da pesquisa que foi desenvolvida através deste trabalho e a seguir
serdo descritas as ferramentas mais conhecidas. Nesse contexto, existem softwares
desenvolvidos com o objetivo de facilitar a visualizagdo dos conceitos de algebra e
geometria analitica, bem como seu aprendizado. Sdo exemplos desses programas: ,
MATLAB [5], Wolfram [6], Calques3D [7] e Geogebra [4, 13]. Contudo, as
funcionalidades apresentadas pelos softwares existentes na literatura e no mercado
possuem alguns limitadores, quando temos como objetivo da ferramenta aproximar-
se da realidade dos alunos que cursam as disciplinas de geometria analitica e
algebra linear.

“Segundo Hans Freudenthal (um importante matematico do séc. XX) o ensino
da Geometria é fundamental nos quatro primeiros anos de escolaridade na medida
em que esta naturalmente integrada no desenvolvimento da crianc¢a, favorecendo a
relacao entre a matematica e o mundo real.

Segundo varios estudos, as primeiras experiéncias que as crian¢as vivem sao de
natureza geométrica, por exemplo, quando se deslocam de um ponto para outro ou
guando verificam que um dado objeto esta mais proximo de si e outro mais distante.

A Geometria permite o desenvolvimento da orientacdo espacial - o qual é
imprescindivel para escrever, seguir uma determinada direccédo, localizar objectos e
localizar-se a si proprio e aos outros, entre outros.

Assim, pode-se dizer que a Geometria esta presente na vida das criancas a partir do
momento em que estas comecam a ver, sentir e movimentar-se no espaco que
ocupam.” [10]

Mesmo contendo a geometria como fundamental na grade curricular das
criangas em seus primeiros anos de vida, adolescentes e adultos ainda tém
dificuldade em certas competéncias necessarias para se desenvolver bem em
geometria analitica e algebra linear

“Historicamente, se pode observar que os cursos de Ciéncias Exatas estdo
entre 0S que mais reprovam, especialmente no que se refere a Matematica, ndo s6
no ensino superior, mas desde o ensino fundamental.” [11]



Partindo do contexto citado acima, este trabalho foi desenvolvido estudando
ferramentas existentes e acrescentando funcionalidades a partir da deficiéncia
destas, além de buscar uma aproximacdo com a realidade dos estudantes que
viriam a utiliza-la e do pressuposto do uso da ferramenta em questdes reais das
matérias da matematica que se aplicam. Alguns dos softwares ou recursos mais
préximos da realidade, quando se é falado em reducdo da abstracdo de conceitos
matematicos basicos da geometria analitica e da algebra linear estdo descritos
abaixo, sao eles: MATLAB, Wolfram, Calques3D e Geogebra.

MATLAB

E uma linguagem de programac&o de alto nivel e um ambiente de interacéo
bastante utilizado no ambiente académico para representar a matematica através da
computacao.
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Figura 2.1: Imagem da ferramenta MatLab

O MatLab é um software de licenca paga, mas que permite projetar
elementos graficos diversos, porém exige conhecimento em programacdo para
realizar as operagdes. Possui apenas uma forma de insercdo de dados, ou seja, no
caso de retas em formatos diferentes é preciso passa-las todas para a forma que o
MatLab entenda e entdo projete os objetos na tela. Esta ferramenta também néo faz
relacdo entre os elementos desenhados, apenas os desenha. Para utiliza-la é
preciso baixar a ferramenta de aproximadamente 4GB para o computador.

Wolfram



O Wolfram possui uma série de servi¢os online e recentemente langou sua
propria linguagem de programacao e uma plataforma online que compila o
programa e gera o resultado no préprio navegador.

Aline primitive:

Graphics[Line[{{1, 0}, {2, 1}, {3, 0}, {4, 1}}]]

Graphics3D[Line[{{1, 1, -1}, {2, 2, 1}, {3, 3, -1}, {4, 4, 1}}]]

Figura 2.2: Imagem da documentag&o Wolfram

O Wolfram permite projetar elementos gréaficos diversos, porém nado faz
relagbes entre os elementos desenhados de maneira simples. A documentag&o nao
€ muito simples para encontrar as melhores formas de desenhar os elementos, além
do mais ndo existe uma interface grafica, ou seja, é preciso saber programar para
utilizar desse recurso para auxiliar os estudos. Por existir uma forma predefinida de
insercdo dos dados, ndo existe uma flexibilidade na insercdo dos dados, assim
como na ferramenta acima.

Calques3D

Segundo informacBes contidas no site da ferramenta, a Calques3D foi
desenhada para construir, observar e manipular figuras geométricas, provendo aos
usuarios algumas funcdes e um parecer visual no auxilio da visdo e compreensao
de objetos de 3 dimensdes. Além disso permite a construcdo dinamica de figuras
geomeétricas a partir de objetos elementares e de operacgdes, e explorar e descobrir
propriedades da figura deformando-a.
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Figura 2.3: Imagem da ferramenta Calques3D

A ferramenta Calques3D desempenha muito bem o papel de desenhar os
elementos dentro de uma malha tridimensional pré-definida, porém sem valores.
Essa malha utiliza apenas de uma unidade pré-estabelecida, logo ndo aceita
entrada de dados reais e, portanto ndo consegue desempenhar um papel
fundamental que € aproximar-se da realidade dos alunos que precisa de uma nocéo
palpavel da férmula algébrica que tem em méaos.

Geogebra

Criada em 2001, a ferramenta Geogebra é um software aberto e que esta
acessivel em um website. Ela reine ferramentas Uteis para o desenvolvimento dos
conhecimentos da geometria, algebra e calculo. Foi desenvolvido por Markus
Hohenwarter da Universidade de Salzburg para educacdo matematica nas escolas.
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Figura 2.4: Imagem da ferramenta Geogebra

A ferramenta Geogebra possui uma interface visual para interacdo, mas nédo se
limita a isso, é possivel inserir alguns elementos por sua férmula algébrica. Aceita a
criacdo de retas nas formas cartesianas e geral, mas ndo da forma paramétrica. A
criacdo de vetores € realizada apenas pela interface. Com esta ferramenta nédo é
possivel fazer relagdes entre os elementos, por exemplo: saber a interse¢cdo ou o
posicionamento relativo. Também nédo da para obter mais detalhes dos elementos
desenhados na tela, mas - ainda sim - d& para fazer algumas analises mais
superficiais. Em comparacdo com a GeometricVis, a ferramenta Geogebra possui
mais fungdes e elementos que podem desenhados na tela.



Capitulo 3
A FERRAMENTA GEOMETRICVIS

A ferramenta GeometricVis foi desenvolvida com o objetivo de minimizar a
dificuldade dos alunos em compreender os conceitos abstratos de Geometria
Analitica e da Algebra Linear. Essas disciplinas s&o importantes porque formam a
base de disciplinas mais complexas, como computacdo grafica, processamento
grafico, processamento linear de imagens, métodos numéricos, processamento de
sinais, matematica computacional, etc. Contudo, apesar de bésicas seus conceitos
séo dificeis de serem visualizados.
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Com a nossa ferramenta ficara mais facil aprender os
conceitos mais abstratos que giram em torno de vetores, 40
retas e planos. Abaixo vocé entendera mais sobre o
funcionamento de nossas funcdes. %
Usaremos de funcdes e do console abaixo para criar novos
elementos. E importante lembrar que sempre que utilizar o 3
console, para que a fungdo seja executada, deve-se
pressionar a tecla ‘Enter’! 2%

Bom estudo!
Criar novo vetor
Criar nova reta

Criar novo ponto 5

Soma de vetores

Subtracao de vetores

Norma de um vetor

Distancia entre pontos

# Nome Resultado Aquisigdo

Produto interno

Projecédo de vetores

Figura 3.1: Recorte de tela mostrando o contetido geral da ferramenta.

A ferramenta foi configurada para ser acessada da forma mais simples
possivel pelo alunado. Todo o desenvolvimento foi feito utilizando a linguagem de
marcacdo HTML, uma ferramenta que auxilia na construcdo visual de paginas da
Internet chamado de Bootstrap e por fim a linguagem de programacéo Java Script.
Portanto, ndo é necessario fazer o download, nem instala-la ou qualquer outra
ferramenta secundaria para o seu pleno funcionamento. Além disso, o0 GeometricVis
pode ser acessado de qualquer lugar, necessitando apenas da conexdo Web.

A primeira vista da ferramenta podemos ver na lateral esquerda um painel de tutorial
para a criacdo dos elementos matematicos, na malha quadrética temos o local onde
serdo vistos esses elementos criados e na sessdo console temos uma caixa de



texto por onde a inser¢cdo dos elementos é realizada e abaixo ficam detalhes dos

elementos que foram inseridos.

Funcionamento

Ao inserirmos uma expressao véalida de um elemento no console ele sera
automaticamente criado na malha quadratica. A ferramenta foi construida para
representar o espaco vetorial de duas dimensdes (|R?).

Coordenadas de |R?

As coordenadas de |R sdo expressas da seguinte forma:

Figura 3.2: Eixos coordenados de |R2.

Quadrantes

- a semi-reta positiva de X fica a direita da
origem e vai de 0 ao infinito positivo (representada
em verde na figura 3.2);

- a semi-reta negativa de X fica a esquerda da
origem e vai do infinito negativo a zero(representada
em amarelo na figura 3.2);

- a semi-reta positiva de Y fica acima da
origem e vai de 0 ao infinito positivo(representada
em azul na figura 3.2);

- a semi-reta negativa de Y fica abaixo da
origem e vai de 0 ao infinito positivo(representada
em vermelho na figura 3.2).

Figura 3.3: Quadrantes dos eixos coordenados.
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A ferramenta foca inicialmente no quadrante de

namero 1, indicado na figura 3.3, que € o quadrante
que possui valores de x e y positivos (+x,+y). Caso
gueira ver 0s outros quadrantes é possivel ir na malha
e arrastar. O quadrante de numero 2, possui valores
de x negativos e y positivos (-x,+y). J& o quadrante de
namero 3, possui valores de x e y negativos (-X,-Y).
Enquanto o quadrante de niumero 4 possui valores de
X positivos e y negativos (+X,-Y).



Figura 3.4: Exemplo dos elementos na malha quadratica.
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Neste caso podemos ver 3 elementos diferentes na malha quadratica (ou no plano):
um ponto (amarelo), uma reta (vermelha) e um vetor (azul). Ao passar o0 ponteiro
(seta) do mouse em cada elemento é possivel suas propriedades. Dentro da malha
€ possivel dar zoom e arrastar para ver algum elemento que tenha sido criado e
eventualmente ndo esteja visivel. Além dos elementos no plano, ainda é possivel
ver dois botdes: ajustar e limpar.

Botéo Limpar

Este recurso faz com que os elementos da malha e do console sejam
removidos, ou seja, figuem limpos para que possamos recomecar a utilizar a partir
do estado inicial.

Botao Ajustar

Como conseguimos arrastar e aproximar no plano, este recurso faz com que
0 aluno possa ver apenas o primeiro quadrante do espaco vetorial em um tamanho
ja predefinido.

Console

Figura 3.5: Exemplo dos elementos da figura 3.4 inseridos no console.



Console

ponto = point(30, 30)

# Mome Resultado Aquisigao
] vetor v(25, 25) vetor = (25, 25)
1 reta y=-1x+353 Cartesiana: y=ax +b
2 ponto pi30, 30) ponto = (30, 30)

Na primeira coluna temos a ordem de inser¢cdo dos elementos na memoria.
Por exemplo, uma das formas de criar uma reta (equacdo paramétrica) € utilizar um
vetor e um ponto e para iSso serd necessario a identificacdo de cada elemento. E
possivel consultar esse valor na segunda coluna da memaria (ou tabela) do console.
Na coluna resultados pode-se ver a forma matematica de escrever o elemento e na
quarta, e ultima coluna, a forma de aquisicdo do elemento.

Caso o mesmo nome de um elemento seja utilizado, este é sobrescrito.

Bem Vindo

A primeira sessdo do Tutorial

tutorial € uma breve introdugéo
a ferramenta, explicando seu o
objetivo e como a ferramenta
deve ser utlizada. Ao ler nas

sessdes do tutorial como devem Com a nossa ferramenta ﬁcara mais facil
ser inseridos os elementos na aprender os conceitos mais abstratos que

tela deve-se ir até o Console giram em torno de vetores, retas e planos.

. . ~ s Abaixo vocé entendera mais sobre o
inserir a expressao algébrica e : .

.. , funcionamento de nossas funcées.
apos isso pressionar a tecla

‘Enter’ do teclado.

Bem vindol

Usaremos de funcdes e do console abaixo
para criar novos elementos. E importante
lembrar que sempre que utilizar o console,
para que a funcdo seja executada, deve-se
pressionar a tecla 'Enter'l

Figura 3.6: Primeiro item do tutorial da
ferramenta.

Bom estudo!




Criar novo vetor

Segmento de reta orientado,
representado por uma seta, que
possui trés caracteristicas que o0
definem: intensidade (ou modulo, ou
norma), direcdo e sentido (ou
orientacao)

A definicdo do modulo de um vetor
€ a medida do comprimento deste
vetor, que pode ser calculado
através da distancia do seu ponto
final até a origem. A direcdo de um

Figura 3.7: Segundo item do tutorial da ferramenta
GeometricVis de como criar um novo vetor.

Criar novo vetor

Para criar um vetor usaremos a funcao:
« nome_vetor = vector(x,y). onde:
« nome_vetor: Nome do vetor
« X: Posicdo em relacao ao eixo x
« y: Posicdo em relacdo ao eixo y

vetor é definida pela reta suporte do segmento orientado que o representa, logo
para descobrir a direcdo de um vetor, basta saber a direcdo de sua reta suporte. O
sentido de um vetor é definido pela seta presente em uma de suas extremidades.

Todo vetor é representado por um Unico par ordenado, pois assume-se que os dois
pontos dos quais o vetor € extraido sao a origem (ponto (0, 0)) e o préprio ponto

correspondente ao par ordenado.

Como a ferramenta representa um plano, sdo necessarios apenas dois parametros
para realizar a criacao do vetor que irdo representar os valores nas coordenadas x e

y, respectivamente.

Exemplo:



Figura 3.8: Representacao grafica de um novo vetor na malha e sua representa¢éo no console.
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vetorl:

[15, 15]

40

20—

Console

vetord = vector(-10, -10)

# Nome Resultado
0 vetor vi15. 15)

1 vetor2 vi-15, 15)

2 vetord v(10, -10)

3 vetord vi-10, -10)

Aquisigao
vetort = (15, 15)
vetor2 = (-15, 15)
vetor3 = (10, -10)

vetord = (-10, -10)

Criar novo ponto

O ponto sera representado por esta
ferramenta  através  de uma
circunferéncia amarela. O ponto tem
como caracteristicas ser
adimensional e ndo ocupar lugar no
espaco[9]. E um elemento
comumente utilizado para ajudar na
imaginacdo de outros elementos,
como a reta e o plano.

Abaixo esta a criagdo de 4 pontos na malha, os quais os valores de x e y
demonstrados na figura 3.9 acima recebem valores de nimeros reais. O primeiro
ponto criado foi determinado o valor de X igual a 10 e o valor de Y igual a 5 e sendo
escrito no console segundo especificado acima ficamos com a expresséo: pl =

Figura 3.9: Tutorial da ferramenta GeometricVis
de como criar um novo ponto.

Criar novo ponto

Para criar um ponto usamos a funcao:

« nhome_ponto = point(X,y). onde:
« nome_ponto: Nome do ponto
« x: Coordenada em relacdo ao eixo X
« y: Coordenada em relacdo ao eixo y

point(10, 5), onde pl é o nome dado ao ponto.



Figura 3.10: Representagdo grafica de quatro pontos na malha e no console conforme a
exemplificag&o da criagdo no tutorial da imagem 9.

H—

Console

p4 = point(3, 5)

# Nome Resultado Aquisigao
0 pi p(10, &) p1={10, 5}
1 p2 p(5, 10) p2 = (5, 10}
2 p3 p(10, 10) p3 = (10, 10}
& p4 P(5. 5) p4 = (5, 9)

Criar nova reta

Figura 3.11: Tutorial da ferramenta na
criacdo de retas.

Reta é uma primitiva geométrica
associada a localizacdo e formada
por infinitos pontos numa mesma
direcéo.

Forma geral no |R2:

Toda reta r do plano
cartesiano pode ser expressa por
uma equacdao do tipo: ax + by + ¢ =
0. Onde a, b e c sédo sdo nuameros
reais, porém a e b nao podem ser
nulos simultaneamente, ja que a
reta deve ter valoresem x e y.

Criar nova reta

Poderemos nos utilizar de 3 formas para
criar uma reta:
« geral =line(A,B,C), onde:

« geral: Nome da reta

« A: Coeficiente em x

« B: Coeficiente em vy

« C:Variavel independente de x ou y

= cartesiana = line(m,b), onde:
« cartesiana: Nome da reta
« m: Coeficiente em x
» h: Coeficiente linear ou variavel
independente

» parametrica = line(p,v), onde:
» parametrica: Nome da reta
+ p: Ponto ja existente na memaoria
« v: Vetor ja existente na memdaria



Forma cartesiana no |R2:

Também chamada de equacédo reduzida da reta, a forma cartesiana se
apresenta na forma y = mx + b, onde m € o coeficiente angular da reta e b € o ponto
em que a reta cruza com o eixo y, e sendo assim, € também valor independe de x.
Quando o valor de m é zero, a reta desenhada € paralela ao eixo X e quando a reta
€ paralela ao eixo Y, ndo existe equacao na forma reduzida que a represente.

Forma paramétrica no |R2:

Também conhecida como forma segmentéaria da reta, para definir esta reta é
necessario um ponto e um vetor. Na forma paramétrica a reta é paralela a um vetor
V e necessariamente passa por um ponto especifico.

Figura 3.12: Representacao grafica de retas em suas 3 formas possiveis e também a criacdo dos
elementos, outros, necessarios para a criagdo de uma delas(um vetor e um ponto).

15

10
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Console

parametrica = line(p, v)

# Nome Resultado Aquisigao
0 geral 1x+1y+0=0 Geral: Ax+By+C=0
1 cartesiana y=1x+0 Cartesiana: y =ax+b
2 p pis, 10) p=(510)
3 v v(13,15) v=1(15,13)
4 parametrica X, ¥)=(5,10)+ {15, 15)t Paramétrica: (x, v) = (xp, yp) + (xv, yw)t




Soma de Vetores

Quando estamos representando
uma soma de vetores graficamente
€ comum utilizarmos a regra do
poligono para realiza-la, porém para
calcular essa soma podemos
apenas fazer a soma das
coordenadas em x, e em y, obtendo
assim a soma de dois vetores.

Na Figura 3.14 podem ser visto os
vetores v1, v2 e o vetor de soma
entre eles, denominado sumVs.

Figura 3.13: Tutorial da ferramenta na criagéo de um
novo vetor a partir da soma de outros dois vetores

Soma de vetores

Entre as operacdes com vetores que estdo
implementadas temos a soma que retorna
o resultado da soma entre dois vetores:
« variavel_resultado = sum(x,y). onde:
« variavel _resultado: Nome do vetor
resultante
« X: Vetor que esteja na memoria
« y: Vetor gue esteja na memoria

Figura 3.14: Representacéo grafica do vetor da soma e dos vetores que deram origem a este.

10

sumV's :

Console

sumy's = sumi(vi1 v2)

# Nome Resultado

0 v v(B, 3)

1 V2 v(3, 6)

2 sumvy's (9.9)=(6+3 3+6)

Aquisigao
vl = (G, 3)
vZ2 = (3, 6)
sumvs = (X v1 +x vZ y vl +y v2




Subtracao de Vetores

Figura 3.15: Tutorial da ferramenta quanto a criagcdo de um
vetor resultante da operacao de subtracdo de vetores

A subtracdo de vetores se
assemelha bastante com a soma,
porém, A — B, é igual a soma do
vetor A com um vetor de mesmo
modulo, mesma direcdo, mas de
sentido oposto ao do vetor B,
simbolizada pela inversao do valor

Subtracido de vetores

Entre as operac6es com vetores que estdo
implementadas também temos a subtracao
que retorna o resultado da subtracdo entre
dois vetores:

de B. « variavel_resultado = diff(x,y). onde:
« variavel_resultado: Nome do vetor

Na Figura 3.16 podem ser visto os resultante

vetores vl, v2 e o vetor de « X: Vetor que esteja na meméria

diferenca entre eles, denominado « y: Vetor que esteja na memdria

diffVs que tem o valor (3, -3).



diffVs: [3, -3]

Console

diffVs = diff(v1,v2)

# Nome Resultado Aquisigdo
0 Vi v(6, 3) vi = (6, 3)
V2 v(3, 6) V2 = (3, 6)
2 diffvs (3.-3)=(6-3,3-6) diffvs = (x_vi- X _v2, y_vi-y_v2

Figura 3.16: Representacao grafica do vetor da subtracédo e dos vetores que deram origem a este.

Norma de um Vetor

Figura 3.17:Tutorial da ferramenta explicando
como obter a norma de vetor.

Como ja foi explicado
anteriormente no conceito de vetor,
a norma ou médulo ou intensidade
de um vetor pode ser calculado
através do comprimento desse
vetor, é a distancia de seu ponto
final até a origem. Por se tratar de
um comprimento, seu valor deve resultante

ser sempre positivo. = v1: Nome do vetor que esteja na
Esse valor é calculado através da meméria

raiz quadrada da soma dos

guadrados.

Norma de um vetor

Entre as operacdes com vetores que estdo
implementadas também temos a norma
gue retorna o médulo de um vetor:
« nhome_norma = norm(v1). onde:

« nome_norma: Nome do vetor



-

Console

norma = norm(v1)

# Nome Resultado Aquisigao
0 w1 v(15, 10) v1={15, 10)
1 norma ||[normal| = 18.0278 |[I[normal| = ~{15* + 10%)

Figura 3.18: Representacdo de um vetor e no console é possivel ver detalhes do célculo da norma.

Distancia entre pontos

Figura 3.19: Tutorial da ferramenta quanto ao célculo
da distancia entre pontos.
A distancia entre dois pontos
¢ dada pelo menor comprimento Distancia entre pontos
entre 0s pontos, ou seja, é a
medida do segmento de reta que

Para verificar uma distancia faremos:

os liga. « nome_dist = dist{p1,p2). onde:
Essa medida em geometria « nome_dist: Nome da variavel que
analitica é calculada pela da armazenara a distancia
hipotenusa de um tridngulo - p1: Ponto ja existente na memaria
retdngulo, ou seja, pela raiz « p2: Ponto ja existente na memaria

guadrada da soma dos quadrados
da diferenca.



0 - - - - - | +

Console

distancia = dist(p1.p2)

# Nome Resultado Aquisicdo
0 p1 p(60, 10) p1 = (60, 10)
1 p2 p(5. 10) p2 = (5. 10)
2 distancia 55 = (60 - 5)2 + (10 - 10)?) d = (x1 - x2) + (y1 - y2)7)

Figura 3.20: Representacao grafica dos pontos os quais a distancia é calculada.

Produto Interno

Figura 3.21: Tutorial da ferramenta para o calculo
do produto interno.

O produto interno entre dois vetores
€ um numero real que relaciona a Produto interno
norma desses vetores, isto €, seu
comprimento, € 0 angulo entre eles. O produto interno sera representado pela
Esta propriedade € calculada  fnc50:
através da soma da multiplicacdo « resultado = dot(v1,v2). onde:
das coordenadas correspondentes. - resultado: Nome da variavel que
armazenara o resultado do produto
interno
= v1: Vetor ja existente na memdria
= v2: Vetor ja existente na memdria




Console

prodint = dot(v1,v2)

# Nome Resultado Aquisigio
] v v(B, 3) vl =B, 3)
1 V2 v(3, B) v2 = (3, 6)
2 prodint 36 = (6%3) + (3"6) =(x1, y1),(x2, y2)= = (x1 " x2) + (y1 "y2)

Figura 3.22: Representacao gréafica dos vetores os quais o produto interno é calculado.

Projecao de Vetores

Figura 3.23: Tutorial da ferramenta quanto a criagcdo de um
novo vetor que é criado a partir da projecédo de dois outros.

A projecéo de vetores nada mais
€ do que a projecdo de um vetor
sobre outro, como se o0 primeiro
deles estivesse projetando sua
sombra sobre o outro, o resultado vetor sobre outro, utilizamos a seguinte
desta operagéo € um vetor. funcio:

A projecéo de vetores é calculada . nome_proj = proj(v1,v2). onde:
segundo a formula descrita na « nome_proj: Nome do vetor projecao
coluna de aquisicdo do exemplo « Vv1: Vetor ja existente na memoria
abaixo: « v2: Vetor ja existente na memoria

Projecéo de vetores

Para encontrar o vetor projecdo de um



projecao;: [15, B]ﬁ

Console

projecao = proj(vz,v1)

# Nome Resultado
0 vl v(25, 0)
1 v2 v(15, 10)

2 projecao: [15, 0]

(15.0) = (15.10) * ({(15.10)%(25.0))/(25.0)*(25.0)))

Aquisigao

)
0)
u* ((uv)/vev)

v2 = (15,

vli=(2510
1
proj(u, vj =

Figura 3.24: Representacao grafica do vetor da projecdo e dos vetores os quais este € calculado.

Cosseno entre vetores

O cosseno entre vetores é utilizado
para calcular o produto interno entre
dois vetores, pois ele também é
definido por meio do angulo entre

eles.

O cosseno entre vetores pode ser
calculado segundo a férmula de
descrita no exemplo abaixo na
coluna de aquisicéo:

Figura 3.25: Tutorial da ferramenta quanto ao calculo

do cosseno entre vetores.

Cosseno entre Vetores

Para calcular o cosseno entre dois vetores,
utilize as instrucdes abaixo:
« resultado = cos(v1,v2). onde:
« resultado: Nome da variavel que
armazenara 0 CoSSeno
« v1: Vetor ja existente na memoria
« Vv2: Vetor ja existente na memoria



10

Console

cosseno = cos(vi v2)

# Nome Resultado Aquisigao
0 v w(25, 0) vl =(250)
1 V2 w(15, 10) V2 =(15,10)
2 COSSENO 0.8320 = <(25, 0).(15, 10)=/ (||25, O||.]|15. 10[[) cos = <uv=/||ull]vi]

Figura 3.26: Representagdo grafica dos vetores originarios do resultado do calculo do cosseno entre
eles.

Angulo entre vetores

Figura 3.27: Tutorial da ferramenta quanto ao calculo
do angulo entre vetores.
O célculo do angulo entre vetores,

nada mais € do que o inverso do
céalculo do cosseno, facilitando assim
alguns célculos necessarios.

Angulo entre vetores

Para calcular o angulo entre dois vetores,
usamos:
» resultado = angle(v1,v2), onde:
« resultado: Nome da variavel que
armazenara o angulo (em radianos)
« Vv1: Vetor ja existente na meméria
« v2: Vetor ja existente na memoria
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Console

angle = angle(v1.v2)

# Nome Resultado Aquisigdo
0 v (25, 0) vl =(25.0)
1 w2 (15, 10) v2 = (15, 10)
2 cosseno  0.8320 = <(25, 0).(15. 10)=/ (||25. O||.|[15. 10]]) £os = <u.v=/ |Jul|Iv]]
3 angle 0.5881 = (<(25, 0).(15, 10)> / (|25, 0]|]|15. 10[[)}"-1 angle = (<u.v> / Jul].|]v]])*-1

Figura 3.28: Representacéo grafica dos vetores originarios do resultado do calculo do angulo entre
eles.

Angulo entre retas

Figura 3.29: Tutorial da ferramenta quanto ao célculo
do angulo entre retas.
O célculo do angulo entre as retas se

dad atravées dos  coeficientes
angulares, ou seja, do fator que
multiplica a varidvel x na forma
reduzida da reta(y = mx + b).

Angulo entre retas

Para calcular o angulo entre duas retas,
usaremaos:

» resultado = angle(r1,r2), onde:
O angulo entre retas pode ser « resultado: Nome da variavel que
calculado segundo a férmula de armazenara o angulo (em radianos)

descrita no exemplo abaixo na « r: Reta ja existente na meméria
coluna de aquisicéo: » r2: Reta ja existente na memoria
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Console

anguloRetas = angle(r1,r2)

# Nome Resultado Aquisigao

0 r1 y=1x+0 Cartesiana: y =ax+b

1 r2 Ox+1y+0=0 Gerall Ax+By+C=0

2 anguloRetas 0.7853981633974483 = |1 - O)/[1 +(170)]| angle = |((m1-m2) / (1+(m1*m2)))|

Figura 3.30: Representacao gréafica das retas originarias do resultado do calculo do angulo entre elas.

Multiplicacao entre vetor e escalar

Figura 3.31: Tutorial da ferramenta quanto a criagao

de um novo vetor a partir da multiplicagdo de um

vetor e de um ndmero.

A multiplicagéo entre um vetor e um

escalar apenas altera o mddulo

deste  vetor, ou seja, seu
comprimento.

Multiplicac@o entre vetor e escalar

O resultado da multiplicacdo entre um vetor
e uma escalar pode ser encontrado atraves

de:
o variavel _resultado = mult(v1,x).
onde:

« variavel_resultado: Nome do vetor

resultante
« v1: Vetor ja existente na meméria
« X: Numero inteiro
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Console

mult = mult(v, 3)

# Nome Resultado Aquisigao
0 v V(5. 5) v=(5,5)
1 mult (15,15 = (5*3. 5*3) mult = (x. y)*n

Figura 3.32: Representacao gréafica do vetor a ser multiplicado pelo fator e seu resultante.

Divisao entre vetor e escalar

Figura 3.33: Tutorial da ferramenta quanto a criacéo de
um novo vetor a partir da divisdo de um vetor e de
um ndmero.

Essa operacdo faz o oposto da
operagdo acima, ou seja, uma
divisdo, ou faz a mesma operacao,
porém com o inverso da operac&o O resultado da divisdo entre um vetor e

de multiplicagdo. Um exemplo é a uma escalar pode ser encontrado através

divisdo por 2 que ficaria uma de:
multiplicago por ¥ « variavel_resultado = div(v1,x). onde:

« variavel_resultado: Nome do vetor
resultante

» v1: Vetor ja existente na memoria

« X: Numero inteiro

Divisao entre vetor e escalar
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Console

divisao = div(v, 3)

# Nome Resultado Aguisigio
0 v vi15. 15) v=1{15, 15)
1 divisao (5,5 =(15/3, 15/3) div = (x, y)n

Figura 3.34: Representacao gréafica do vetor a ser dividido pelo nimero dado e seu resultante.

Posicao relativa entre retas

Figura 3.35: Tutorial da ferramenta quanto a analise
das posicdes relativas entre retas.

E comum querer saber o
comportamento das retas em Posicao relativa entre retas
relacdo a outros elementos, e é pra
iIsso que essa funcdo serve, para A posicdo relativa entre retas pode ser
confirmar o posicionamento relativo encontrada através da seguinte funcao:
entre retas. « resultado =relpos(r1,r2). onde:
« resultado: Nome do resultado da
posicdo relativa
Paralela  r1: Reta ja existente na memoria

.  r2: Reta ja existente na memoria
Duas retas sao paralelas se

pertencem ao mesmo plano, ou

seja, sdo coplanares e nao

possuem nenhum ponto de interseccdo, ou seja, ndo existe nenhum ponto em
comum uma com a outra.

Notar que as equacdes sdo multiplas umas das outras, essa é uma caracteristica
das retas paralelas.

Obs.: Pelo fato de estarmos tratando do espaco vetorial de dimensédo 2, todas as
retas criadas estdo no mesmo plano Oxy.



Paralela Coincidentes

Retas paralelas coincidentes sdo retas idénticas. Ou seja, caso as retas estejam
descrita de formas diferentes: uma na forma reduzida ou cartesiana e outra na
forma normal, pode ser que semelhan¢ca ndo seja evidente, porém elas sejam a
mesma equacgao escrita em outro formato, mas em sua esséncia possuem todos os
pontos em comum.

Figura 3.36: Representacao grafica de trés retas paralelas a serem analisadas quanto a sua posicao
relativa pela ferramenta e apresentacao no console do resultado desta anélise.
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Console

r2&rs = relposir2, r3)
# Nome Resultado Aquisigao
0 ri -10x+-5y +45 =10 Gerall Ax+By+C=0
1 r2 X+ 1y +-7=0 Gerall Ax+By+C=0
2 r3 y=-2x+7 Cartesiana: y =ax+b
3 r1&r2 Paralelas m-2=-2/b:9=7
4 r2&r3 Paralelas coincidentes m-2=-2/b:7=7
Concorrentes

Duas retas sdo concorrentes quando elas se cruzam em algum ponto, ou seja,
possuem um ponto em comum com a outra.

Concorrentes Ortogonais

Retas concorrentes ortogonais sdo um tipo especifico de retas concorrentes e
acontecem quando o angulo que uma forma com a outra é um angulo de 90 graus.

Figura 3.37: Representagdo grafica de trés retas concorrentes a serem analisadas pela ferramenta
guanto a sua posicdo relativa e apresentacéo no console do resultado desta analise.
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Console

r1&r3 = relpos(ri, r3)

# Nome Resultado
0 r1 y=1x+0
1 r2 y=0x+1
2 r3 y=-1x+0
3 r1&r2 Concorrentes
4 r1&r3 Concorrentes e ortogonais

Aquisigao
Cartesiana: y =ax + b
Cartesiana: y =ax + b
Cartesiana: y =ax + b
m:1=0
m:1=-1

Intersecio entre retas

Na sessdo acima foi possivel
visualizar as formas de interagcao
entre retas. Essa funcionalidade foi
desenvolvida para obter mais
detalhes dessa interacdo entre as
retas.

A seguir serdo vistos 0s mesmos
exemplos acima, porém com mais
detalhes, caso haja intersecdo ou néo.

Figura 3.38: Tutorial da ferramenta quanto a
intersecado entre duas retas.

Intersecéo entre retas

A intersecao entre retas € definida pela
funcdo abaixo:

» variavel_resultado = inter(r1,r2),
onde:

« variavel_resultado: Nome do ponto
da intersecdo entre retas (caso
exista)

« r1: Reta ja existente na memdria

« r2: Reta ja existente na memoria

Figura 3.39: Representacao grafica de trés retas paralelas e uma anélise pela ferramenta quanto a

existéncia de intersecdo entre elas.
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r2&r3 = inter(r2. r3)

# Nome Resultado Aquisigio
0 r1 -10x+ -5y +45=0 Gerall Ax+By+C=0
1 r2 2%+ 1y +-7T=0 Gerall Ax+By+C=0
2 ra y=-2x+7 Cartesiana: y=ax +b
3 r1&r2 Nao ha intersecdo Retal = Reta2 -= Absurdo
4 r2&ra Coincide em todos os pontos Retal = Reta2 -» 0

Figura 3.40: Representacao gréafica de trés retas concorrentes e uma andlise pela ferramenta quanto
a existéncia de intersecéo entre elas.
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Console

r1&r3 =inter(r1, r3)

# Nome Resultado Aquisigao
0 r1 y=1x+0 Cartesiana: y=ax +Db
1 r2 y=0x+1 Cartesiana: y=ax +b
2 ra =-1x+0 Cartesiana: y =ax +Db
3 ri&r2 (1,1} Retal = Reta2 -= (1,1)
4 r&r3 (0,0} Retal = Reta2 -= (0,0}




CONCLUSAO

Este trabalho foi realizado com o intuito de auxiliar os estudantes no
aprendizado de conceitos abstratos da algebra linear e da geometria analitica. O
objetivo é possibilitar que o aluno alcance um melhor desempenho a partir do auxilio
da ferramenta proposta neste trabalho. Dada a limitacdo de varias ferramentas
existentes no mercado, o0 GeometricVis foi criado com o objetivo de lacunas, como:
nao gratuidade do software, distanciamento da vivéncia dos estudantes, flexibilidade
das entradas de dados e conhecimento prévio de programacdo necessario para
para execucdo dessas ferramentas. A ferramenta GeometricVis visa trazer para a
comunidade de estudantes uma proposta de software disponivel através da Internet
e ainda livre para ser baixado no github para uso offline. O maior diferencial desta
ferramenta € permitir uma aproximacdo da realidade dos estudantes com o0s
conceitos elementares da geometria analitica e algebra linear, possibilitando um
recurso acessivel e proximo aos assuntos mostrados em livros didaticos ao
flexibilizar a entrada de dados para que seja possivel inserir dados na ferramenta de
forma simplificada, sem precisar de nenhuma adaptacdo da forma que elas sdo
escritas, como as formas cartesiana, geral e paramétrica da reta. Para utilizar a
ferramenta desenvolvida neste trabalho ndo € necessario saber programar e como
foi estruturada para desenvolver o conhecimento, ela fornece dados - como a forma
de aquisicdo dos resultados desenhados na tela ou a formula de aquisicdo do
resultado de determinada funcdo - que sao importantes para fazer correlacdes e
andlises dos elementos inseridos e das fungdes utilizadas.

Trabalhos Futuros

O trabalho que aqui foi realizado é bastante rico, porém pode ser
incrementado ao ser transferido para uma malha tridimensional e ter incorporado ao
seu acervo mais elemento tais como: elipses, circunferéncias, esfera, planos, dentre
outros elementos da geometria espacial. Com o incremento de algum dos
elementos citados acima € possivel implementar também funcdes de
relacionamento entre os elementos ja existentes e os elementos novos. E provéavel
gue seja necessario também, uma mudanca de interface caso a quantidade de
funcdes se estenda muito, por conta da navegabilidade do elemento que comporta

o tutorial de uso da ferramenta.
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