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Resumo

Complexidade é um conceito encontrado diariamente em diversos contextos e sistemas que fun-
cionam ao nosso redor. Ela surge da iteração massiva atravésde diferentes partes de sistemas
não-lineares ou em um fenômeno físico que é intrisicamente complexo. Exemplos deles são
sistemas biológicos, fenômenos relacionados ao tempo, turbulências em fluidos, retrodifusão
de superfícieis marítimas, e multicaminhos de sistema de comunicação móvel. Complexidade
é uma parte inseparável do mundo dos sistemas dinâmicos não lineares. O objetivo desse tra-
balho é análisar as dinâmicas de dois modelos de neurônios artificiais quânticos, o qRAM e o
|ψ〉-RAM. Podemos verificar através de ferramentas matemáticasque as dinâmicas propostas
apresentam sensibilidade significativa às condições iniciais e apresentam simetria representa-
tiva nos seus Conjuntos Julia.

Palavras-chave: Não-Linearidade, Caos, Computação Quântica, Redes Neurais Quânticas
Sem Peso
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CAPÍTULO 1

Introdução

Tem crescido as pesquisas, nos últimos 30 anos, na área de análise em sistemas dinâmicos
não-lineares [1] [2] [10] , principalmente para entender como sistemas dinâmicos se compor-
tam diante de condições iniciais diferentes [11]. Tal interesse provêm principalmente do fato de
que a iteração massiva de diferentes partes de sistemas não-lineares, ou em um fenômeno físico
que é intrisicamente complexo, compõe o comportamento de diversos fenômenos encontrados
ao nosso redor, como os sistemas biológicos, fenômenos relacionados ao tempo, turbulências
em fluidos, retrodifusão de superfícieis marítimas e multicaminhos de sistema de comunica-
ção móvel [12]. Para cientistas, a disponilidade de processamento computacional em alta ve-
locidade e, particularmente, a computação gráfica permitiram grandes avanços na área [13].
Complexidade é um conceito encontrado diariamente em diversos contextos e sistemas que
funcionam ao nosso redor e é uma parte inseparável do mundo dos sistemas dinâmicos não li-
neares. Como acontece em sistemas lineares, a modelagem ajuda a entender o comportamento
desses sistemas.

Entender a dinâmica de modelos da inteligência artificial, seus graus de complexidade,
parâmetros, bifurcações e caos dá ao cientista entendimento de como esses sistemas se corre-
lacionam com indivíduos de mesmo tipo (formando redes) ou com agentes externos (formando
sistemas). O objetivo deste estudo é estudar a dinâmica dos modelos de neurônios quântico
sem peso que gere CAOS.

No Capítulo (2) iremos introduzir alguns conceitos sobre osSistemas Dinâmicos e algumas
ferramentas importantes de suas análises que usamos nos modelos propostos. A Computação
Quântica é explicada no Capítulo (3), onde introduzimos os conceitos básicos para entendi-
mento desse trabalho. Uma visita à literatura dos neurôniosartificiais sem peso é feita no Ca-
pítulo (4) assim como seus modelos quantizados. Para elucidar os modelos, mostramos alguns
exemplos simples e outros complexos de seus funcionamentosna prática.

Finalmente no Capítulo (5) propomos modelos de dinâmicas com esses neurônios quân-
ticos artificiais. Após a descrição analítica de cada modelo, um conjunto de experimentos é
realizado e depois uma análise deles é elaborada. No final do capítulo, propomos duas medidas
comparativas de modelos de dinâmicaδ e δabs de forma que os modelos possam ser avaliados
e comparados quantitativamente. A conclusão e considerações finais são feitas no Capítulo (6).
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CAPÍTULO 2

Sistemas Dinâmicos

Há diversas ferramentas e conceitos dentro da área de Sistemas Dinâmicos que ajudam o pro-
jetista a entender o comportamento de seu sistema. Eles serão apresentados nesse capítulo para
que auxilie no entendimento e na avaliação dos modelos que serão apresentados nesse trabalho.

2.1 Orbitais

Existem diversos problemas na ciência e na matemática que envolvem iteração. Iteração signi-
fica repetir um processo várias vezes. Em dinâmica, este processo que é repetido é a aplicação
de uma função. O resultado da aplicação de uma função em um tempo exatamente anterior é
usado como entrada nessa mesma função no tempo atual.

Dadox0 ∈ R, define-se o orbital parax0 de uma funçãoF a sequência de pontosx0, x1 =
F(x0), x2 = F2(x0), ...,xn = Fn(x0), ... . O pontox0 é chamado de "semente"do orbital.

Quando uma função possui uma constante, é normal representá-la comoFc(z) parac uma
constante. Como exemplo, temosFc(z) = z2+c, ondeF2(z) = z2+2, parac= 2.

Tipos de orbitais

Muitos tipos de orbitais podem ser encontrados em sistemas dinâmicos. O mais importante tipo
de orbital é ofixed point, ponto fixo. O ponto fixo é o pontox0 que satisfazF(x0) = x0. Nota-se
queF2(x0) = F(F(x0)) = F(x0) e, de forma geral,Fn(x0) = x0. O orbital de um ponto fixo
é uma sequência constantex0,x0,x0, .... Pontos fixos podem ser encontrados geometricamente
pela análise da intersecção do gráfico de uma função com a linha diagonal:

Qc(z) = z (2.1)

Um outro tipo importante de orbital é o períodico ou cíclico.O pontox0 é periódico se
Fn(x0) = x0 para algumn > 0. O menor n é chamado deprime period, período principal.
Nota-se que sex0 é periódico com o período principaln, então o orbital dex0 é apenas uma
sequência repetida de números:x0,F(x0), ...,F(n−1)(x0),x0,F(x0), ...,F(n−1)(x0), ....

Um pontox0 é chamado deeventually fixed, eventualmente fixo, sex0 não é um ponto fixo
ou períodico, mas algum ponto no seu orbital dex0 é fixo ou periódico. Por exemplo,−1 é
eventualmente fixo paraF(x) = x2, poisF(−1) = 1, que é fixo.

Quando um orbital está longe de ser fixo, podendo iteragir sobre números randômicos, é
bem provável que ele tenhacomportamento caótico.
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4 CAPÍTULO 2 SISTEMAS DINÂMICOS

Atração ou Repulsão

Existem principalmente dois tipos de pontos fixos, os que atraem e os que repelem. Um ponto
fixo x0 de uma funçãoF é um ponto fixo atrator se|F ′(x0)|< 1. O pontox0 é um ponto repelente
se|F ′(x0)|> 1. Finalmente, se|F ′(x0)| = 1, o ponto fixo é chamado de neutro ou indiferente.
Para a função, por exemplo,F(x) = x2, que possui os pontos fixos 0 e 1, o que acontece com
os orbitais na vizinhança desses valores é que se|x0| < 1, então o orbital dex0 rapidamente
se aproxima de zero. Por exemplo, o orbital de 0.1 é 0.1,0.01,0.0001,0.00000001, .... De
fato, se algumx0 com 0≤ x0 < 1, não importa tão próximo de 1, o orbital sempre tende para
longe de 1 e para perto de 0. O orbital de 0.9 é 0.9,0.81,0.6561,0.430467...,00117, .... Mais
precisamente, se 0≤ x0 < 1 entãoFn(x0)→ 0, comn → ∞. Por outro lado, sex0 > 1, então
o orbital vai para longe de 1. Por exemplo 1.1,1.21,1.4641..., ...,445.79, .... Então, sex0 > 1,
nós temos queFn(x0)→ ∞, quandon→ ∞. Ou seja, pontos próximos de 0 são atraídos para
zero e pontos próximos de 1 tem suas órbitas repelidas, que seafastam de 1.

2.2 Bifurcações

O objetivo do entendimento sobre bifurcações está aliado à necessidade de como a dinâmica de
uma funçãoQc muda quando seu parâmetroc varia. Para isso, num primeiro momento, deseja-
se encontrar os pontos fixos deQc. Eles são obtidos, como dito na Equação (2.1), igualando
Qc(x) = x e encontrando os valores dex que satisfazem essa equação.

ParaQc(x) = x2+c, temosx2+c= x, em quex1 =
1
2(1+

√
1−4c) ex2 =

1
2(1−

√
1−4c)

são as duas raízes que satisfazem essa equação. Existem, então, dois pontos fixos deQc. Con-
siderando ainda essa mesma função como exemplo, podemos verificar quex1 e x2 são reais
se e somente se 1−4c≥ 0, ouc≤ 1/4. Quandoc> 1/4, Qc não tem pontos fixos. Quando
c = 1/4, tem-se quex1 = x2 = 1/2. Finalmente, quandoc < 1/4, entãox1 e x2 são reais e
distintos. Nota-se que se temx1 > x2 nesse caso.

Retornando o caso dec> 1/4, verifica-se graficamente queQc é uma parábola voltada para
cima. Quandoc> 1/4, esse gráfico não se encontra com a linha diagonaly= x. Essa análise
de gráfico mostra que todos os orbitais deQc quandoc> 1/4, tende para infinito.

Quandoc decrementa de 1/4, essa situação muda e acontece a primeira bifurcação. Bifur-
cação, então, significa a divisão em dois, uma separação, queé exatamente o que acontece com
os pontos fixos deQc. Parac> 1/4, Qc não tem ponto fixo. Parac= 1/4, Qc tem exatamente
um ponto fixo; mas parac< 1/4, esse ponto fixo se divide em dois, um emx1 e outro emx2.

Como explicado na Seção (2.1), podemos verificar se um tal ponto fixo é atrador, repelente
ou neutro. ParaQc(x) = x2, Q′

c(x) = 2x, ondeQ′
c(x1) = 1+

√
1−4c e Q′

c(x2) = 1−
√

1−4c.
Nota-se que sec = 1/4, Q′

c(x1) = 1, masQ′
c(x1) > 1 parac < 1/4, desde que

√
1−4c > 0,

para esses valores dec. Por isso,x1 é um ponto fixo neutro quandoc = 1/4 mas é repelente
quandoc< 1/4.

Nessa mesma função, analisar a dinâmica para o ponto fixox2 é um pouco mais complicado.
Sec = 1/4, Q′

c(x2) = 1 (aqui, claro,x2 = x1 = 1/2). Quandoc é um pouco abaixo de 1/4,
Q′

c(x2)< 1, entãox2 se torna um atrator. Mas procurando todos os valores de c para|Q′
c(x2)|<

1, vê-se que:
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−1< Q′
c(x2)< 1 (2.2)

ou

−1< 1−
√

1−4c< 1 (2.3)

Resolvendo essas inequações:

2>
√

1−4c> 0

4> 1−4c> 0

−3/4< c< 1/4

(2.4)

Então,x2 é um ponto fixo atrator paraQc quando−3/4 < c< 1/4. É fácil verificar que,
quandoc=−3/4, Q′

c(x2) = 1−
√

1+3=−1, entãox2 é neutro e quandoc<−3/4, Q′
c(x2)<

−1, entãox2 é repelente.
Dessa forma, além de analizar quem são os pontos fixos, pode-se verificar se são atratores,

repelentes ou neutros e precisar onde são os pontos onde a função não tem ponto fixo, onde ela
possui um ponto fixo e onde os pontos fixos se dividem. Toda essaanálise tem tudo a ver com
a dinâmica assintótica dos orbitais dessas funções, como foi detalhadamente descrito acima.

2.3 Diagrama do Orbital

A imagem pode ser uma das mais instrutivas, ou até mesmo a maisintrigante, ferramenta de
análise de sistemas dinâmicos. O digrama do orbital permitecapturar a dinâmica de uma função
Qc para diferentes valores dec, em uma só figura. O resultado dá uma boa análise da dinâmica
de sua família completa assim como a idéia de comoQc faz sua transição para o caos.

No diagrama de orbital, plota-se o parâmetroc no eixo horizontal e plotamos o orbital
assintótico de 0 no eixo vertical. Por assintótico, compreende-se que não serão os valores
gerados nas primeiras iterações e sim aqueles que já superaram o comportamento transiente
da função. Pode-se verificar o diagrama do Orbital da funçãoQc(z) = z2+ c na Figura 2.1,
encontrado facilmente pelo Algoritmo (1).

Algorithm 1 : Algoritmo para encontrar o Diagrama do Orbital

for c entre cmin e cmax do1

for n entre 0 e 200do2

ComputeQn
c(0);3

if n>50 then4

Desenhe no gráfico (c,Qn
c(0));5

end6

end7

end8
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Figura 2.1: Diagrama do OrbitalQc(z) = z2+c, onde−2< c< 0.25

2.4 Conjunto Julia

Conjunto Julia é o lugar onde todo o comportamento caótico deuma função complexa ocorre
[13]. Por exemplo, a função de mapa quadráticoQ0(z) = z2 é caótica no círculo unitário, pois
se|z|< 1 então|Qn

0(z)|→ 0, quandon→+∞, e se|z|> 1 então|Qn
0(z)|→+∞ quandon→+∞.

SendoQ0(z) a notação de orbital 0 paraQ(z).
Através dofilled julia set, conjunto Julia preenchido, é possível identificar figuras fractais

cuja natureza é bastante peculiar. O conjunto julia preenchido deQc é o conjunto de pontos
cujos orbitais são limitados. O conjunto Julia deQc é o limite, a fronteira, do conjunto Julia
preenchido.K0 = {z||z|<= 1} e J0 = {z||z|= 1} são, respectivamente, Conjunto Julia Preen-
chido e Conjunto Julia. Um exemplo de um conjunto Julia preenchido pode ser observado na
Figura (2.2).

Um algoritmo simplificado para encontrar o conjunto Julia preenchido pode ser o descrito
no Algoritmo 2.

Algorithm 2 : Algoritmo para encontrar uma aproximação do Conjunto Julia Preenchido

Escolha um número máximo de iteraçõesN.1

Para cada pontoz no grid, compute os primeirosN pontos no orbital dez. Se2

|Qi
c(z)|> max{|c|,2}, para algumi ≤ N, então páre a iteração e pintezde branco.

Se|Qi
c(z)| ≤ max{|c|,2}, para todoi ≤ N, então pintezde preto.3

Os pontos pintados de branco representam o orbital que escapou, e os pontos pretos não,4

pelo menos nas N primeiras iterações.
Os pontos pretos, então, serão uma aproximação do conjunto Julia preenchido.5
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Figura 2.2: Conjunto Julia preenchido paraQc(z) = z2+c, c=−0.39054−0.58679i

2.5 Mandelbrot

É o dicionário de todos os conjuntos Julia. O conjunto Mandelbrot M consiste de todos os
valores dec tais que o conjunto Julia preenchidoKc é "conectado". Isso significa que o sis-
tema é testado para valores dec diferentes, com orbitais de 0. Se a dinâmica desse orbital é
convergente, ele pertence ao conjunto, caso contrário, elenão pertence ao conjunto. Ou seja:
M = {c∈C||Qn

c(0)| 6→ ∞}. A rotina para encontrar os valores dec que satisfazem o conjunto
Mandelbrot é ilustrado no Algoritmo (3).

Figura 2.3: Conjunto Mandelbrot paraQc(z) = z2+c
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Algorithm 3 : Algoritmo para encontrar uma aproximação do Conjunto Mandelbrot

Escolha um número máximo de iteraçõesN.1

Para cada pontoc no grid, compute os primeirosN pontos no orbital 0 deQc. Se2

|Qi
c(0)|> max{|c|,2}, para algumi ≤ N, então páre a iteração e pintec de branco.

Se|Qi
c(0)| ≤ max{|c|,2}, para todoi ≤ N, então pintec de preto.3

Os pontos pretos, então, serão uma aproximação do conjunto Mandelbrot.4

É possível fazer uma associação do Conjunto Mandelbrot com Bifurcações. Na função
Qc(z) = z2+ c, por exemplo, para acharmos os valores de c em queQc tem um ponto fixo
atrator ou neutro fazemos:

Qc(z) = z2+c= z

Q′
c(z) = |2z| ≤ 1

(2.5)

A primeira equação é verdade para os valores de z que são fixos ea segunda para os atra-
tores, como foi dito nas seções anteriores. A segunda equação também diz quezc se encontra
em cima ou dentro do disco limitado de raio 1/2. No círculo|Q′

c(zc)|= 1, entãozc é um ponto
fixo neutro. Se escrevemos este círculo comoz= 1

2eiθ , então podemos encontrar a equação dos
valores de c em queQc tem um ponto fixo, isolando-o da equação anterior:

c= ζ (θ) =
1
2

eiθ − 1
4

e2iθ (2.6)

Esta função forma uma curva representada na Figura (2.4) exatamente o cardióide preto
mais largo da Figura (2.3). O interior dele é formado pelos valores de c em queQc tem um
ponto fixo atrator. Os limites dessa função no eixo real são osdois pontosc= 1

4 (o ponto de
birfucação) ec=−3

4 (ponto de bifurcação), ou então, considerandoz= 1
2eiθ , esses pontos são

θ = 0 eπ , respectivamente.

Figura 2.4: Curvaζ (θ) = 1
2eiθ − 1

4e2iθ formada pelos valores dec que fazem a funçãoQc ter
um ponto fixo neutro

A região de atração de 2 ciclos pode ser encontrada fazendoQ2
c(z) = z e também achando

suas raízes. Através deste cálculo, pode-se encontrar o círculo à esquerda do cardióide da
Figura (2.3), com limites no eixo realc=−1

4 ec=−3
4.
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Figura 2.5: Comparação do Conjunto Mandelbrot e do Diagramade Orbital da funçãoQc(z) =
z2+ c. Mostra-se que o diagrama coincidem com a representação do Mandelbrot de acordo
com a quantidade de pontos fixos e suas bifurcações. Os pontosem que os "lóbulos"(círculos
e cardióides) se encontram com o eixo real são os pontos fixos eonde os sistemas se bifurcam.





CAPÍTULO 3

Computação Quântica

3.1 Bit Quântico

Um bit quântico é um vetor unitário bidimensional. O vetor|0〉= [1,0]T e |1〉= [0,1]T formam
sua base computacional. Qualquer qubit|ψ〉 pode ser escrito como a equação (3.1), ondeα eβ
são números complexos e|α|2+ |β |2 = 1. Produto tensorial são usados para compor sistemas
|i j 〉= |i〉⊗ | j〉.

|ψ〉= α|0〉+β |1〉 (3.1)

3.2 Operador Quântico

Operador quânticoU sobren qubits é uma matriz unitária complexa 2n× 2n. Por exemplo,
alguns operadores sobre 1 qubit são IdentidadeI , NOT X e HadamardH, descritos na Equação
(3.2) e Equação (3.3). A representação combinacional desses operadores unitários formam o
chamado circuito quântico.

I =
[

1 0
0 1

]

I |0〉= |0〉
I |1〉= |1〉 X =

[

0 1
1 0

]

X|0〉= |1〉
X|1〉= |0〉 (3.2)

H = 1√
2

[

1 1
1 −1

]

H|0〉= 1/
√

2(|0〉+ |1〉)
H|1〉= 1/

√
2(|0〉− |1〉) (3.3)

O operador identidade I gera a saída exatamente como a entrada; Operador X funciona como o
NOT clássico na base computacional; Hadamard H gera superposição de estados. O operador
CNOT tem 2 entradas e 2 saídas e inverte o segundo qubit se o primeiro é 1, como mostrado na
Figura 3.1.

Figura 3.1: Operador CNOT

a • a

b a⊕b

Os operadores da computação quântica podem ser enxergados como transformadores li-
neares, ou seja, matrizes que operam sobre uma base vetorial. Essas matrizes necessitam ser
unitárias e inversíveis e tem o formato genérico:

11



12 CAPÍTULO 3 COMPUTAÇÃO QUÂNTICA

U(α,β ,γ,δ ) = eiα

[

e−iβ/2 0
0 eiβ/2

]

∗
[

cos(γ/2) −sin(γ/2)
sin(γ/2) cos(γ/2)

]

∗
[

e−iδ/2 0
0 eiδ/2

]

(3.4)

ondeα, β , γ, δ são números reais. A segunda matriz é uma rotação ordinária,a primeira
e última matrizes podem ser visualizadas como rotações em planos diferentes. Através dessa
decomposição, pode-se construir de forma exata qualquer porta quântica de um qubit [8].

3.3 Paralelismo

Paralelismo é uma importante característica da computaçãoquântica. Se alguém tem um ope-
radorU f sobren+1 qubits de forma queU f |xi ,0〉= |xi , f (xi)〉 para cadaxi na base computaci-
onal, então se pode calcular todos os valores simultaneamente aplicandoU f no estado descrito
em (3.5), que resultará no estado descrito na Equação (3.6).

|ψ〉=
n−1

∑
i=0

αi|xi ,0〉 (3.5)

U f |ψ〉 =
n−1

∑
i=0

αi |xi , f (xi)〉 (3.6)



CAPÍTULO 4

Neurônios Artificiais

4.1 Neurônio Clássico

Um Perceptron Clássico é uma função matemática para representar uma operação inspirada
por neurônios biológicos. O resultado de um Perceptron simples é 1, ou HIGH, se o produto
interno entre o vetor de entrada e o vetor de peso é maior ou igual que um valor de limiar, e 0,
ou LOW, caso contrário.

O Perceptron simples tem a função degrau como função de ativação. Outros modelos,
como Adaline, incorporaram funções lineares e incrementaram seu poder computacional, como
descrito em (4.1). Ele é usado em problemas de classificação ecomo aproximadores de função.

y= f (∑
i=0

xi ∗wi) (4.1)

Uma Rede Neural é um conjunto de perceptrons. As saídas de cada perceptron são entradas
para outros Perceptrons. Uma rede neural pode ter mais de umacamada de perceptrons, incre-
mentando seu poder computacional e resolvendo problemas não lineares. Atualmente, as redes
neurais podem ser usadas como previsão para séries temporais, problemas de classificação,
reconhecimento de padrões e muitos outros problemas reais.

4.2 Redes Neurais Clássicas Sem Peso

As Redes Neurais Sem Peso (RNSP), que foram propostas inicialmente por Igor Aleksan-
der [19], são modelos de computação neural que possuem entrada e saída binárias e não há
pesos entre seus nós. Funcionam como look-up tables, tabelas de busca, e seu aprendizado,
que pode ser supervisionado ou não-supervisionado, é a mudança do conteúdo endereçado por
uma entrada. Há um rápido processamento do aprendizado principalmente devido a capaci-
dade de não modificar o conteúdo anteriormente aprendido - nos modelos com peso, o treina-
mento de uma dada entrada-saída pode modificar o valor aprendido e armazenado nos pesos da
entrada-saída anteriormente apresentada. Por ser flexível, de fácil implementação paralela e a
possibilidade de implementação comercialmente acessívelcom as memórias de acesso aleató-
rio, RAMs, as RNSP foram bastante investigadas e resolvem muitos problemas por causa de
sua generalização e identificação de padrões [18].

As RNSP podem ser identificadas erroneamente como Redes Neurais Booleanas (RNB).
Uma RNB é um modelo de rede neural em que entradas e saídas são booleanas mas ainda
existem pesos entre seus nós que são adaptados de acordo com seu treinamento. Tais pesos

13
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podem ser sempre booleanos, transformando-se em uma RNSP, porém, os pesos podem não ser
booleanos, como a rede de Hopfield [20]. Então, uma RNSP é uma RNB com pesos booleanos
e uma RNB não é uma RNSP.

Nesta seção, iremos apresentar os principais modelos propostos na literatura de Redes Neu-
rais Sem Peso. Uma análise detalhada de outros modelos pode ser encontrada em [18].

4.2.1 Nó RAM

Um nó RAM não foi concebido inicialmente sob inspiração biológica, pois seu funcionamento
não envolve uma explicação sob ponto de vista de bio-comportamento de sinapses e propagação
de sinal neural e elétrico. Sua inspiração veio da concepçãodo uso facilitado de memórias
RAMs pela engenharia para resolver problemas de reconhecimento de padrões.

O funcionamento de um nó RAM envolve então um acesso às posições de memória de uma
RAM, onde o endereçamento é feito pela entrada.N bits de entrada são capazes de endereçar,
então, 2N posições de memória. Dado um sinalx = x1x2x3...xN, a saída do nó RAM é o bit
y = C[x], 0 ou 1, armazenado na posição de memóriax. Tal comportamento pode então ser
visto como o mapeamento de uma função lógica, onde o nó RAM computa qualquer função
booleana de suas entradas.

s 11. . .1 C[2n−1]
d 11. . .0 C[2n−2]

x1−−−−−−−→
...

... y−−−−−−−→
... 00. . .1 C[1]

xn−−−−−−−→ 00. . .0 C[0]

Figura 4.1: A figura mostra uma representação do nó RAM. Ao apresentar uma entradax, o nó
RAM devolve como saída o bity armazenado no endereçoC[x].

O aprendizado do nó RAM é entendido como o processo que atualiza o bit na posição de
memória de cada entrada de treinamento. O nó RAM então pode computar todas as funções
binárias de suas entradas enquanto o nó com peso pode computar apenas funções linearmente
separáveis. Nesse modelo de nó RAM, não é possível haver generalização, ou seja, não há
capacidade de extrapolar o que foi apreendido na etapa de aprendizado para padrões que não
foram apresentados durante essa fase. O nó RAM básico produzas saídas corretas apenas para
os padrões vistos na etapa de treinamento. Porém, há outros modelos de redes sem peso que
são capaz de generalizar e são compostos por nós RAMs que consideram distânciahamming
de padrões ou máscaras [21].

4.2.2 Nó Lógico Probabilístico (Probabilistic Logic Node)PLN

Um dos problemas identificados no uso do nó RAM é que o Nó, ao darcomo saída a resposta 0,
não se era possível identificar se aquele padrão identificadopela RAM era realmente zero ou se
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aquela posição de memória não havia sido modificada durante afase de treinamento, já que to-
das as posições de memória eram zeradas antes que o nó pudesseaprender. Em outras palavras,
encontrar um valor de saída zero significava ou que o vetor de entrada é um contraexemplo da
classe correspondente ou que nenhuma informação foi apresentada sobre aquele padrão durante
o treinamento. Foi a partir dessa limitação que veio a inspiração para a construção do nó PLN,
proposto por Kan e Aleksander [22].

Para solucionar esse problema, foi proposto que os possíveis valores armazenados na me-
mória seriam 0, 1 eu. Ao acessar uma posição de memória que armazenasse o valoru, um
gerador probabilístico faria o nó PLN dar como saída um número aleatório numa distribuição
uniformeU ∼ (0,1), conforme a Equação (4.2). O valoru (undefined) torna possível identificar
os estados que não foram atualizados na etapa de treinamento.

y=







0, if C[x] = 0
1, if C[x] = 1
U(0,1), if C[x] = u

(4.2)

Antes do desenvolvimento deste modelo, só existiam modelosneurais sem peso de uma
única camada, formada por vários nós, com uma unidade de Discriminador, que fazia a ponde-
ração (soma) das saídas de cada nó. Para resolver um determinado problema de classificação,
então, cada classe era treinada em um discriminador e em uma camada de nós com seus exem-
plos. Ou seja, quando se desejasse encontrar a classe de um padrão que se deseja saber em qual
classe ele pertence, um exemplo não rotulado, apresentariatal padrão para cada um dos discri-
minadores e o classificaria para aquela classe cujo valor do discriminador fosse maior. Com o
surgimento do PLN, Aleksander [23] propôs uma arquitetura multicamadas, chamada de pirâ-
mides. As pirâmides são uma estrutura tripla em que cada camada geralmente tem um número
fixo de neurônios com fan-out 1 e baixo fan-in. Pirâmides tem menos funcionalidade que um
único neurônio armazenando o mesmo número de bits de entrada. Porém, se comparada com o
único nó, a pirâmide reduz o tamanho de memória necessária e aumenta a generalização [24].

4.2.3 MPLN - PLN multivalorado (Multi-valued PLN)

O PLN foi sofisticado em [25] e [26], onde apareceu a definição do MPLN ou m-state PLN.
O diferencial do MLPN é que armazena em uma posição de memóriaum range de probabi-
lidade maior mas ainda assim discreto, e a saída do MLPN pode ser, além de uma função de
distribuição de probabilidade, uma função linear ou sigmoidal [26].

Ou seja, um nó MLPN, por exemplo, pode aprender a dar como saída 1 com probabilidade
15% quando uma determinada posição de memória for acessada.

4.2.4 pRAM - Probabilistic RAM

Em [27], Taylor propôs um modelo de neurônios ruidosos que apresentam comportamento
característico e incorpora muitas propriedades conhecidas de neurônios reais. A evolução de
tais modelos foi mostrada ser equivalente às redes neurais de ruído pRAM [28]. O pRAM
é uma extensão do modelo do PLN, assim como o MLPN, porém armazena probabilidades
contínuas, entre [0,1], nas posições de memória. A entradax endereça o valor da frequência
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y=C[x] poder dar como saída o valor 1. Vale-se salientar que esta frequência/probabilidade é
contínua no pRAM.

Dada uma entrada comN bits no pRAM, como já foi visto anteriormente nos outros mode-
los, tem-se 2N posições de memórias endereçáveis, porém, no pRAM armazenaa probabilidade
contínua que o bit de saída seja 1. Ou seja, a média dos valoresde saída para uma dada entrada
I é conhecida, que éy=C[I ].

Figura 4.2: Nó pRAM. A posição de memória C[x], para uma dada entrada x, armazenará um
valor contínuo que será a probabilidade da saída ser 1.

O pRAM foi extendido para converter entradas contínuas em saídas binárias. Tal exten-
são é conhecida como integrating pRAM (i-p-RAM) [29]. Em resumo, esse mapeamento
de entrada contínua em saída binária é feita considerando a entrada contínua como um array
x = x1,x2, ...,xN, ondex ∈ [0,1]N. Neste caso, cada valorxi (i=1,...,N) pode ser representado
por uma sequência de pulsosI j tais quex j define a probabilidade que 1 ocorra naj-ésima po-
sição de I,P(I j = 1) = x j . Ou seja, ao contrário do pRAM ou qualquer outro nó sem peso, no
i-p-RAM não acessa a apenas um valor de entrada na tabela de memória, para que se faça a
associação da probabilidade de saída. Mas, a cadat = 1...T passos de tempo, uma rajada de
posições será acessada e contribuirá estocasticamente como valor de saída r=1 ou r=0. Mais
detalhes podem ser encontrados em [18].

4.3 Neurônio Quântico Sem Peso

Existem diversos modelos de neurônios quânticos existentes na literatura que abordam estra-
tégias instrinsicamente quânticas ou apenas de inspiraçãoquântica. O não-paralelismo nos
modelos ou a utilização de operadores não-unitários e não-lineares fazem com que, ao serem
projetados, devam ser analisados cuidadosamente quanto a sua viabilidade física de implemen-
tação. Nós propomos uma análise desses modelos e pode ser encontrada em [9].

Nesta seção, apresentamos modelos de neurônios quânticos que foram inspirados nas redes
sem peso, apresentadas na seção anterior.
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4.3.1 qRAM

De Oliveira et al. em [30] e [31] definiram uma quantização do neurônio RAM descrito em [4]
através de uma técnica chamadaMathematical Quantization[41]. Ela significa que ”A idéia
fundamental da quantização matemática é que conjuntos sejam substituídos por espaços de
Hilbert”. Os elementos de conjuntos são colocados um a um em relação com as bases do
Espaço de Hilbert.

O nó RAM armazena em uma posição um único bit. A descrição inicial do nó qRAM
mostra que a matriz A representa o comportamento de um RAM clássico com, sem perda de
generalidade, uma entrada e uma saída:

Weaver:01

A=

(

I 0
0 X

) where
A|00〉= |0〉I |0〉
A|10〉= |1〉X|0〉

(4.3)

Esta matriz comporta-se como uma célula capaz de retornar 0 ou 1 dependendo do valor
do primeiro bit. Uma RAM den-bits possui uma coleção de 2n desses A’s, consequentemente
2n seletores e um qubit de saída|o〉 = |0〉. Uma representação em forma de circuito é feita na
Figura (4.3). As matrizes A’s estão implícitas na notação docircuito, que escolhe o operadorU0
se a entrada|ab〉 for |00〉 ou escolheU1, se a entrada for|ab〉= |01〉, e assim consequentemente.
Essa notação é descrita pelo autor como uma q-ROM, já que ela aparece fixa no circuito e não
pode ser alterada.

|a〉 • • a

|b〉 • • b

|0〉 U0 U1 U2 U3 o

Figura 4.3: Nó q-RAM em descrição de circuito quântico, ondeUi, i = 0,1, ...,2n−1, pode ser
os operadoresI ouX

Treinar uma ROM representada pela figura (4.3), é escolher qual a matrizUi em cada uma
dasi posições. Essa RAM é extendida para uma nova versão que inclui seletores, mostrada
na Figura (4.4). Dessa forma, o treinamento acontece modificando os valores dos seletores.
Da Silva et al. propõem um aprendizado clássico e quântico em[6] para o qRAM.

Uma rede neural com nós q-RAM é representado na Figura (4.5).

O neurônio qRAM pode ser visto do ponto de vista completamente matricial através de um
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|ψ〉 • •
|ϕ〉 • •
|s1〉

A1 A2 A3 A4

|s2〉

|s3〉

|s4〉

|0〉

Figura 4.4: qRAM node

N1
i1
i2

s1

✲

✲

✲

N2
i3
i4

s2

✲

✲

✲

✲

✲ N3
s3✲

✲

Figura 4.5: Rede qRAM de 2 camadas

operador unitário:

qRAM=

























I 0 0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 0 0 0 0
0 0 X 0 0 0 0 0
0 0 0 X 0 0 0 0
0 0 0 0 I 0 0 0
0 0 0 0 0 X 0 0
0 0 0 0 0 0 I 0
0 0 0 0 0 0 0 X

























(4.4)

O funcionamento do nó qRAM é entendido como a escolha de um seletor por parte do qubit
de entrada. Tal seletor será o qubit de controle da operação CNOT em que o qubit de saída é o
qubit alvo. Por exemplo, dada a entrada|i〉=|0〉, o neurônio irá escolher o primeiro seletor,|s0〉,
para ser aplicado à porta CNOT junto com o qubit de saída; dadaa entrada|i〉=|1〉, o neurônio
irá escolher o segundo seletor,|s1〉, para ser aplicado com o qubit de saída à porta CNOT, e
assim por diante. Em uma entrada em superposição, o neurôniopode escolher seletores em
superposição e, provavelmente, gerar saídas em superposição. O neurônioN é representado
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pelo operador na equação (4.5).

N =
2n−1

∑
i=0

|i〉n〈i|nAsio (4.5)

Exemplo 1 do qRAM

Dada uma qRAM com o qubit de entrada|ψ〉= |0〉, seletores|s0〉= |1〉 e |s1〉= 1
2|0〉+ 1

2|1〉, e
registrador de saída, por definição,|o〉= |0〉.

|ψ〉 •
|s0〉

A1 A2|s1〉

|o〉

Figura 4.6: Nó qRAM do Exemplo 1

Por seu funcionamento, como a entrada está na base computacional, ela irá escolher apenas
um seletor. Como o seu valor é|0〉, então irá escolher o seletors0 para aplicar o operador
CNOT. Como o valor no seletor escolhido é|1〉, ele irá aplicar o operador X no qubit|0〉:

CNOT|1〉|0〉= |1〉|1〉 (4.6)

Como operador, a operação do qRAM pode ser visto como:

qRAM|0〉|1〉( 1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉)|0〉

= |0〉|1〉( 1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉)|1〉

=
1√
2
(|0〉|1〉|0〉|1〉+ |0〉|1〉|1〉|1〉)

Exemplo 2 do qRAM

Dada uma qRAM com o qubit de entrada|ψ〉 = 1
2|0〉− 1

2|1〉, seletores|s0〉 = −1
2|0〉− 1

2|1〉 e
|s1〉 = |0〉, e registrador de saída, por definição,|o〉 = |0〉. Algebricamente, como operador, a
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operação do qRAM sobre esses qubits pode ser vista como:

qRAM(|ψ〉|s0〉|s1〉|0〉) =

= qRAM((
1√
2
|0〉− 1√

2
|1〉)⊗ (− 1√

2
|0〉− 1√

2
|1〉)⊗|0〉⊗ |0〉)

= qRAM(
1√
2
|0〉− 1√

2
|1〉)⊗ ((− 1√

2
|0〉⊗ |0〉⊗ |0〉)+(− 1√

2
|1〉)⊗|0〉⊗ |0〉))

= qRAM(−1
2
|0〉|0〉|0〉|0〉− 1

2
|0〉|1〉|0〉|0〉+ 1

2
|1〉|0〉|0〉|0〉+ 1

2
|1〉|1〉|0〉|0〉)

=−1
2
|0〉|0〉|0〉|0〉− 1

2
|0〉|1〉|0〉|1〉+ 1

2
|1〉|0〉|0〉|0〉+ 1

2
|1〉|1〉|0〉|0〉

4.3.2 qPLN

De Oliveira et al. apontam que se a matrizUi, na figura (4.3) puder ser também um operador
Hadamard,H, essa ROM pode então simular uma PLN, já que a saída antes da medição pode
ser|0〉, |1〉, ou um estado em superposição com amplitudes equiprováveisem ambos os estados
|0〉 e |1〉.

A propriedade randômica do PLN é garantida pela implementação da portaH|0〉= |u〉, por
princípios quânticos [8].

O comportamento do modelo q-PLN em circuito pode ser descrito pela matrizA abaixo:

A=









I 0 0 0
0 X 0 0
0 0 H 0
0 0 0 U









onde
A|000〉= |00〉I |0〉
A|010〉= |01〉X|0〉
A|100〉= |10〉H|0〉
A|110〉= |11〉U |0〉

(4.7)

Em forma de circuito quântico significa que paraN entradas, o q-PLN terá 2∗2n seletores e
um qubit de saída|o〉= |0〉, conforme demonstra a Equação (4.7). Se os seletores estiverem na
base computacional, seu comportamento é de aplicar no qubitde saída o operador Identidade
(se forem|s〉 = |00〉), aplicarem o operador X (se forem|s〉 = |01〉), aplicarem o operador
Hadamard (se forem|s〉 = |10〉), ou, por fim, aplicarem o operador unitário U (se forem|s〉 =
|11〉). O poder computacional quântico parece se sobrepor ao clássico quando tais seletores
estão em superposição de estados, ativando mais de uma operação e fazendo processamento
paralelo. Um algoritmo de treinamento para o q-PLN é proposto em [30].

O neurônio trabalha com um conjunto de 2∗2n seletores,|s〉, onden é um número de qubits
de entradas|i〉, um qubit|o〉 de saída e 2n matrizesA.

Exemplo 1 do qPLN

Dado um nó qPLN com o qubit de entrada|ψ〉= |0〉, seletores
∣

∣s0
1

〉

= |1〉 e
∣

∣s0
2

〉

= |0〉,
∣

∣s1
1

〉

= |0〉
e
∣

∣s1
2

〉

= |1〉 e registrador de saída, por definição,|o〉= |0〉.
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|ψ〉 • •
|ϕ〉 • •
∣

∣s0
1

〉

A1 A2 A3 A4

∣

∣s0
2

〉

∣

∣s1
1

〉

∣

∣s1
2

〉

∣

∣s2
1

〉

∣

∣s2
2

〉

∣

∣s3
1

〉

∣

∣s3
2

〉

|0〉 o

Figura 4.7: Nó qPLN

|ψ〉 •
∣

∣s0
1

〉

A1 A2

∣

∣s0
2

〉

∣

∣s1
1

〉

∣

∣s1
2

〉

|0〉 o

Figura 4.8: Nó qPLN do Exemplo 1

Como a entrada está na base computacional, o nó irá escolher oprimeiro par de seletores,
já que a entrada é|0〉. Pela operação descrita na Equação (4.7), como o valor dos seletores
escolhidos é|10〉, a operação a ser aplicada na saída éH, Hadamard:

A|1〉|0〉|0〉= |1〉|0〉 1√
2
(|0〉+ |1〉) (4.8)
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A operação do qPLN pode ser vista algebricamente como:

qPLN(|0〉|1〉|0〉|0〉|1〉|0〉)

= |0〉|1〉|0〉|0〉|1〉 1√
2
(|0〉+ |1〉)

=
1√
2
(|0〉|1〉|0〉|0〉|1〉|0〉)+ 1√

2
(|0〉|1〉|0〉|0〉|1〉|1〉)

Exemplo 2 do qPLN

Dada um nó qPLN com o qubit de entrada|ψ〉= 1
2|0〉− 1

2|1〉, seletores
∣

∣s0
1

〉

= |0〉 e
∣

∣s0
2

〉

= |1〉,
∣

∣s1
1

〉

= |1〉 e
∣

∣s1
2

〉

= |1〉 e registrador de saída, por definição,|o〉 = |0〉. Algebricamente, como
operador, a operação do qPLN sobre esses qubits pode ser vista como:

qPLN(|ψ〉
∣

∣s0
1

〉∣

∣s0
2

〉∣

∣s1
1

〉∣

∣s1
2

〉

|0〉) =

= qPLN(
1√
2
|0〉− 1√

2
|1〉)|01〉|11〉|0〉

= qPLN(
1√
2
(|0〉|01〉|11〉|0〉− |1〉|01〉|11〉|0〉))

=
1√
2
(|0〉|01〉|11〉H|0〉− |1〉|01〉|11〉U |0〉)

=
1√
2
(|0〉|01〉|11〉 1√

2
(|0〉+ |1〉)−|1〉|01〉|11〉U |0〉)

=
1
2
(|0〉|01〉|11〉|0〉+ |0〉|01〉|11〉|1〉)+ 1√

2
|1〉|01〉|11〉U |0〉

4.3.3 Quantum Multi-valued PLN: qMPLN

A diferença do MPLN e PLN clássicos é que o primeiro tem a capacidade de armazenar não
somente 0, 1 eu, mas pode armazenar um valor de uma probabilidade de o bit de saída ser 1.

O modelo quantizado q-MPLN é apresentado em [30] e é uma extensão do modelo do q-
PLN. Ao invés da matrizA ser formada pelos operadoresI , X, H, ela é formada por matrizes
Up definidas como:

Up =

(√
1− p −√

p√
p

√
1− p

)

(4.9)

ondep é o valor de probabilidade armazenado naquela posição de memória. Com esta notação,
U0|0〉 = |0〉, U1|0〉 = |1〉 e U1

2
|0〉 = |u〉 que são os correspondentes ao modelo do q-PLN. O

modelo geral q-MLPN temp variando no domínio complexo entre [0,1]. Por exemplo, se a
probabilidade de se obter o valor 1 como saída forp= 0.25, então:

U0.25 =

(√
0.75 −

√
0.25√

0.25
√

0.75

)

(4.10)



4.3 NEURÔNIO QUÂNTICO SEM PESO 23

que retornará|1〉 com 0.25 de probabilidade, como esperado.
A figura representativa do q-MPLN é a mesma do qPLN (Figura (4.7)), considerando ape-

nas a matriz universalA do q-MPLN na forma abaixo:

A=









Up1 0 0 0
0 Up2 0 0
0 0 Up3 0
0 0 0 Up4









(4.11)

4.3.4 |ψ〉 - RAM

Em [32], da Silva et al. preocuparam-se em generalizar o qPLNpara que ele pudesse implemen-
tar o conjunto universal de operadores quânticos e, assim, se tornasse um Operador Quântico
Universal. Foi provado em [32] que o nó qPLN com entradas fixas, ou seja, com o terceiro re-
gistrador sendo sempre|0〉 não podiam implementar o operador Hadamard e que o teorema de
clonagem de qubits era violado. Tal teorema fala da inviabilidade teórica de circuitos quânticos
clonarem estados quânticos arbitrários. Essa prova se dá considerando que é possível clonar
um estado de entrada se o qubit|o〉 for sempre considerado|0〉. Logo, a diferença fundamental
para o qPLN é que o|ψ〉-RAM permite colocar qualquer valor no terceiro registrador de seu
nó.

Então, o nó|ψ〉-RAM foi definido pela Equação (4.12), como possuindo uma entrada|i〉
den qubits, seletores|s〉 com 2∗2n qubits e a saída|o〉 com 1 qubit. O estado|i〉 descreve a
entrada do nó|ψ〉-RAM e o estado|s〉|o〉 descreve o estado quântico do nó. A saída pode ser
inicializada com qualquer valor ou usada como um registrador de entrada.

N =
2n−1

∑
i=0

|i〉n〈i|nAsi ,o (4.12)

Dessa forma, pode-se implementar os operadores Hadamard e Toffoli (portas quânticas
universais) com o nó|ψ〉-RAM, dessa forma, podendo ser um aproximador de qualquer circuito
quântico existente.

As figuras (4.9) e (4.10) mostram a simulação dos operadores Hadamard e Toffoli respecti-
vamente. Como dito, é necessário que o terceiro registradornão possua valor fixo.

|1〉 • •
|1〉 • •
|ψ〉 U U U H H|ψ〉

Figura 4.9: Nó|ψ〉-ROM simulando o operador Hadamard
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|a〉 • • a

|b〉 • • b

|c〉 I I I X c⊕ab

Figura 4.10: Nó|ψ〉-ROM simulando a porta Toffoli

4.3.5 Nó PQM

Os modelos anteriormente citados são quantizações dos modelos de redes neurais quânticas
sem peso e são interpretados como matrizes, cujo tamanho cresce exponencialmente de acordo
com a quantidade de entradas. Da Silva et al. propuseram o modelo PQM [16] em que se
usa um estado ou um registrador quântico cujo tamanho crescelinearmente com a entrada,
inspirado no modelo das Memórias Quânticas Probabilísticas (MQP) propostas por Trugenber-
ger [33].

Um outro ponto a favor destacado das MQPs é que um único nó MQP écapaz de fazer
generalização, enquanto um único nó qRAM não é capaz, trabalhando em modo probabilístico.

Da Silva et al. também propõem uma mudança no algoritmo [34] de Trugenberger que faz
com que seu algoritmo não seja limitado a reconhecimento de padrões linearmente indepen-
dentes. Para explicar o nó MQP, iremos tratar antes das memórias MQP.

4.3.5.1 Memórias Quânticas Probabilísticas MQPs

Uma memória MQP é um estado quântico|m〉 que representa osj padrõesp j em superposição
para serem armazenados. O algoritmo que cria esta superposição é detalhado em [33]. Com
este algoritmo, 2n padrões podem ser armazenados emn qubits. Eles são armazenados e salvos
em |m〉:

|m〉= 1√
p

p

∑
j=1

∣

∣p j〉 (4.13)

O algoritmo que recupera a informação requer 3 registradores: o primeiroi irá receber o
padrão de entrada, o segundo registradorm onde os padrões foram salvos e irá conter a memória
|m〉 e o terceiroc é um qubit|c〉 auxiliar inicializado comH|0〉.

|ψ0〉=
1√
2p

p

∑
k=1

∣

∣

∣
i1, ..., in; pk

1; ...; pk
n;0

〉

+
1√
2p

p

∑
k=1

∣

∣

∣
i1, ..., in; pk

1; ...; pk
n;1

〉

(4.14)

Depois da parte determinística de recuperação, o estado quântico é indicado pela equação
(4.15).
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|ψ〉= 1√
2p

p

∑
k=1

cos
π
2n

dH(i, p
k)
∣

∣

∣
i1, ..., in; pk

1; ...; pk
n;0

〉

+
1√
2p

p

∑
k=1

sin
π
2n

dH(i, p
k)
∣

∣

∣
i1, ..., in; pk

1; ...; pk
n;1

〉

(4.15)

ondedH(i, pk) é a distância Hamming entrei e pk. A medição do registradorc diz se o
padrão é reconhecido (se|c〉 = |0〉) ou não reconhecido (se|c〉 = |1〉). Este processo pode
ser repetidoT vezes, já que a medição é probabilística, fazendo com que quanto maior for a
quantidade de vezes medida, mais próxima da certeza de se saber se aquela entrada pertence
àquela classe. Se o qubit|c〉 for |0〉, classifica-sei como reconhecido e mede-se o registrador
de memória a fim de identificá-lo.

Retornando ao nó MQP, verifica-se que ele também irá fazer o processo de armazenamento
no registrador|m〉 dos padrões em superposição descrito anteriormente porém não fará a medi-
ção desse qubit, pois medir é colapsar e perder informações de seus estados, obrigando refazer
o processo de armazenamento de padrões em superposição.

Um nó MQP den qubits de entrada tem três registradores: o primeiro é o registradori com
n qubits que é a entrada do nó; o segundo é o registradorm que armazena a memória do nó,
através do algoritmo detalhado por Trugenberger, e o terceiro registrador é oc com um único
qubit. A medição desse último registrador, como foi explicado anteriormente, dirá se o padrão
apresentado na entrada pertence ou não àquele padrão. O nó MQP então possui 2n+1 qubits.

O aprendizado do nó MQP é então a criação da superposição|m〉 de todos os padrões a
serem armazenados como treinamento citado anteriormente,mas detalhado em [33]. O custo
de treinamento é linear em relação à quantidade de padrões noconjunto de treinamento,Θ(n2).

Figura 4.11: Nó MQP

Para avaliar um novo padrão ao nó, a entrada é aplicada ao nó MQP que pode ser visto
como um operador quântico descrito em forma de circuito pelaFigura (4.11). A medição do
registradorc irá determinar se o nó pertence ou não ao padrão sobre as seguintes probabilidades:

{

P(|c〉= |0〉) = ∑p
k=1

1
p cos2( π

2ndH(i, pk))

P(|c〉= |1〉) = ∑p
k=1

1
p sin2( π

2ndH(i, pk))
(4.16)

Uma desvantagem do nó qRAM é que um único nó não é capaz de fazergeneralização.
Com o nó MQP, como a distância entre a entrada e os padrões armazenados em|m〉 levam em
conta a distância Hamming, então, ele é capaz de generalizarpois é possível que essa distância
seja muito grande, grande, mediana, baixa, etc. Essa valoração de distância contínua é refletida
no qubit de saída, que dará a probabilidade daquele padrão pertencer ao conjunto armazenado.

Uma limitação do nó MQP é sua saída probabilística. Isso podeser minimizado executando
o nó um número grande de vezes e valorando a entrada com a saídamais frequente [35].
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Sem Peso

. Muitos algoritmos quânticos seguem um comportamento ciclicamente iterativo. O algoritmo
de busca de Grover repete seus passos emΘ(

√
n) vezes [5]. Tradicionalmente, essa repeti-

ção de passos é vista como a repetição física do conjunto de operadores e portas quânticas
Θ(

√
n) vezes. Mas ela pode ser entendida como um conjunto de operadores que, através de um

"loop"fechado, reaplica sua saída à entrada e os qubits são medidos depois deΘ(
√

n) ciclos
dessa iteração. Apesar de alguns algoritmos quânticos terem propriedades iterativas, eles são
desenhados com portas quânticas acíclicas, apesar da importância e motivação de utilizar-se
redes cíclicas.

O que se motiva estudar redes cíclicas na computação quântica é que o comportamento ite-
rativo é muito utilizado na computação tradicional. Os comandos "faça enquanto"e "repita"são
subrotinas frequentemente utilizadas nos programas e podeser complicado implementá-las por
métodos acíclicos. O desenho da soluções em hardware já podeser feito para ter circuitos de
realimentação, como os de sistemas de controle.

Outra razão para querer estudar redes cíclicas de portas quânticas é o fato de que alguns
sistemas físicos podem requerer um comportamento de rede cujas entradas e saídas sejam
dependentes. Isso acontece em sistemas de controle e pode ser exemplificado por um robot
quântico [36] [37] interagindo com um ambiente para navegação ou identificação, onde um
computador quântico controla suas operações. Entender do ponto de vista acíclico esta arquite-
tura robótica é muito difícil dado que o robô quântico englobaria muitas variáveis e um volume
de dados em que a decisão atual estaria associada com a decisão anterior. Um outra razão para
estudos cíclicos de redes é entender sua relação com o problema da Parada. Em redes acíclicas,
é possível determinar se um algoritmo parará, porém, este comportamento não é provado para
o comportamento cíclico de complexidade arbitrária. Este problema é equivalente ao problema
da parada das Máquinas de Turing [39].

Em [39] é possível entender a dinâmica de redes cíclicas quânticas, sob o ponto de vista dos
operadores, sua análise de fase, pela extração de seus auto-valores, auto-vetores e auto-estados.

No contexto de processamento de informação quântica, Lloyd[38] demonstrou que infor-
mação em rede cíclica se beneficia onde nenhuma medição é feita. Porém, a unitariedade das
transformações quânticas geralmente impede a sensibilidade exponencial às condições inici-
ais, embora haja exceções [17], assim como a medição de sistemas quânticos afeta sua di-
nâmica [15] e um comportamento não-linear pode emergir do sistema. Este comportamento
não-linear é de interesse de quem analisa sistemas dinâmicos na busca de comportamento caó-
tico.

27
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Neste capítulo, apresentamos modelos de dinâmicas caóticas que iteram sobre neurônios
quânticos. Como referência de dinâmica, analisamos a dinâmica proposta por Kiss et al. através
da utilização de um operador não-linear criador por Bechmann et al [14]. Essa transformação
embora seja não-linear (e não preserve o traço) é fisicamentepossível de ser realizada num
laboratório, conforme explica o autor, pois a única dificuldade de sua implementação seria por
deficiência inerentemente tecnológica.

Inicialmente, um modelo de dinâmica simples é proposto ondese verifica alto grau de sen-
sibilidade paramétrica, além de um comportamento sensívelàs valorações das casas decimais.
Além disso, através desse modelo simples, podemos verificarque os valores dos seletores po-
dem dar ao nó um comportamento convergente ou não em sua dinâmica. Os demais modelos
analisados foram inspirados em um modelo não-linear quadrático proposto por Kiss et al.

5.1 Modelo de dinâmica simples para o qRAM (mds-qRAM)

Analisar a dinâmica de um modelo é fazer com que sua saída sejarealimentada como entrada
e acompanhar a valoração e comportamento desta saída. O desafio, na computação quântica, é
de que "medir"a saída para realimentá-la na entrada é perderinformação. Se, antes de medir, as
amplitudes assumiam valor complexo e estavam em superposição quântica, depois de medir um
estadoα|0〉+β |1〉, iremos enxergar com probabilidades|α|2 e |β |2 os estados respectivamente
|0〉 e |1〉. Neste modelo, então, investigamos a dinâmica do qRAM extraindo o valor do qubit
de saída|o〉 através de uma "medição"das amplitudes. Esta dinâmica acontece com a seguinte
realimentação:

|ψ〉t+1 = qRAM(|ψ〉t) (5.1)

onde|ψ〉 = |i〉|s0〉|s1〉|o〉.

5.1.1 Medindo o qubit de saída

Apesar dos operadores do qRAM serem em suma operadores CNOT (Não-controlados), onde
o qubit de saída é sempre o qubit-alvo e as entradas escolhem os seletores que serão qubits-de-
controle, não se é possível determinar qual o estado quântico do qubit de saída isolado após a
operação. Apresentamos a prova deste teorema abaixo:

Teorema 5.1.1.Qubits em superposição que são controlados pela família de operadores do
tipo U-Controlado são emaranhados.

Prova: Se considerarmos os qubits|u〉 e |v〉:

|u〉=
(

a
b

)

(5.2)

|v〉=
(

c
d

)

(5.3)

O produto tensorial entre eles é:
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|u〉|v〉=









ac
ad
bc
bd









(5.4)

Se aplicarmos a este qubit a operação do U-Controlado ao segundo qubit, onde U é:

U(α) =

(

cos(α) −sen(α)
sen(α) cos(α)

)

(5.5)

Então:

AU |u〉|v〉=









ac
ad

bc∗cos(α)−bd∗sen(α)
bc∗sen(α)+bd∗cos(α)









(5.6)

O qubit |u〉 não deveria ter sido modificado pela operação e parece intuitivo achar que o
segundo qubit|v〉 seja recuperável na sua forma de estado quântico. Provaremos que não é
possível, a não ser que haja restrição no operador U.

Considerando que apenas o segundo qubit deveria ter sido modificado, o qubit|u〉 é o
mesmo inicial. O segundo tem valor desconhecido|v〉t+1 = x|0〉+y|1〉.

O produto tensorial entre eles dá:|uvt+1〉 = ax|00〉+ay|01〉+bx|10〉+by|11〉. Igualando
AU |u〉|v〉 com|uvt+1〉, para qubits de que não estejam na base computacional, temosque:

c= x

d = y

c∗cos(α)−d∗sen(α) = x

c∗sen(α)+d∗cos(α) = y.

(5.7)

Como podemos ver, os termos em função do primeiro qubit somemdas equações e há
condições somente sobre o segundo qubit. Uma delas é que os qubits sejam iguais antes e
depois da aplicação do operador U. Isso só acontece seα = 0, ou sejaU = Identidadee que
c= d= x= y, ou seja, os qubits|u〉= |v〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉) devem ser iguais e possuir amplitudes

iguais nos seus estados.
Isolando(cos(α)−1) na terceira e quarta equações anteriores, uma outra condição é im-

posta, a de quey2 =−x2.
Ou seja, para ser possível extrair o qubit operado é necessário que o U-controlado seja o

operador identidade e que os qubits sejam iguais e em amplitudes iguais. Logo, não é possível
extrair o qubit alvo quando um par de qubits são aplicados em um operador U-Controlado,
como é o caso do qRAM e dos outros modelos de neurônios quânticos.

Considerando esta prova, mostraremos qual a estratégia proposta para medição do qubit de
saída. Ao aplicarmos um estado quântico|ψ〉 num operador qRAM, teremos após disso um
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outro estado quântico. A idéia proposta então é extrair o qubit de saída pela medição desse
novo estado quântico. Por exemplo, se temos um estado de 2 qubits |φ〉 = a0|00〉+a1|01〉+
a2|10〉+a3|11〉, a teoria nos diz que o segundo qubit assumirá com probabilidade|a0|2+ |a2|2
o valor|0〉 e |a1|2+ |a3|2 o valor|1〉.

Neste caso, se temos um estado quântico de 4 qubits|ψsaida〉, então ele terá o seguinte
formato:

|ψ〉=









ψ0
ψ1
...

ψ15









|0000〉
|0001〉
...

|1111〉
(5.8)

Descobrir as probabilidades de encontrar|0〉 e |1〉 no último qubit é considerar, então, a
soma das probabilidades dos estados|xxx0〉 e |xxx1〉, respectivamente. Para isso, soma-se as
normas ao quadrado das posições pares desse vetor e atribui-se à amplitude do estado|0〉 a raiz
dessa soma. O mesmo se faz com as posições ímpares e atribui-se à amplitude do estado|1〉 a
raiz dessa soma.

α2 = ∑
ipar

|ψi |2 (5.9)

β 2 = ∑
impar

|ψi |2 (5.10)

|o〉saida= α|0〉+β |1〉 (5.11)

Se considerarmos que a entrada|i〉 esteja na forma:

|i〉=
(

i0
i1

)

(5.12)

Que os seletores|s0〉 e |s1〉 são:

|s0〉=
(

s0
0

s1
0

)

(5.13)

|s1〉=
(

s0
1

s1
1

)

(5.14)

E que o qubit de saída esteja no formato:

|o〉=
(

α
β

)

(5.15)

O estado de entrada será:
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|ψ〉=



























































i0∗s0
0∗s0

1∗α
i0∗s0

0∗s0
1∗β

i0∗s0
0∗s1

1∗α
i0∗s0

0∗s1
1∗β

i0∗s1
0∗s0

1∗α
i0∗s1

0∗s0
1∗β

i0∗s1
0∗s1

1∗α
i0∗s1

0∗s1
1∗β

i1∗s0
0∗s0

1∗α
i1∗s0

0∗s0
1∗β

i1∗s0
0∗s1

1∗α
i1∗s0

0∗s1
1∗β

i1∗s1
0∗s0

1∗α
i1∗s1

0∗s0
1∗β

i1∗s1
0∗s1

1∗α
i1∗s1

0∗s1
1∗β



























































(5.16)

Quando aplicamos a entrada|ψ〉 ao qRAM, temos a seguinte saída:

qRAM|ψ〉=



























































i0∗s0
0∗s0

1∗α
i0∗s0

0∗s0
1∗β

i0∗s0
0∗s1

1∗α
i0∗s0

0∗s1
1∗β

i0∗s1
0∗s0

1∗β
i0∗s1

0∗s0
1∗α

i0∗s1
0∗s1

1∗β
i0∗s1

0∗s1
1∗α

i1∗s0
0∗s0

1∗α
i1∗s0

0∗s0
1∗β

i1∗s0
0∗s1

1∗β
i1∗s0

0∗s1
1∗α

i1∗s1
0∗s0

1∗α
i1∗s1

0∗s0
1∗β

i1∗s1
0∗s1

1∗β
i1∗s1

0∗s1
1∗α



























































(5.17)

O que significa que as amplitudes do qubit de saída podem ser medidas e extraídas:

α2= |i0s1
0s0

1α|2+|i0s1
0s1

1α|2+|i1s0
0s1

1α|2+|i1s1
0s1

1α|2+|i0s0
0s0

1β |2+|i0s0
0s1

1β |2+|i1s0
0s0

1β |2+|i1s1
0s0

1β |2
(5.18)

β 2= |i0s0
0s0

1α|2+|i0s0
0s1

1α|2+|i1s0
0s0

1α|2+|i1s1
0s0

1α|2+|i0s1
0s0

1β |2+|i0s1
0s1

1β |2+|i1s0
0s1

1β |2+|i1s1
0s1

1β |2
(5.19)
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Após extrair o qubit|o〉, experimentamos (a) realimentá-lo nele mesmo e (b)nele mesmo e
na entrada.

5.1.2 Análise

Ao realimentar a saída|o〉 nela mesma, verificamos um comportamento convergente (Figuras
(5.1), (5.2), (5.4), (5.5), (5.6)) e não-convergente (Figura (5.3)) a depender dos valores dos
seletores.

Ao realimentar a saída|o〉 no qubit de saída e no qubit de entrada|i〉, verificamos tam-
bém um comportamento convergente, assintótico (Figuras (5.7), (5.9), (5.10), (5.11)) e não-
assintótico (Figura (5.8)) a depender dos valores dos seletores.

Tais resultados demonstraram uma sensibilidade considerável em valores iniciais e depen-
dência dos valores decimais para ditar o seu comportamento.É possível verificar que o compor-
tamento extrapola seu padrão anterior simplesmente porqueatingiu valores nas casas decimais
suficientes para modificar o seu comportamento. Isto é visto,por exemplo, na Figura (5.11),
que demonstra que apesar de o valor parecer ter convergido em0.5 nas 10a e 40a iterações, o
comportamento é alterado e muda seu valor de convergência para 0.0.

As figuras que demonstraram não-convergência parecem representar uma modulação em
amplitude AM.

Através da exploração das possibilidades das amplitudes doqubit de entrada e fixando os
seletores podemos ver o comportamento convergente ou não dadinâmica, na Figura (5.12).

Nas Figuras (5.13), (5.14), (5.15) e (5.16), pode-se verificar o comportamento da conver-
gência dado a fixação da entrada e a variação das amplitudes dos seletores. Vemos que valores
mínimos ou máximo em ambos os seletores fazem, em sua grande maioria, com que o compor-
tamento divergente aconteça. Considerou-se como convergente o critério doxn = xn−1 para n
consideravelmente grande. Os experimentos mostraram que um n suficiente seria 50.

Os experimentos foram executados na linguagem Python 2.7.3que também utiliza o GCC
4.6.3, em um computador 64 bits, processador IntelrCore™i3 CPU M 350 @ 2.27GHz x 4.
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Figura 5.1: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma|Ψ〉=|1〉, |s0〉=
|0〉, |s1〉= |0〉, |o〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉)
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Figura 5.2: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma|Ψ〉 = 1√
2
(|0〉+

|1〉), |s0〉= |0〉, |s1〉= 1√
2
(|0〉+ |1〉), |o〉=|0〉
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Figura 5.3: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma e na entrada
|Ψ〉= |1〉, |s0〉= |0〉, |s1〉= |1〉, |o〉= |0〉
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Figura 5.4: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma|Ψ〉 = 1√
2
(|0〉+

|1〉), |s0〉= |0〉, |s1〉= 1√
2
(|0〉+ |1〉), |o〉=|1〉



34 CAPÍTULO 5 MODELOS DE DINÂMICAS PARA NEURÔNIOS QUÂNTICOS SEM PESO

0 20 40 60 80 100
iteracao

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

am
pl
itu

de

 Dinamica qRAM 

Figura 5.5: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma|Ψ〉 = 1√
2
(|0〉+

|1〉), |s0〉= |1〉, |s1〉= 1√
2
(|0〉+ |1〉), |o〉=|0〉
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Figura 5.6: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma e na entrada
|Ψ〉= |1〉, |s0〉= |0〉, |s1〉= |0〉, |o〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉)
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Figura 5.7: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma e na entrada
|Ψ〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉), |s0〉= |0〉, |s1〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉), |o〉=|1〉
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Figura 5.8: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma e na entrada
|Ψ〉= |1〉, |s0〉= |1〉, |s1〉= |1〉, |o〉= |1〉
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Figura 5.9: Modelo simples de dinâmica - saída realimentadapara ela mesma e na entrada
|Ψ〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉), |s0〉= |1〉, |s1〉= |1〉, |o〉= |1〉
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Figura 5.10: Modelo simples de dinâmica - saída realimentada para ela mesma e na entrada
|Ψ〉= |1〉, |s0〉= |1〉, |s1〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉), |o〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉)
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Figura 5.11: Modelo simples de dinâmica - saída realimentada para ela mesma e na entrada
|Ψ〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉), |s0〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉), |s1〉= |1〉, |o〉= |0〉
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Figura 5.12: Modelo simples de dinâmica - análise do comportamento convergente quando
a saída é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixos representam as variações das
amplitudes do qubit de entrada para seletores fixos:|s0〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉), |s1〉= |1〉, |o〉 = |0〉.

Pontos em azul representam convergência e vermelho divergência
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Figura 5.13: Modelo simples de dinâmica - análise do comportamento convergente quando
a saída é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixos x ey representam a am-
plitude do qubit|0〉 dos seletoress0 e s1 respectivamente para um qubit de entrada fixo.
|i〉 = 0.4472135955|0〉+ 0.894427191|1〉 . Pontos em azul representam convergência e ver-
melho divergência
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Figura 5.14: Modelo simples de dinâmica - análise do comportamento convergente quando
a saída é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixos x ey representam a am-
plitude do qubit|0〉 dos seletoress0 e s1 respectivamente para um qubit de entrada fixo.
|i〉 = 0.632455532034|0〉+ 0.774596669241|1〉 . Pontos em azul representam convergência
e vermelho divergência
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Figura 5.15: Modelo simples de dinâmica - análise do comportamento convergente quando
a saída é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixos x ey representam a am-
plitude do qubit|0〉 dos seletoress0 e s1 respectivamente para um qubit de entrada fixo.
|i〉 = 0.774596669241|0〉+ 0.632455532034|1〉 . Pontos em azul representam convergência
e vermelho divergência
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Figura 5.16: Modelo simples de dinâmica - análise do comportamento convergente quando
a saída é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixos x ey representam a am-
plitude do qubit|0〉 dos seletoress0 e s1 respectivamente para um qubit de entrada fixo.
|i〉 = 0.894427191|0〉+ 0.4472135955|1〉 . Pontos em azul representam convergência e ver-
melho divergência
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5.2 Modelo de dinâmica quântica do Kiss et al.

Kiss et al [15] propõem uma análise de dinâmica de um qubit utilizando o operador de trans-
formação não-linear, proposto em [14]. Esse operador tem como utilidade já conhecida a pos-
sibilidade de diferenciar de forma otimizada entre estadosde spin-1/2 não-ortogonais. Ela é
mapeada pela Equação (5.20), ondeN é o fator de normalização 1/∑ρ2

i j .

ρ = Sρ , ρi j
S−→ Nρ2

i j (5.20)

Então, se temos um único qubit, a transformaçãoSproposta por Bechmann seria:

|ψ〉entrada= α|0〉+β |1〉 S−→ |ψ〉saida= N(α2|0〉+β 2|1〉) (5.21)

Kiss et al. [15] propõem incluir essa transformaçãoS para simular uma dinâmica de um
qubit. Através dessa dinâmica, torná-la altamente não trivial com a inclusão do operadorU
genérico de rotação do qubit no espaço de Hilbert, com variáveisx e φ , como demonstrado na
equação (5.22).

U(x,φ) =
(

cos(x) sin(x)eiφ

−sin(x)e−iφ cos(x)

)

(5.22)

Fazemos abaixo, de forma detalhada, o processo proposto porKiss et al, sem pular as
etapas algébricas que são omitidas em seu artigo inicial. Considerando um estado inicial puro
do qubit, com a seguinte notação:

ψ = N(z|0〉+ |1〉) (5.23)

onde N é o fator de normalização do qubit,N = 1√
1+|z|2

. Um operador quadráticoS [14] e

um operador de rotação genérico são aplicados. As aplicações desses operadores são descritas
abaixo:

|ψ〉 = N(z|0〉+ |1〉) S−→ |ψ2〉= N(z2|0〉+ |1〉)
U |ψ2〉= |ψ3〉= N((z2cos(x)+sin(x)eiφ )|0〉+(−sin(x)e−iφ z2+cos(x))|1〉)

(5.24)

Esse estado|ψ3〉 é o estado quântico de saída após a primeira iteração do sistema dinâmico.
Para recuperar o valor dez após essa dinâmica, é preciso deixar o estado quântico na forma
original:

|ψsaida〉= N(z′|0〉+ |1〉) (5.25)

Se pegarmos|ψ3〉 e dividirmos o valor da amplitude em|0〉 pelo valor da amplitude em|1〉,
chegaremos ao novo valor de z:

z′ =
z2cos(x)+sin(x)eiφ

−sin(x)e−iφ z2+cos(x)
(5.26)
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Nota-se que o fator de normalização não precisa ser levado emconta pois se anulará nessa
divisão entre as amplitudes.

Considerandop= tan(x)eiφ , temos a fórmula analítica deste modelo de dinâmica, estudada
em [15]:

Fp(z) =
z2+ p

−p∗z2+1
(5.27)

5.3 Modelo de dinâmica simples com estado puro para qRAM
(mdsep-qRAM)

O qRAM possui uma estrutura quântica que dado n qubits de entrada, necessita-se a inclusão
de mais 2n+1 estados quânticos (2n para os seletores e 1 para o qubit de saída). O processo
de medição do qubit de saída também é realizado neste modelo.O diferencial é que, após a
medição desse último qubit, um valor único representativo deste estado é extraído. A partir de
seu valor|o〉= α|0〉+β |1〉, conseguido pela medição, destacaremos o valorzno formato puro
sugerido por Kiss et al:

|o〉puro = N(z|0〉+ |1〉) (5.28)

Através deste formato, é possível ter uma variável em que, nadinâmica, possa-se extrai-
lo e verificar seu comportamento. É fácil imaginar que para isso é necessário fazer a divisão
z= α

β . Seβ é 0, então a divisão vai à infinito e a dinâmica perde seu sentido. Dessa forma,
consideramos que quandoβ = 0, z= α.

As dinâmicas com este formato de estado puro apresentam comportamento bastante inte-
ressante: a grande maioria dos experimentos, os valores convergem para 0.5 e não houve, nos
exemplos colhidos, situação em que a dinâmica não tenha convergido. Alimentar a saída|o〉
no seu qubit|o〉 e no de entrada|i〉 não modifica o comportamento. Não se notou a diferença
entre os resultados de ambos os processos.
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Figura 5.17: Modelo simples de dinâmica - saída realimentada para ela mesma e na entrada
|Ψ〉= |1〉, |s0〉= |0〉, |s1〉= |1〉, |o〉= |0〉

O Conjunto Julia Preenchido deste modelo é simples como mostra a Figura (5.19). A
execução deste algoritmo é lenta, pois se trata de uma figura rica em pontos dentro do círculo
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Figura 5.18: Modelo simples de dinâmica - saída realimentada para ela mesma e na entrada
|Ψ〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉), |s0〉= |0〉, |s1〉= 1√

2
(|0〉+ |1〉), |o〉= |1〉

unitário (pretos), permanecendo todas as iterações de sua dinâmica nele - o que a torna lenta.
Nos experimentos realizados, parece que incluir o operadornão-linear de Bechmann [14] não
modifica o comportamento do conjunto Julia Preenchido.

Figura 5.19: Modelo simples de dinâmica - Na imagem, representação gráfica do Conjunto
Julia Preenchido

5.4 Modelo de dinâmica elitista não linear de estado puro para qRAM
(mdenlep-qRAM)

Com o objetivo de não precisar fazer medição do qubit de saída, como é o funcionamento das
dinâmicas anteriores, esse modelo é proposto. Mas então como recuperar um valor únicozdos
estados quânticos como no modelo do Kiss se não temos como enxergar o qubit de saída|o〉,
como foi provado pelo Teorema (5.1.1).

Neste modelo, para nossa simplificação, apenas alguns estados iniciais são considerados
para a dinâmica - por isso o nome elitista. Dessa forma, podemos acompanhar a dinâmica sem
que os qubits sejam emaranhados e o valorz complexo possa ser resgatado. O modelo pode
ser divido em duas etapas. Na primeira versão desse modelo, mdenlep-qRAM-1 há o uso de
um operador não-linear de soma de amplitude e o uso de um operador não-linear quadrático.
A segunda versão do modelo mdenlep-qRAM-2 considera a ordemcontrária das duas etapas
anteriores, ou seja, primeiro o operador não-linear quadrático é utilizado e depois é aplicado o
operador não-linear de soma de amplitudes.

Na etapa de soma de amplitude, um operador não-linearX inclui um valor imaginárioc nas
amplitudes de|0〉 e |1〉 , como descrito:

|ψ〉 = N(z|0〉+ |1〉) X−→ |ψx〉= N((z+c)|0〉+(1+c)|1〉) (5.29)
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A segunda etapa inclui o operador não-linear de purificação de estados misturados [14]
descrito no início dessa seção. Para um único qubit, o processo se dá desta forma:

|ψx〉= N((z+c)|0〉+(1+c)|1〉) S−→
|ψxs〉= N((z+c)2|0〉+(1+c)2|1〉)

(5.30)

Como o operador qRAM exige 2n+n+1 qubits no total, como foi dito, para nossa sim-
plificação, consideraremos o modelo de estado inicial puro.Para um qRAM de quantidade de
qubits de entrada n=1, apenas os estados abaixo são considerados:

|ψ〉= N(z|0100〉+ |0101〉+z|0110〉+
+ |0111〉+z|1010〉+ |1011〉+z|1110〉+ |1111〉) (5.31)

Tais estados foram escolhidos pois serão os únicos afetadosquando o qRAM for aplicado
devido a natureza do operador CNOT que caracteriza o qRAM. Asdemais amplitudes são
zeradas para simplificar nosso processo de captura do z após cada iteração da dinâmica. Essa
simplificação do problema permite que o qRAM seja modelado como a aplicação da porta
CNOT para 4 pares de qubits no formato de estado quântico puro.

Se repetimos a operação explicada anteriormente de isolamento do valor dez na sua forma
analítica, encontraremos que nosso modelo mdenlep-qRAM-1resulta em:

Fc(z) =
(1+c)2

(z+c)2
(5.32)

O modelo mdenlep-qRAM-2 inverte a ordem de aplicação dos operadores não-lineares,
gerando a expressão analítica facilmente encontrada:

Fc(z) =
1+c
z2+c

(5.33)

5.4.1 Análise

O comportamento do sistema é visto pelo Conjunto Julia preenchido nas Figuras (5.20)-(5.21)
para o modelo 1 e Figuras (5.22)-(5.25) para o modelo proposto 2.

Os Diagramas de Orbitais são visualizados para valores dec imaginários nas Figuras (5.26)
e (5.27) e para os modelos de dinâmica 1 e 2 respectivamente e épossível identificar caos em
alguns dos valores dec.
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Figura 5.20: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-q1 aplicado ao qRAM, c=0.0 + 3.0j

Figura 5.21: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-q1 aplicado ao qRAM, c=0.5 + 1.0j

Figura 5.22: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-q2 aplicado ao qRAM, c=0.0 + 0.5j

Figura 5.23: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-q2 aplicado ao qRAM, c=0.0 + 10.0j
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Figura 5.24: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-q2 aplicado ao qRAM, c=0.5 + 0.0j

Figura 5.25: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-q2 aplicado ao qRAM, c=0.5 + 1.0j

Figura 5.26: Diagrama Orbital para o MCD-q2 aplicado ao qRAM. Depois de várias iterações,
os valores absolutos de z são plotados no intervalo de -2j<c<0.25j
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Figura 5.27: Diagrama Orbital para o MCD-q1 aplicado ao qRAM. Depois de várias iterações,
os valores absolutos de z são plotados no intervalo de -2j<c<0.25j
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5.5 Modelo de dinâmica simples para o|ψ〉-RAM (mds-|ψ〉-RAM)

O |ψ〉-RAM possui mais funções a serem executadas por padrão do queo qRAM. |ψ〉-RAM
permite inserir o operador quântico genéricoUt em suas operações, abrindo margem para que
haja algum parâmetro livre para a simulação de sua dinâmica,sem necessidade de impor um
parâmetro extra. Abaixo, encontram-se duas formas propostas de modelar a dinâmica de um
nó |ψ〉-RAM: (a) a saída|o〉 é sempre realimentada nela mesma e (b) a saída|o〉 é realimentada
nele mesmo e no qubit de entrada. Neste modelo, analisamos o comportamento da amplitude
do qubit de saída. Em ambos os casos, a saída é realimentada após o processo de medição
explicado nos capítulos anteriores, sendo, então, uma realimentação sempre no domínio dos
reais. A dinâmica tem os seguintes passos:

∣

∣ψsp
〉

= |i〉|s〉|ot〉 ∗ |ψ〉−RAMU

|ot+1〉= Medição(|o〉) (5.34)

ParaUα :

U(α) =

(

cos(α) sin(α)
−sin(α) cos(α)

)

(5.35)
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Figura 5.28: mds-|ψ〉-RAM - Análise da amplitude do modelo do|psi〉-RAM, onde |i〉 =
|1〉, |s0〉= |0〉, |s1〉= |0〉, |s2〉= |1〉, |s3〉= |1〉, |o〉= |0〉 e αU =

√
2

2
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Figura 5.29: mds-|ψ〉-RAM - Análise da amplitude do modelo do|psi〉-RAM, realimentando a
saída apenas na saída, onde|i〉= 1√

2
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|1〉 e αU =
√
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Figura 5.30: mds-|ψ〉-RAM - Análise da amplitude do modelo do|psi〉-RAM, realimentando
a saída na saída e no qubi de entrada onde|i〉 = |0〉, |s0〉 = |0〉, |s1〉 = |0〉, |s2〉 = |1〉, |s3〉 =
|1〉, |o〉= 1√
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Figura 5.31: mds-|ψ〉-RAM - Análise da amplitude do modelo do|psi〉-RAM, realimentando
a saída na saída e no qubi de entrada onde|i〉 = 1√
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Figura 5.32: mds-|ψ〉-RAM - Análise da amplitude do modelo do|psi〉-RAM, realimentando
a saída na saída e no qubi de entrada onde|i〉 = |0〉, |s0〉 = |1〉, |s1〉 = |1〉, |s2〉 = |0〉, |s3〉 =
|0〉, |o〉= 1√
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Figura 5.33: mds-|ψ〉-RAM - Análise da amplitude do modelo do|psi〉-RAM, realimentando
a saída na saída e no qubi de entrada onde|i〉 = |1〉, |s0〉 = |1〉, |s1〉 = |1〉, |s2〉 = |1〉, |s3〉 =
|1〉, |o〉= |0〉 e αU =

√
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Figura 5.34: mds-|ψ〉-RAM - Análise da amplitude do modelo do|psi〉-RAM, realimentando
a saída na saída e no qubi de entrada onde|i〉 = 1√
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5.6 Modelo de dinâmica não-linear de estado puro para o|ψ〉-RAM
(mdnlep-|ψ〉-RAM)

O |ψ〉-RAM permite inserir o operador quântico genéricoUα em suas operações, abrindo mar-
gem para que haja algum parâmetro livre para a simulação de sua dinâmica, sem necessidade
de impor um operador extra. Neste modelo, analisamos a dinâmica sobre o ponto de vista do
Conjunto Julia Preenchido. Do ponto de vista experimental,verificamos que sem o operador
não-linear S, a dinâmica é simples e não há representações significativas, logo sua presença é
fundamental para a dinâmica. Abaixo, encontram-se duas formas propostas de modelar a di-
nâmica de um nó|ψ〉-RAM: (a) a saída|o〉 é sempre realimentada nela mesma e a entrada|ψ〉
e os seletores|s〉 são sempre os estados|1〉 e (b) o resultado da saída|o〉 é realimentado nos
qubits de entrada e seletores. Em ambos os casos, a saída é realimentada após o processo de
medição explicado nos capítulos anteriores, sendo, então,uma realimentação sempre no domí-
nio dos reais. Apenas o operador não-linear S [14] é utilizado, de forma que a dinâmica tenha
os seguintes passos:

|o〉= N(zt |0〉+1|1〉) S−→
|os〉= N(z2

t |0〉+12|1〉)
∣

∣ψsp
〉

= |i〉|s〉|os〉 ∗ |ψ〉−RAMU

|od〉= Medicao(
∣

∣ψsp
〉

)

|od〉= α|0〉+β |1〉
zt+1 =

α
β

(5.36)

Para U:

U(t) =

(

cos(t) sin(t)
−sin(t) cos(t)

)

(5.37)

Vale-se salientar que a dinâmica não apresenta CAOS quando asaída é escolhida inicial-
mente como|0〉. Iniciar a dinâmica com esta valoração parece restringir o comportamento a
um subespaço de soluções em que todos os orbitaisa+b j, com a∈ [-2,2] e b∈ [-2,2], perten-
çam ao conjunto de Julia Preenchido. Sendo assim, nossa dinâmica já acontece colocando os
valores iniciais no qubit de saída|o〉= N(z|0〉+ |1〉)

Quando apenas a saída é realimentada, e a entrada e seletoressão escolhidos como|1〉, a
dinâmica do nó quântico acontece como se o operador U estivesse sendo aplicado completa-
mente a um único qubit. A única diferença entre o modelo anteriormente detalhado do Kiss et
al. é que as amplitudes dos qubits são valores reais. Como se afórmula fosse:

Fc(z) =
|z2+c|

|−z2p∗+1| (5.38)

Por simetria, podemos verificar que a entrada pode ser colocada como qualquer valor em
superposição, pois ela está apenas ponderando a participação de cada uma das duplas de sele-
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(a) Figure (b) Figure

Figura 5.35: mdnlep-|ψ〉-RAM - Conjunto Julia Preenchido para o Modelo de Dinâmica Não-
linearψ-RAM paratU = 0.1. À esquerda, o conjunto da saída realimentada apenas nasaída. À
direita, a saída é a realimentada em todos os qubits de entrada

tores e, como ambos são iguais|11〉, ponderam os mesmos valores, que são os resultados do
operador U no qubit de saída.

Quando a saída é realimentada em todos os qubits de entrada e seletores, o comportamento
da função a ser visto de forma analítica é extensa.

5.6.1 Análise

As sensibilidades à dinâmica é muito mais expressiva no modelo |ψ〉-RAM, como podemos ver
nas Figuras (5.28)-(5.34). Nos parâmetros escolhidos, houve em todos os casos convergência
absoluta. Esse modelo é expressivamente sensível ao processo da dinâmica, demonstrando
comportamento não-linear significativo.

Através da plotagem do Conjunto Julia Preenchido, nas Figuras (5.35)-(5.38), podemos
verificar que a saída realimentada nela mesma provoca mais destaque no conjunto. Podemos
ver simetria e sensibilidade à condição inicial.
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(a) Figure (b) Figure

Figura 5.36: mdnlep-|ψ〉-RAM - Conjunto Julia Preenchido para o Modelo de Dinâmica Não-
linearψ-RAM paratU = 0.9. À esquerda, o conjunto da saída realimentada apenas nasaída. À
direita, a saída é a realimentada em todos os qubits de entrada

(a) Figure (b) Figure

Figura 5.37: mdnlep-|ψ〉-RAM - Conjunto Julia Preenchido para o Modelo de Dinâmica Não-
linearψ-RAM paratU = 1.0. À esquerda, o conjunto da saída realimentada apenas nasaída. À
direita, a saída é a realimentada em todos os qubits de entrada
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(a) Figure (b) Figure

Figura 5.38: mdnlep-|ψ〉-RAM - Conjunto Julia Preenchido para o Modelo de Dinâmica Não-
linearψ-RAM paratU = 0.8. À esquerda, o conjunto da saída realimentada apenas nasaída. À
direita, a saída é a realimentada em todos os qubits de entrada

5.7 Comparação Quantitativa dos modelos

5.7.1 Definições
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Modelo Neurônio
Quântico

Resumo

Modelo de dinâmica
simples (mdsq-RAM)

qRAM Foi verificado que a amplitude do qubit de saída é
sensível às condições iniciais através de uma dinâ-
mica de medição com realimentação da saída (a)
na própria saída; (b)na própria saída e no qubit de
entrada

Modelo de dinâmica
simples com estado
puro (mdsep-qRAM)

qRAM Foi verificado que a amplitude do qubit de saída é
sensível às condições iniciais através de uma dinâ-
mica de medição com realimentação da saída (a)
na própria saída; (b)na própria saída e na entrada.
O diferencial neste modelo é que o qubit que é
realimentado está no formatoN(z|0〉+ |1〉). Por
possuir um parâmetro z, gerou-se o conjunto Julia
desse modelo que é simples.

Modelo de dinâmica
elitista não linear de es-
tado puro para qRAM
(mdenlep-qRAM)

qRAM Não é preciso aplicar o operador de medição neste
modelo, mas é elitista porque restringe os estados
iniciais a apenas aqueles atingíveis pelos operado-
res do não-controlado do qRAM. Possui alta sen-
sibilidade paramétrica apresentada pelo Conjunto
Julia Preenchido. Um operador não linear X é
apresentado para que haja parametrização de uma
constante c no modelo. A ordem de aplicação do
operador não linear S e do operador não-linear X
modifica o comportamento do sistema.

Modelo de dinâmica
simples para o |ψ〉-
RAM (mds-|ψ〉-RAM)

|ψ〉-RAM Foi verificado que a amplitude do qubit de saída é
sensível às condições iniciais através da realimen-
tação dele (a) na própria saída; (b)na própria saída
e na entrada. Essa dinâmica tem comportamento
não-linear rico em mudanças de convergência por
causa das valorações decimais nos valores dos qu-
bits durante a dinâmica. Por possuir o operador U
com o parâmetro t, gerou-se o conjunto Julia desse
modelo, demonstrando simetria e resultados repre-
sentativos. Isso acontece mesmo em uma dinâmica
simples, apenas com a realimentação do qubit de
saída.

Modelo de dinâmica
não-linear de estado
puro para o|ψ〉-RAM
(mdnlep-|ψ〉-RAM)

|ψ〉-RAM Foi verificado que o Conjunto Julia Preenchido da
dinâmica do|ψ〉-RAM é sensível à variação para-
métrica e rica em simetria, na presença de opera-
dores não-lineares.
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5.7.2 Medida de comparação

Para compararmos os modelos propostos de forma quantitativa, propomos uma medida de va-
riaçãoδ . Essa medida representa o quanto há mudança e variação de valores da amplitude
durante uma dinâmica. Ela é definida como o somatório das derivadas nos pontos amostrados
da dinâmica:

δ = ∑
t

∂α(t)
∂ t

(5.39)

Ou na sua forma absoluta:

δabs= ∑
t
|∂α(t)

∂ t
| (5.40)

Onde,

∂α(t)
∂ t

= lim
∆t→0

α(t+∆t)−α(t)
∆t

(5.41)

Sendoα a amplitude do qubit de saída que varia com a dinâmica do sistema.
Para cada configuração de um dado modelo de dinâmica, que possui |i〉, |s〉 e |o〉 como

parâmetros iniciais, é possível extrair umδ e umδabs no final de sua dinâmica.
A fim de comparar os modelos, escolhemos algumas configurações iniciais que os regitra-

dores|i〉, |s〉 e |o〉 podem assumir. Os valores possíveis para esses qubits foramH|0〉, |0〉 e
|1〉, ou seja, 81 configurações possíveis. Logo, para cada modelo, temos 81 valores deδ e 81
valores deδabs.

Desses 81 valores, extraimos os valores máximos, mínimos, amédia e a variância dessa
amostragem e listamos abaixo. Tanto para oδ quanto para oδabs.

Modelo Realimentação Máximo(δ ) Mínimo(δ ) Média(δ ) Variância(δ )
mdsq-RAM |o〉 em |o〉 1.0 -1.0 0 0.179012
mdsq-RAM |o〉 em |o〉 e em|i〉 1.0 -1.0 -0.401235 0.181603
mdsep-qRAM |o〉 em |o〉 0.5 -0.5 -0.0432099 0.069121
mdsep-qRAM |o〉 em |o〉 e em|i〉 0.5 -0.5 -0.037037 0.072702
mds-|ψ〉-RAM |o〉 em |o〉 0.339847 -0.669108 -0.088288 0.062114
mds-|ψ〉-RAM |o〉 em |o〉 e em|i〉 0 -1.0 -0.408257 0.067565

Tabela 5.1: Tabela dos valores máximos, mínimos, a média e variância das 81 amostras colhidas
deδ para cada um dos modelos rodando as 81 configurações

Podemos verificar que os valores deδ , quando a configuração realimenta o qubit de saída
no qubit de saída e no de entrada, mostra-se com variância maior que o caso da realimentação



5.7 COMPARAÇÃO QUANTITATIVA DOS MODELOS 55

Tabela 5.2: Tabela de resultados dos valores da medida de variação absolutaδabs para cada um
dos modelos

Modelo Realimentação Máximo(δabs) Mínimo(δabs) Média(δabs) Variância(δabs)
mdsq-RAM |o〉 em |o〉 99.0 0.0 17.160494 1399.548316
mdsq-RAM |o〉 em |o〉 e em|i〉 99.0 0.0 6.698724 504.231702
mdsep-qRAM |o〉 em |o〉 1.5 0.0 0.265432 0.198064
mdsep-qRAM |o〉 em |o〉 e em|i〉 1.5 0.0 0.256323 0.178565
mds-|ψ〉-RAM |o〉 em |o〉 41.780787 0.0 8.728907 226.476157
mds-|ψ〉-RAM |o〉 em |o〉 e em|i〉 21.830430 0.0 2.421053 29.071097

apenas na saída. Essa padrão inverte na métrica de variação absolutaδabs, onde a variância é
ordens de grandeza maior para o caso de realimentação apenasna saída. Vale-se mencionar que
a configuração com estado puro mantem os valores pequenos de média, máximo e variância,
provavelmente por restringir o comportamento do qubit de saída no formatoN(z|0〉+ |1〉). Para
o caso de variaçãoδ , o modelo de estado puro tem seu range de variação apenas em[−0.5,0.5].

Ter valores de média sempre negativos fazem acreditar que o comportamento da dinâmica
da amplitude é tendenciosamente decrescente (Tabela (5.1)). Pode-se enxergar o quanto as
variações de magnitude da amplitude são significativa olhando para a Tabela (5.2), onde vemos
que a a variância é alta e que a média da variação não é tão baixaquanto a Tabela (5.1) faz
acharmos que é, por conta da compensação do sinal.





CAPÍTULO 6

Conclusão

Através dos modelos de dinâmicas propostos, podemos investigar a sensibilidade dos neurônios
quânticos sem peso às condições iniciais, sob a perspectivado Caos. Os experimentos apresen-
tados, pela visualização gráfica do conjunto Julia e dos gráficos de amplitude, corroboram com
o esperado em relação à sensibilidade paramétrica e inicial.

Há muito o que ser feito na continuidade dessa pesquisa, visto a importância de entendi-
mento desses modelos e a extrapolação de uma dinâmica mais robusta e genérica. Pode-se
utilizar outras ferramentas de análise de modelos dinâmicos assim como fazer uma análise
numérica mais profunda quanto à sensibilidade dessas condições iniciais. As aplicações da
não linearidade e de métodos caóticos parecem ser promissores pelos resultados apresenta-
dos quando se utiliza mecânica quântica não linear para resolver problemas NP-completos em
tempo polinomial [40]. Um trabalho que detecte caos atravésde redes neurais também é vis-
lumbrado [3].
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