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Resumo

Complexidade € um conceito encontrado diariamente emstigeontextos e sistemas que fun-
cionam ao nosso redor. Ela surge da iteracdo massiva attevd@terentes partes de sistemas
nao-lineares ou em um fendmeno fisico que € intrisicamentglexo. Exemplos deles séo
sistemas bioldgicos, fendbmenos relacionados ao tempmyléumcias em fluidos, retrodifusdo
de superficieis maritimas, e multicaminhos de sistema drin@acao movel. Complexidade
€ uma parte inseparavel do mundo dos sistemas dindmicogeacels. O objetivo desse tra-
balho é andlisar as dinamicas de dois modelos de neuromifisas quanticos, o gRAM e o
|W)-RAM. Podemos verificar através de ferramentas matemdjisasis dindmicas propostas
apresentam sensibilidade significativa as condicoesaisiel apresentam simetria representa-
tiva nos seus Conjuntos Julia.

Palavras-chave: Nao-Linearidade, Caos, Computacdo Quantica, Redes NeQrdinticas
Sem Peso
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CAPITULO 1

Introducao

Tem crescido as pesquisas, nos ultimos 30 anos, na area lige ama sistemas dindmicos

nao-lineares [1] [2] [10] , principalmente para entendenocistemas dinamicos se compor-
tam diante de condicdes iniciais diferentes [11]. Tal eése provém principalmente do fato de
gue a iteracdo massiva de diferentes partes de sisteméia@di@s, ou em um fenémeno fisico
gue é intrisicamente complexo, compde o comportamentoveesdis fenbmenos encontrados
ao nosso redor, como os sistemas biolégicos, fenbmenasomdalos ao tempo, turbuléncias
em fluidos, retrodifusédo de superficieis maritimas e matinhos de sistema de comunica-
cdo movel [12]. Para cientistas, a disponilidade de praresato computacional em alta ve-
locidade e, particularmente, a computacéo grafica peamitgrandes avancos na area [13].
Complexidade é um conceito encontrado diariamente emsgigezontextos e sistemas que
funcionam ao nosso redor e € uma parte inseparavel do musdaisiemas dindmicos nao li-

neares. Como acontece em sistemas lineares, a modelagiaraaguatender o comportamento
desses sistemas.

Entender a dinamica de modelos da inteligéncia artificelissgraus de complexidade,
parametros, bifurcagfes e caos da ao cientista entendirder@omo esses sistemas se corre-
lacionam com individuos de mesmo tipo (formando redes) auagentes externos (formando
sistemas). O objetivo deste estudo é estudar a dindmica ddslos de neurbnios quantico
sem peso que gere CAOS.

No Capitulo (2) iremos introduzir alguns conceitos sobr8iesgemas Dinamicos e algumas
ferramentas importantes de suas andlises que usamos nekamprbpostos. A Computacdo
Quantica é explicada no Capitulo (3), onde introduzimosoreeitos basicos para entendi-
mento desse trabalho. Uma visita a literatura dos neur@mtiigiais sem peso é feita no Ca-
pitulo (4) assim como seus modelos quantizados. Para atuzsdnodelos, mostramos alguns
exemplos simples e outros complexos de seus funcionameaimstica.

Finalmente no Capitulo (5) propomos modelos de dinamicas &sses neurdnios quan-
ticos artificiais. ApOs a descrigdo analitica de cada modetoconjunto de experimentos €
realizado e depois uma analise deles é elaborada. No finaldiwlo, propomos duas medidas
comparativas de modelos de dinaméca d,ps de forma que os modelos possam ser avaliados
e comparados quantitativamente. A conclusao e considesdig@is sao feitas no Capitulo (6).






CAPITULO 2

Sistemas Dinamicos

Ha diversas ferramentas e conceitos dentro da area de Sssi@imamicos que ajudam o pro-
jetista a entender o comportamento de seu sistema. Elesag@esentados nesse capitulo para
gue auxilie no entendimento e na avaliagdo dos modelos gae apresentados nesse trabalho.

2.1 Orbitais

Existem diversos problemas na ciéncia e na mateméatica gok/em iteracdo. lteracao signi-
fica repetir um processo varias vezes. Em dinamica, estegsogyue € repetido € a aplicacdo
de uma funcdo. O resultado da aplicacdo de uma funcdo em upo Exatamente anterior é
usado como entrada nessa mesma fung¢éao no tempo atual.

Dadoxg € R, define-se o orbital parg de uma funcéd a sequéncia de pontas, x; =
F(X0), X2 = F2(Xg), ....Xn = F"(X), ... . O pontaxg € chamado de "semente"do orbital.

Quando uma fungdo possui uma constante, € normal reprdaerdénof(z) parac uma
constante. Como exemplo, tenfe$z) = 72+ c, ondeF;(z) = 22+ 2, parac = 2.

Tipos de orbitais

Muitos tipos de orbitais podem ser encontrados em sistemasictos. O mais importante tipo

de orbital é dixed poin ponto fixo. O ponto fixo € o pontg que satisfaF (xp) = Xo. Nota-se
queF?(x) = F(F (X)) = F(xo) e, de forma geralE"(xg) = Xo. O orbital de um ponto fixo

€ uma sequéncia constameXp, Xo, -... Pontos fixos podem ser encontrados geometricamente
pela andlise da interseccédo do grafico de uma funcédo comaadiagonal:

Qc(2) =2 (2.1)

Um outro tipo importante de orbital € o periodico ou ciclié.pontoxy é periddico se
F"(Xo) = %o para algumm > 0. O menor n é chamado g¢eime period periodo principal.
Nota-se que sg& € periodico com o periodo principa) entdo o orbital deg € apenas uma
sequéncia repetida de nimergg:F (xo), .., F(" Y (xq), X0, F (X0), ..., F "V (xo), ....

Um pontoxp € chamado deventually fixedeventualmente fixo, s¢ ndo é um ponto fixo
ou periodico, mas algum ponto no seu orbitalxge fixo ou periddico. Por exemple;1 é
eventualmente fixo paf(x) = X2, poisF (—1) = 1, que é fixo.

Quando um orbital esta longe de ser fixo, podendo iteragiresobmeros randémicos, é
bem provavel que ele tenlscamportamento cadtico

3



4 CAPITULO 2 SISTEMAS DINAMICOS

Atracdo ou Repulséo

Existem principalmente dois tipos de pontos fixos, os queeaire os que repelem. Um ponto
fixo Xp de uma fungaé& é um ponto fixo atrator 9&’(Xp)| < 1. O pontakg € um ponto repelente
se|F’(xo)| > 1. Finalmente, séF'(xp)| = 1, o ponto fixo € chamado de neutro ou indiferente.
Para a funcao, por exemplB(x) = x2, que possui 0s pontos fixos 0 e 1, 0 que acontece com
os orbitais na vizinhanga desses valores € quegsec 1, entdo o orbital de&p rapidamente

se aproxima de zero. Por exemplo, o orbital de & 01,0.01,0.0001,0.00000001.... De
fato, se algunxg com 0< xg < 1, ndo importa tdo préximo de 1, o orbital sempre tende para
longe de 1 e para perto de 0. O orbital d@ 8 09,0.81,0.6561,0.430467..,00117.... Mais
precisamente, se 9 xo < 1 entdoF"(xp) — 0, comn — . Por outro lado, s& > 1, entao

o orbital vai para longe de 1. Por exempld,1.21,1.4641..,...,44579,.... Entdo, seg > 1,

nés temos qué"(Xg) — o, quandon — . Ou seja, pontos proximos de 0 sdo atraidos para
zero e pontos préoximos de 1 tem suas orbitas repelidas, cafastam de 1.

2.2 Bifurcacdes

O objetivo do entendimento sobre bifurcacdes esta aliade@ssidade de como a dindmica de
uma funcad. muda quando seu parametroaria. Para isso, num primeiro momento, deseja-
se encontrar os pontos fixos @g. Eles sédo obtidos, como dito na Equacéo (2.1), igualando
Qc(x) = x e encontrando os valores Hegue satisfazem essa equacao.

ParaQc(x) = X%+ ¢, temos® + ¢ = X, em quex; = 3(1+v/1—4c) exp = 3(1— 1 —4c)
sdo as duas raizes que satisfazem essa equacdo. Exis@mders pontos fixos d@.. Con-
siderando ainda essa mesma fungdo como exemplo, podenifasaveuex; e X, Sao reais
se e somente se-14c > 0, ouc < 1/4. Quandac > 1/4, Q; ndo tem pontos fixos. Quando
c=1/4, tem-se queg = X = 1/2. Finalmente, quando < 1/4, entdox; e X, S&0 reais e
distintos. Nota-se que se tem> x, hesse caso.

Retornando o caso ae> 1/4, verifica-se graficamente g@ € uma parabola voltada para
cima. Quanda > 1/4, esse grafico ndo se encontra com a linha diagoaat. Essa analise
de grafico mostra que todos os orbitais@lequandoc > 1/4, tende para infinito.

Quandoc decrementa de/4, essa situagcdo muda e acontece a primeira bifurcacaa- Bifu
cacao, entdo, significa a divisdo em dois, uma separacaeé,epsamente o0 que acontece com
os pontos fixos d€.. Parac > 1/4, Q. ndo tem ponto fixo. Para= 1/4, Q. tem exatamente
um ponto fixo; mas para< 1/4, esse ponto fixo se divide em dois, um ene outro enx.

Como explicado na Secéo (2.1), podemos verificar se um tab fiao € atrador, repelente
ou neutro. Par®q(x) = x2, Q.(X) = 2x, ondeQ.(x;) = 1++v1—-4ceQ,(x) = 1—v1—4c.
Nota-se que se = 1/4, Q.(x1) = 1, masQ;(x1) > 1 parac < 1/4, desde que/1—4c > 0,
para esses valores de Por issox; € um ponto fixo neutro quando= 1/4 mas é repelente
quandoc < 1/4.

Nessa mesma funcédo, analisar a dindmica para o pontféxom pouco mais complicado.
Sec=1/4, Q.(x2) = 1 (aqui, clarox; = x3 = 1/2). Quandoc é um pouco abaixo de/4,
QL(x2) < 1, entdax; se torna um atrator. Mas procurando todos os valores de ¢@dra)| <
1, vé-se que:
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—1< Q) <1 (2.2)
ou
-1<1-vV1-4c<1 (2.3)
Resolvendo essas inequacoes:
2>+1-4c>0
4>1-4c>0 (2.4)
—-3/4<c<1/4

Entdo,x, € um ponto fixo atrator par@. quando—3/4 < ¢ < 1/4. E facil verificar que,
quandoc = —3/4, Q. (x2) =1—+v/1+ 3= —1, entda; € neutro e quando< —3/4, Q.(X) <
—1, entaox; € repelente.

Dessa forma, além de analizar quem séo os pontos fixos, poderiicar se séo atratores,
repelentes ou neutros e precisar onde sao os pontos ondgha fuéio tem ponto fixo, onde ela
possui um ponto fixo e onde os pontos fixos se dividem. Todaaesdise tem tudo a ver com
a dinamica assintética dos orbitais dessas fun¢des, cardetidhadamente descrito acima.

2.3 Diagrama do Orbital

A imagem pode ser uma das mais instrutivas, ou até mesmo antraante, ferramenta de
andlise de sistemas dinamicos. O digrama do orbital peoaitirar a dindmica de uma funcéo
Qc para diferentes valores deem uma s6 figura. O resultado da uma boa analise da dinamica
de sua familia completa assim como a idéia de cQunfaz sua transi¢éo para o caos.

No diagrama de orbital, plota-se o parametrno eixo horizontal e plotamos o orbital
assintotico de 0 no eixo vertical. Por assintotico, commileese que ndo serdo os valores
gerados nas primeiras iteracfes e sim aqueles que ja sapeosacomportamento transiente
da fungdo. Pode-se verificar o diagrama do Orbital da fuge) = 22 + ¢ na Figura 2.1,
encontrado facilmente pelo Algoritmo (1).

Algorithm 1: Algoritmo para encontrar o Diagrama do Orbital

1 for c entre Gyin € Gnaxdo
2 for n entre 0 e 20@l0
3 ComputeQ?(0);
4 if n>50then
5
6
7
8

| Desenhe no gréfico @7(0));
end
end
end
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Figura 2.1: Diagrama do Orbit&l.(z) = 2+ ¢, onde—2 < ¢ < 0.25

2.4 Conjunto Julia

Conjunto Julia é o lugar onde todo o comportamento caétiaonti funcéo complexa ocorre
[13]. Por exemplo, a funcéo de mapa quadra@géz) = 72 é cadtica no circulo unitario, pois
se|z] < 1 entdgQg(z)|— 0, quandm — +oo, e sejz| > 1 entdd Qf(z)|— +co quanda — +co.
SendoQo(z) a notagéo de orbital O pafXz).

Através ddfilled julia set conjunto Julia preenchido, é possivel identificar figurasthis
cuja natureza € bastante peculiar. O conjunto julia pradaate Q; € 0 conjunto de pontos
cujos orbitais sédo limitados. O conjunto Julia@gé o limite, a fronteira, do conjunto Julia
preenchidoKo = {7]|7] <=1} e Jp = {7]|7] = 1} s&o, respectivamente, Conjunto Julia Preen-
chido e Conjunto Julia. Um exemplo de um conjunto Julia prkelo pode ser observado na
Figura (2.2).

Um algoritmo simplificado para encontrar o conjunto Juliegmchido pode ser o descrito
no Algoritmo 2.

Algorithm 2 : Algoritmo para encontrar uma aproximacao do Conjunt@aJateenchido

1 Escolha um nimero maximo de iteracdes

2 Para cada pontono grid, compute os primeird$ pontos no orbital de. Se
1QL(2)| > max{|c|, 2}, para alguni < N, entéo pare a iteragéo e pirtde branco.

3 Se|QL(2)| < max]c|,2}, para todd < N, ent&o pinte de preto.

4 Os pontos pintados de branco representam o orbital queasaps pontos pretos néo,
pelo menos nas N primeiras iteracdes.

5 Os pontos pretos, entdo, serdo uma aproximacao do conjuig@deenchido.
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Figura 2.2: Conjunto Julia preenchido p&gz) = 22+ ¢, ¢ = —0.39054— 0.58679

2.5 Mandelbrot

E o dicionario de todos os conjuntos Julia. O conjunto Mamad¢M consiste de todos 0s
valores dec tais que o conjunto Julia preenchi#@ € "conectado”. Isso significa que o sis-
tema € testado para valores ddiferentes, com orbitais de 0. Se a dindmica desse orbital &
convergente, ele pertence ao conjunto, caso contrarimaelgertence ao conjunto. Ou seja:
M = {c € C||Q2(0)| 4 }. A rotina para encontrar 0s valores dque satisfazem o conjunto
Mandelbrot é ilustrado no Algoritmo (3).

+1.25

n.on |

-1.25

-2.00 n.oo +0.50

Figura 2.3: Conjunto Mandelbrot pa(z) = 2 +c¢
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Algorithm 3: Algoritmo para encontrar uma aproximac¢ao do Conjunto Mtorot

1 Escolha um nimero maximo de iteracdes

2 Para cada pontono grid, compute os primeird$ pontos no orbital 0 d&.. Se
|QL(0)| > max{|c|, 2}, para algum < N, entdo pare a iteracdo e pirtele branco.

3 Se|QL(0)] < max]c|,2}, paratodd < N, entdo pinte de preto.
4 Os pontos pretos, entdo, serdo uma aproximacao do conjuarideNbrot.

E possivel fazer uma associagdo do Conjunto Mandelbrot céumcB¢des. Na funcéo
Qc(2) = Z + ¢, por exemplo, para acharmos os valores de ¢ emQ@um um ponto fixo
atrator ou neutro fazemos:

Q(z2) =Z+c=1z
@ =]27<1
A primeira equacéo € verdade para os valores de z que sdo fixesginda para os atra-
tores, como foi dito nas se¢des anteriores. A segunda eqtetdem diz que. se encontra
em cima ou dentro do disco limitado de raio 1/2. No cird@f(z;)| = 1, entdaz: € um ponto
fixo neutro. Se escrevemos este circulo cmﬁo%eie, entdo podemos encontrar a equacao dos
valores de c em qu@. tem um ponto fixo, isolando-o da equacéo anterior:

(2.5)

c:z(e):%ée—%ezie (2.6)
Esta funcdo forma uma curva representada na Figura (2.4gregate o cardidide preto
mais largo da Figura (2.3). O interior dele é formado pelderea de c em qu€. tem um
ponto fixo atrator. Os limites dessa funcéo no eixo real s&oaspontoss = %1 (o ponto de
birfucacao) e = —% (ponto de bifurcacéo), ou entéo, consideram&o%ée, esses pontos sao
6 = 0 e, respectivamente.

o

Figura 2.4: Curva] (8) = 3¢9 — 1?9 formada pelos valores deque fazem a funcaQ, ter
um ponto fixo neutro

A regido de atrag&o de 2 ciclos pode ser encontrada fazgfidp= z e também achando

suas raizes. Através deste calculo, pode-se encontracuoch esquerda do cardidide da

Figura (2.3), com limites no eixo real= —% ec= —%.
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Figura 2.5: Comparacao do Conjunto Mandelbrot e do Diag@enarbital da funca®.(z) =

7 +c. Mostra-se que o diagrama coincidem com a representacacaddéibrot de acordo
com a quantidade de pontos fixos e suas bifurcagdes. Os pantqae os "lobulos"(circulos
e cardidides) se encontram com o eixo real sdo 0s pontos fixedesos sistemas se bifurcam.






CAPIiTULO 3

Computacao Quantica

3.1 Bit Quantico

Um bit quantico € um vetor unitario bidimensional. O ve@r= [1,0]" e|1) = [0,1]" formam
sua base computacional. Qualquer qubitpode ser escrito como a equacao (3.1), anag3
s&o nameros complexoge|? + |B|%> = 1. Produto tensorial sdo usados para compor sistemas
i) =) @1i).
@) = al0)+B|1) 3.1)

3.2 Operador Quéantico

Operador quanticty sobren qubits € uma matriz unitaria complexa 2 2". Por exemplo,
alguns operadores sobre 1 qubit sdo IdentidatlOT X e HadamardH, descritos na Equacgéo
(3.2) e Equacédo (3.3). A representacdo combinacional slegszadores unitarios formam o
chamado circuito quantico.

REhE:

0 1| 11

0) 0 11 X|0)=11)

1) X:{l 0] X|1) =10) 52

H_i{l 1 } H|0) = 1/v2(|0) + 1))
TVZ[1 -1] H|D=1/v2(|0)—|1))

O operador identidade | gera a saida exatamente como a&n@pdrador X funciona como o
NOT classico na base computacional; Hadamard H gera sugefpade estados. O operador
CNOT tem 2 entradas e 2 saidas e inverte o segundo qubit seeifrié 1, como mostrado na
Figura 3.1.

(3.3)

Figura 3.1: Operador CNOT

a—+e a

b —&—— a®b

Os operadores da computacdo quantica podem ser enxergadosransformadores li-
neares, ou seja, matrizes que operam sobre uma base velimsals matrizes necessitam ser
unitarias e inversiveis e tem o formato genérico:

11
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(e B2 0
o eiB/Z]*
_ ga | cosy/2) —sin(y/2) |
@B~ | G2 oy | 34
_efi5/2 0
0 eif‘/Z]

ondea, (3, y, d sdo numeros reais. A segunda matriz € uma rotacédo ordiagsianeira
e ultima matrizes podem ser visualizadas como rotacdes amopUdiferentes. Através dessa
decomposicédo, pode-se construir de forma exata qualqu@r guoantica de um qubit [8].

3.3 Paralelismo

Paralelismo € uma importante caracteristica da computpgiatica. Se alguém tem um ope-
radorU; sobren+ 1 qubits de forma qu¥¢|x;,0) = |x;, f(x)) para cada; na base computaci-
onal, entéo se pode calcular todos os valores simultanearagiicanddJ s no estado descrito
em (3.5), que resultara no estado descrito na Equagéo (3.6).

n—-1

W)=y a0 (3.5)

n—1
Utly) = %aim,f(m» (3.6)



CAPITULO 4

Neurdnios Artificiais

4.1 Neurdnio Classico

Um Perceptron Classico € uma fungdo mateméatica para repaesena operacao inspirada
por neurdnios bioldgicos. O resultado de um Perceptronlesrpl, ou HIGH, se o produto
interno entre o vetor de entrada e o vetor de peso é maior augge um valor de limiar, e 0,
ou LOW, caso contrario.

O Perceptron simples tem a funcédo degrau como funcdo dea@bivaOutros modelos,
como Adaline, incorporaram funcdes lineares e incremantaeu poder computacional, como
descrito em (4.1). Ele é usado em problemas de classificag@mo@aproximadores de funcao.

y= f(_;xi W) (4.1)

Uma Rede Neural € um conjunto de perceptrons. As saidas depeackeptron sao entradas
para outros Perceptrons. Uma rede neural pode ter mais deamea de perceptrons, incre-
mentando seu poder computacional e resolvendo problerodmeares. Atualmente, as redes
neurais podem ser usadas como previsdo para séries tespgorblemas de classificacéo,
reconhecimento de padrdes e muitos outros problemas reais.

4.2 Redes Neurais Classicas Sem Peso

As Redes Neurais Sem Peso (RNSP), que foram propostadnmeaie por Igor Aleksan-
der [19], sdo modelos de computacdo neural que possuend@mtrsaida binarias e ndo ha
pesos entre seus nés. Funcionam como look-up tables, sadelbusca, e seu aprendizado,
que pode ser supervisionado ou ndo-supervisionado, é angaida conteudo enderegado por
uma entrada. H& um rapido processamento do aprendizadmopaitimente devido a capaci-
dade de ndo modificar o contetido anteriormente aprendide modelos com peso, o treina-
mento de uma dada entrada-saida pode modificar o valor agoemdrmazenado nos pesos da
entrada-saida anteriormente apresentada. Por ser fledév&lcil implementacéo paralela e a
possibilidade de implementacdo comercialmente acessivelas memadrias de acesso aleat6-
rio, RAMs, as RNSP foram bastante investigadas e resolveitosnproblemas por causa de
sua generalizacao e identificacao de padrdes [18].

As RNSP podem ser identificadas erroneamente como Redeaidl8aoleanas (RNB).
Uma RNB é um modelo de rede neural em que entradas e saidasdé&anas mas ainda
existem pesos entre seus nés que sao adaptados de acordewctrgiramento. Tais pesos

13
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podem ser sempre booleanos, transformando-se em uma RIN&R, Ps pesos podem ndo ser
booleanos, como a rede de Hopfield [20]. Entdo, uma RNSP é INBacBm pesos booleanos
e uma RNB néo € uma RNSP.

Nesta secéo, iremos apresentar os principais modelosgtosaua literatura de Redes Neu-
rais Sem Peso. Uma andlise detalhada de outros modelosqrcetecentrada em [18].

4.2.1 NO6RAM

Um n6é RAM néo foi concebido inicialmente sob inspiracdodiita, pois seu funcionamento
nao envolve uma explicacdo sob ponto de vista de bio-comperito de sinapses e propagacao
de sinal neural e elétrico. Sua inspiracao veio da conceggdgso facilitado de memaorias
RAMs pela engenharia para resolver problemas de reconbartorde padroes.

O funcionamento de um n6 RAM envolve entdo um acesso as egigbmemaoria de uma
RAM, onde o enderecamento é feito pela entradidits de entrada séo capazes de enderecar,
entdo, ¥ posicbes de memoéria. Dado um simak xixoXs...xn, a saida do né RAM é o bit
y =C[x], 0 ou 1, armazenado na posi¢do de memxridal comportamento pode entédo ser
visto como 0 mapeamento de uma funcao légica, onde o n6 RAMataqualquer funcao
booleana de suas entradas.

S 11..1[C[2"—1]
d~ [11...0]C[2"-2

X1 : : y
s —

: 00...1| C[1

Xn 00...0| C|0]

Figura 4.1: A figura mostra uma representacao do né RAM. Aesagmtar uma entradao no
RAM devolve como saida o bjtarmazenado no endereGex].

O aprendizado do n6 RAM é entendido como o0 processo quezuabit na posicdo de
memoéria de cada entrada de treinamento. O n6 RAM entdo padputar todas as fungdes
binarias de suas entradas enquanto 0 né com peso pode coapenas funcdes linearmente
separaveis. Nesse modelo de n6 RAM, nao é possivel haverafigagdo, ou seja, ndo ha
capacidade de extrapolar o que foi apreendido na etapa dedigado para padrdes que néao
foram apresentados durante essa fase. O n6 RAM basico paediazdas corretas apenas para
os padrdes vistos na etapa de treinamento. Porém, ha outdeon de redes sem peso que
sdo capaz de generalizar e sdo compostos por nos RAMs qudarans distancidaamming
de padrbes ou mascaras [21].

4.2.2 NO Logico Probabilistico (Probabilistic Logic NodePLN

Um dos problemas identificados no uso do n6 RAM é que o NG, apotan saida a resposta 0,
nao se era possivel identificar se aquele padréo identifipelddRAM era realmente zero ou se
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aquela posicdo de memaria ndo havia sido modificada durdase ae treinamento, j& que to-
das as posi¢cbes de memoaria eram zeradas antes que o né @piesser. Em outras palavras,
encontrar um valor de saida zero significava ou que o vetontiada € um contraexemplo da
classe correspondente ou que nenhuma informacao foi apaidaesobre aquele padréo durante
o treinamento. Foi a partir dessa limitagdo que veio a ingpm para a constru¢do do né PLN,
proposto por Kan e Aleksander [22].

Para solucionar esse problema, foi proposto que os possideres armazenados na me-
moria seriam 0, 1 @ Ao acessar uma posicao de memoria que armazenasse ayvator
gerador probabilistico faria 0 n6 PLN dar como saida um narakyatério numa distribuicao
uniformeU ~ (0, 1), conforme a Equacéo (4.2). O valofundefined) torna possivel identificar
os estados que nao foram atualizados na etapa de treinamento

0, if C[{=0
y=<¢ 1 if Clx=1 (4.2)
u(0,1), if C[xj=u

Antes do desenvolvimento deste modelo, s6 existiam moaeogis sem peso de uma
Unica camada, formada por varios nés, com uma unidade derisador, que fazia a ponde-
racao (soma) das saidas de cada nd. Para resolver um deidorpioblema de classificacéo,
entdo, cada classe era treinada em um discriminador e emameaa de ndés com seus exem-
plos. Ou seja, quando se desejasse encontrar a classe ddndim gae se deseja saber em qual
classe ele pertence, um exemplo n&o rotulado, apresetatigredrao para cada um dos discri-
minadores e o classificaria para aquela classe cujo valoisdordinador fosse maior. Com o
surgimento do PLN, Aleksander [23] prop6s uma arquitetunitiocamadas, chamada de pira-
mides. As piramides sdo uma estrutura tripla em que cadadzagealmente tem um namero
fixo de neurbnios com fan-out 1 e baixo fan-in. Piramides teenas funcionalidade que um
anico neurdnio armazenando 0 mesmo numero de bits de enBradam, se comparada com o
anico no, a piramide reduz o tamanho de memaria necessariaentga a generalizacéo [24].

4.2.3 MPLN - PLN multivalorado (Multi-valued PLN)

O PLN foi sofisticado em [25] e [26], onde apareceu a definigi®&LN ou m-state PLN.
O diferencial do MLPN é que armazena em uma posi¢cdo de memndriecange de probabi-
lidade maior mas ainda assim discreto, e a saida do MLPN mrdalém de uma fungéo de
distribuicdo de probabilidade, uma funcao linear ou sigialdR6].

Ou seja, um n6 MLPN, por exemplo, pode aprender a dar coma $aidm probabilidade
15% quando uma determinada posicdo de memoria for acessada.

4.2.4 pRAM - Probabilistic RAM

Em [27], Taylor prop6s um modelo de neurdnios ruidosos quesgntam comportamento
caracteristico e incorpora muitas propriedades conhecidaneurénios reais. A evolugéo de
tais modelos foi mostrada ser equivalente as redes newgaisido pRAM [28]. O pRAM

€ uma extensao do modelo do PLN, assim como o MLPN, porém amagarobabilidades

continuas, entre [0,1], nas posi¢cdes de memoéria. A enkah@ereca o valor da frequéncia
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y = C|[x] poder dar como saida o valor 1. Vale-se salientar que esfaéineia/probabilidade é
continua no pRAM.

Dada uma entrada coMbits no pRAM, como jé& foi visto anteriormente nos outros mode
los, tem-se ¥ posicBes de memdrias enderecaveis, porém, no pRAM armazenhabilidade
continua que o bit de saida seja 1. Ou seja, a média dos vdksasda para uma dada entrada
| € conhecida, que¥=C]l].

l
—_—m il
L
—™11i0
o
T Tt
. all Xr() c[t]
. i=1
. . T
. L]
I
— (00
S

Figura 4.2: N6 pRAM. A posicdo de memoria C[x], para uma dadeada x, armazenara um
valor continuo que sera a probabilidade da saida ser 1.

O pRAM foi extendido para converter entradas continuas édasainarias. Tal exten-
sdo é conhecida como integrating pRAM (i-p-RAM) [29]. Emume®, esse mapeamento
de entrada continua em saida binaria € feita considerandivaala continua como um array
X = X1,X2,..., XN, ondex € [0, 1]N. Neste caso, cada valgyr (i=1,...,N) pode ser representado
por uma sequéncia de pulsigdais quex; define a probabilidade que 1 ocorra jaésima po-
sicéo de 1P(Ij = 1) = x;. Ou seja, ao contrario do pRAM ou qualquer outro n6 sem pe&so, n
i-p-RAM nédo acessa a apenas um valor de entrada na tabelardériagpara que se faca a
associagdo da probabilidade de saida. Mas, atcadh..T passos de tempo, uma rajada de
posicdes serd acessada e contribuird estocasticamente ealor de saida r=1 ou r=0. Mais
detalhes podem ser encontrados em [18].

4.3 Neurdnio Quantico Sem Peso

Existem diversos modelos de neurénios quanticos existemtditeratura que abordam estra-
tégias instrinsicamente quanticas ou apenas de inspiagaatica. O ndo-paralelismo nos
modelos ou a utilizacdo de operadores ndo-unitarios einéarés fazem com que, ao serem
projetados, devam ser analisados cuidadosamente quardwieabilidade fisica de implemen-
tacdo. NOs propomos uma analise desses modelos e pode ceirada em [9].

Nesta se¢do, apresentamos modelos de neurdnios quanteftgam inspirados nas redes
sem peso, apresentadas na se¢éo anterior.
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4.3.1 gRAM

De Oliveira et al. em [30] e [31] definiram uma quantizacdo €oranio RAM descrito em [4]
através de uma técnica chamadathematical Quantizatiofd1]. Ela significa que A idéia
fundamental da quantizacdo matematica é que conjuntosnsgjdstituidos por espacos de
Hilbert”. Os elementos de conjuntos sdo colocados um a um em relagd@s bases do
Espaco de Hilbert.

O n6 RAM armazena em uma posi¢ado um unico bit. A descricagalnio n6 gRAM
mostra que a matriz A representa o comportamento de um RAd88icticom, sem perda de
generalidade, uma entrada e uma saida:

Weaver:01

where
A= (g 2) A00) = |0)1|0) (4.3)
Al10) = |1)X|0)

Esta matriz comporta-se como uma célula capaz de retornarlOdependendo do valor
do primeiro bit. Uma RAM de-bits possui uma colecdo dé& @esses A's, consequentemente
2" seletores e um qubit de saifte = |0). Uma representacdo em forma de circuito é feita na
Figura (4.3). As matrizes A's estao implicitas na notacdoidwito, que escolhe o operaddg
se a entradgb) for |00) ou escolh&J;, se a entrada fgab) = |01), e assim consequentemente.
Essa notacao é descrita pelo autor como uma g-ROM, ja quealace fixa no circuito e ndo
pode ser alterada.

|a> —— a
|b) — b

0) ﬂUOHUlHUzHUch 0

Figura 4.3: N6 g-RAM em descricao de circuito quantico, ddde=0,1,...,2"— 1, pode ser
os operadoreksou X

Treinar uma ROM representada pela figura (4.3), € escolta@ragmatrizU; em cada uma
dasi posicbes. Essa RAM é extendida para uma nova versao qué setdtores, mostrada
na Figura (4.4). Dessa forma, o treinamento acontece manda os valores dos seletores.
Da Silva et al. propdem um aprendizado classico e quanticéepara o gRAM.

Uma rede neural com nos g-RAM é representado na Figura (4.5).

O neurdnio gRAM pode ser visto do ponto de vista completaeneatiricial através de um
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v) — ’ -
9) %—<H
[
|s1) -
|S2) -
s3) < A Az Az A -
|s4) -
0) -
Figura 4.4: qRAM node
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| —_— —>
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Figura 4.5: Rede qRAM de 2 camadas

operador unitario:

qRAM= (4.4)

cooooXoo
ocoocoooXooo
oo " 9©0oo
O_OOOOOO
XOooooop

[oNoNolNolNolNolloly
cNeoNeoNeoNoNo Rl
OOXOOOOO

O funcionamento do n6 gRAM ¢é entendido como a escolha de wetoselor parte do qubit
de entrada. Tal seletor sera o qubit de controle da operag@I @m que o qubit de saida € o
qubit alvo. Por exemplo, dada a entraida|0), o neurénio ir4 escolher o primeiro seletss,,
para ser aplicado a porta CNOT junto com o qubit de saida; @ad&adai)=|1), o neurénio
ird escolher o segundo seletts;), para ser aplicado com o qubit de saida a porta CNOT, e
assim por diante. Em uma entrada em superposi¢cdo, o neypédeescolher seletores em
superposicao e, provavelmente, gerar saidas em sup&mposicneurdnidN é representado
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pelo operador na equacgéao (4.5).

2"-1
N = ; “>n<”nASO (4.5)

Exemplo 1 do gRAM

Dada uma gRAM com o qubit de entrajda) = |0), seletoresso) = |1) e|sy) = 3|0) +3/1), e
registrador de saida, por defini¢éa), = |0).

Figura 4.6: N6 qRAM do Exemplo 1

Por seu funcionamento, como a entrada esta na base congpadaela ird escolher apenas
um seletor. Como o seu valor|@), entdo ira escolher o seletey para aplicar o operador
CNOT. Como o valor no seletor escolhid¢l$, ele ira aplicar o operador X no quipi):

CNOT|1)|0) = |1)|1) (4.6)
Como operador, a operacdo do gRAM pode ser visto como:

qRAMo>\1><i|o>+%2|1>>\o>

V2
1 1
=\0>\1>(\ﬁ|0 \72|1>)\1>

1
- 72(|o>|1>|0>|1> +10)[1)[1)[1))

)+

Exemplo 2 do gRAM

Dada uma gRAM com o qubit de entrafip) = 3|0) — 3|1), seletoregsy) = —3|0) — 3|1) e
|s1) = |0), e registrador de saida, por defini¢cgm,= |0). Algebricamente, como operador, a
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operacdo do gRAM sobre esses qubits pode ser vista como:

qRA'VI(Iw>ISO>\51>\0>) =

1 1
=qRAM((\f\0> \[2\1>) (= 72\0>—72\1>)®\0>®|0>)

1 1
—qRA'VI(\fH \fl e ((—72|0>®|0>®|0>)+(—\ﬁ|1>)®|0>®|0>))

= qRA'VI(—§|0>|0>|0>|0> - §|0>|1>|0>|0> + %|1>|0>|0>|0> + %|1>|1>|0>|0>)

11)10)[0)10) + %Il>|1>|0>|0>

NI =

1 1
= —510)[0)[0)[0) - 5/0)[1)[0)[1) +

4.3.2 QgPLN

De Oliveira et al. apontam que se a matiiz na figura (4.3) puder ser também um operador
HadamardH, essa ROM pode entédo simular uma PLN, j& que a saida antesdiigimpode
ser|0), |1), ou um estado em superposi¢cdo com amplitudes equipro\@wesnbos os estados
|0) e|1).

A propriedade randdémica do PLN é garantida pela impleméntda portad |0) = |u), por
principios quanticos [8].

O comportamento do modelo g-PLN em circuito pode ser desgeita matrizA abaixo:

onde
0% 0 o] A000=[00I0
A=lo o n ol A010=lo1x0) 4.7)
000U/ ALD=1OHO)
Al110, = [13U[0)

Em forma de circuito quantico significa que parantradas, o g-PLN tera«2" seletores e
um qubit de saidpp) = |0), conforme demonstra a Equagéo (4.7). Se os seletoresrestive
base computacional, seu comportamento € de aplicar nodpikdida o operador Identidade
(se forem|s) = |00)), aplicarem o operador X (se forefs) = |01)), aplicarem o operador
Hadamard (se forens) = |10)), ou, por fim, aplicarem o operador unitario U (se forgsim=
|11)). O poder computacional quantico parece se sobrepor asicdaguando tais seletores
estdo em superposicao de estados, ativando mais de umgaperéazendo processamento
paralelo. Um algoritmo de treinamento para o g-PLN é prapest [30].

O neurdnio trabalha com um conjunto de2 seletores|s), onden € um niumero de qubits
de entrada$i), um qubit|o) de saida e 2matrizesA.

Exemplo 1 do gPLN

Dado um n6 qPLN com o qubit de entrddg = |0), seletoress?) = |1) e|s3) = |0),
e|s}) = |1) e registrador de saida, por definicém),= |0).

=10)
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o -
D) - -
|$3) - -
|st) - -
|s5) — -
st) - AL Ao As As -
5) - -
st - -
s3) - -

o - o

Figura 4.7: N6 gPLN
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@
2) -
‘%> 1A Ao -

) - -
0) - Ao

Figura 4.8: N6 gPLN do Exemplo 1

Como a entrada estd na base computacional, o né ira escabnenairo par de seletores,
ja que a entrada @®). Pela operacdo descrita ha Equacéo (4.7), como o valor tkisres
escolhidos €10), a operagéo a ser aplicada na saiétg Eladamard:

Al1)|0)]0) = |1>|0>i2(|0> +11) (4.8)
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A operacgao do qPLN pode ser vista algebricamente como:
qPLN(\0>\1>\0>\0>\1>\0>)

0)(0)|1) —

= [0)|1)[0)[0)|1) 7

1
= 50111010 >\0>)+72(\0>\1>\0>\0>\1>\1>)

~_(10)+ 1)

Exemplo 2 do gPLN

Dada um n6 gPLN com o qubit de entrgga = 1|0) — 3|1), seletoress)) = |0) e |s3) =
\§> =|1)e \%} = |1) e registrador de saida, por definicdm,= |0). Algebricamente, como
operador, a operacao do qPLN sobre esses qubits pode secoiso:

GPLN(I)[s2)[s2)[s1)[5)10)) =
1 1

:qPLN<7|0> ~ 511)/0D111)(0)

5 (10/03]11)10) = [3)/03[11)/0))

_ %<\0>\01>\11>H 0) - [1) |01 11U [0))

NG V2
— 5(10)10B[1]0) +[0)0D |11 1)) +

= qPLN(

(10)/03]12) = (10) +]1)) ~ 1) [03]1U[0)

\[\1>\01>\11> 0)

4.3.3 Quantum Multi-valued PLN: gMPLN

A diferenca do MPLN e PLN classicos é que o primeiro tem a ddpde de armazenar ndo
somente 0, 1 @ mas pode armazenar um valor de uma probabilidade de o hifidie ser 1.

O modelo quantizado g-MPLN é apresentado em [30] e é umas&daio modelo do g-
PLN. Ao invés da matriA ser formada pelos operadoies{, H, ela é formada por matrizes
U, definidas como:

up:<Vl_p —ﬁ) (4.9)
VP v1l-p

ondep é o valor de probabilidade armazenado naquela posi¢do démaer@om esta notacao,
Uo|0) = |0), U1]0) = |1) e U%|O> = |u) que séo os correspondentes ao modelo do g-PLN. O
modelo geral g-MLPN tenp variando no dominio complexo entre [0,1]. Por exemplo, se a
probabilidade de se obter o valor 1 como saidgfer0.25, entéo:

Uo.2s = (\/W _\/O'—ZS)

v0.25 +/0.75 (4.10)
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que retornar&l) com Q25 de probabilidade, como esperado.
A figura representativa do g-MPLN é a mesma do gPLN (Figur@)4considerando ape-
nas a matriz univers®l do g-MPLN na forma abaixo:

Up O 0 0
0 Ugp O O
0 0 Ug O
0 0 0 Upy

A (4.11)

43.4 |Y) - RAM

Em [32], da Silva et al. preocuparam-se em generalizar o gitlrtBlque ele pudesse implemen-
tar o conjunto universal de operadores quanticos e, assitorisasse um Operador Quantico
Universal. Foi provado em [32] que 0 n6é gPLN com entradas fxaseja, com o terceiro re-
gistrador sendo sempf@) ndo podiam implementar o operador Hadamard e que o teorema de
clonagem de qubits era violado. Tal teorema fala da invadie tedrica de circuitos quanticos
clonarem estados quanticos arbitrarios. Essa prova send@decando que € possivel clonar
um estado de entrada se o qubjtfor sempre considerad0). Logo, a diferenca fundamental
para o gPLN é que ap)-RAM permite colocar qualquer valor no terceiro registrade seu
no.

Ent&o, o ngy)-RAM foi definido pela Equacéo (4.12), como possuindo umaaelat]i )
den qubits, seletoress) com 2x 2" qubits e a saidf) com 1 qubit. O estadfi) descreve a
entrada do ndéy)-RAM e o estadds)|o) descreve o estado quantico do n6. A saida pode ser
inicializada com qualquer valor ou usada como um registrdd@ntrada.

2"-1
N=3 linilhAse (4.12)

Dessa forma, pode-se implementar os operadores Hadamanffioké {portas quanticas
universais) com o nfiy)-RAM, dessa forma, podendo ser um aproximador de qualgreeritc
guantico existente.

As figuras (4.9) e (4.10) mostram a simulacao dos operadadarhard e Toffoli respecti-
vamente. Como dito, é necessario que o terceiro registraaopossua valor fixo.

Figura 4.9: Ngy)-ROM simulando o operador Hadamard
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|a> b a
|b) — b
c) X}— coab

Figura 4.10: Ngy)-ROM simulando a porta Toffoli

435 N6PQM

Os modelos anteriormente citados s&o quantizacOes dodoaatieredes neurais quanticas
sem peso e sao interpretados como matrizes, cujo tamardue @eponencialmente de acordo
com a quantidade de entradas. Da Silva et al. propuseram selonB@M [16] em que se
usa um estado ou um registrador quantico cujo tamanho clieeegmente com a entrada,
inspirado no modelo das Memdrias Quanticas Probabilss(M&P) propostas por Trugenber-
ger [33].

Um outro ponto a favor destacado das MQPs é que um Unico n6 MEpaz de fazer
generaliza¢do, enquanto um unico né gRAM nao € capaz, vafdd em modo probabilistico.

Da Silva et al. também propdem uma mudanca no algoritmo [@4Jrdgenberger que faz
com gue seu algoritmo nédo seja limitado a reconhecimentadeps linearmente indepen-
dentes. Para explicar o nd MQP, iremos tratar antes das nesndQP.

4.3.5.1 Memorias Quanticas Probabilisticas MQPs

Uma meméria MQP é um estado quantio® que representa gspadrdesp! em superposicao
para serem armazenados. O algoritmo que cria esta supgrp@sdetalhado em [33]. Com
este algoritmo, 2padrées podem ser armazenadosaubits. Eles sdo armazenados e salvos
em|m):

18
= 4.13
m) \mj;\m (4.13)

O algoritmo que recupera a informacéo requer 3 registradarg@rimeiroi ir receber o
padrao de entrada, o segundo registraaonde os padrées foram salvos e ird conter a memoéria
|m) e o terceirac € um qubit/c) auxiliar inicializado conH |0).

R - PR 1 2 ok ok
|l‘U0>—\/?pkzl}”_,...,hq,pl,...,pn,0>+ﬁkzl‘lla---7ln’pli"'ipn!l> (414)

Depois da parte deterministica de recuperacao, o estamticué indicado pela equacgéo
(4.15).
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y) = 1 i COSEdH(i pk)‘il in: P 'pk'0>
\/Z_pk:]_ 2n ’ yeees Ny M1y oo M
- (4.15)
Wor in—dy (i 09| Lok ke
+\/Z)k:lsmde(l,p)’ll,...,ln, pl,...,pn,1>

ondedy (i, p¥) é a distancia Hamming entiee pX. A medicdo do registradar diz se o
padréo é reconhecido ($€) = |0)) ou n&o reconhecido (3e) = |1)). Este processo pode
ser repetiddl' vezes, ja que a medicao € probabilistica, fazendo com queauoaior for a
quantidade de vezes medida, mais proxima da certeza deesessaquela entrada pertence
aquela classe. Se o quhit for |0), classifica-sé como reconhecido e mede-se o registrador
de memoria a fim de identifica-lo.

Retornando ao n6 MQP, verifica-se que ele também ira fazeyaepso de armazenamento
no registradofm) dos padrdes em superposi¢ado descrito anteriormente pdefand a medi-
cao desse qubit, pois medir € colapsar e perder informagdiesus$ estados, obrigando refazer
0 processo de armazenamento de padroes em superposicao.

Um né MQP den qubits de entrada tem trés registradores: o primeiro é stragori com
n qubits que € a entrada do no; o segundo é o registradgue armazena a memaoria do no,
através do algoritmo detalhado por Trugenberger, e o teroegistrador € @ com um unico
qubit. A medicdo desse ultimo registrador, como foi explacanteriormente, dira se o padrao
apresentado na entrada pertence ou ndo aquele padrdo. OPé@n&E possui™2+ 1 qubits.

O aprendizado do n6 MQP é entdo a criagcdo da superposigate todos os padrdes a
serem armazenados como treinamento citado anteriornmatedetalhado em [33]. O custo
de treinamento é linear em relacdo a quantidade de padr@esjumto de treinament@(n,).

Figura 4.11: N6 MQP

Para avaliar um novo padrdo ao no, a entrada € aplicada ao M dU® pode ser visto
como um operador quantico descrito em forma de circuito pejara (4.11). A medicédo do
registradoc ird determinar se o nd pertence ou hao ao padrao sobre astesgubbabilidades:

P(lc) =10) = 31 5¢0 (530 (i, P))
P(lc) = |1)) = Sy 3 SIMP(F5du (i, )
Uma desvantagem do né qRAM é que um Unico n6 ndo € capaz degizeralizacao.
Com o0 n6 MQP, como a distancia entre a entrada e os padroesearatms enm) levam em
conta a distancia Hamming, entéo, ele é capaz de genenadizaé possivel que essa distancia
seja muito grande, grande, mediana, baixa, etc. Essa gatde distancia continua € refletida
no qubit de saida, que dara a probabilidade daquele padi@mper ao conjunto armazenado.

Uma limitacdo do n6 MQP é sua saida probabilistica. Isso pedainimizado executando
0 n6 um numero grande de vezes e valorando a entrada com arsasdfaequente [35].

(4.16)






CAPITULO 5

Modelos de Dinamicas para Neurdonios Quanticos
Sem Peso

. Muitos algoritmos quanticos seguem um comportament@aitiente iterativo. O algoritmo
de busca de Grover repete seus passo®e{n) vezes [5]. Tradicionalmente, essa repeti-
cdo de passos é vista como a repeticao fisica do conjuntoetadipes e portas quanticas
O(y/n) vezes. Mas ela pode ser entendida como um conjunto de opesaglee, atraves de um
"loop"fechado, reaplica sua saida & entrada e os qubits edwlos depois d®(,/n) ciclos
dessa iteracdo. Apesar de alguns algoritmos quanticaos f@@priedades iterativas, eles sao
desenhados com portas quanticas aciclicas, apesar daampare motivacdo de utilizar-se
redes ciclicas.

O que se motiva estudar redes ciclicas na computagéo cquérjice 0 comportamento ite-
rativo € muito utilizado na computacéo tradicional. Os codus "faca enquanto'e "repita“sao
subrotinas frequentemente utilizadas nos programas eggo@demplicado implementé-las por
meétodos aciclicos. O desenho da solu¢cdes em hardware jé&potito para ter circuitos de
realimentacdo, como os de sistemas de controle.

Outra razdo para querer estudar redes ciclicas de portaiaasaé o fato de que alguns
sistemas fisicos podem requerer um comportamento de rgae eotradas e saidas sejam
dependentes. Isso acontece em sistemas de controle e paaesplificado por um robot
qguantico [36] [37] interagindo com um ambiente para navégamu identificacdo, onde um
computador quantico controla suas operagfes. Entendemdo ge vista aciclico esta arquite-
tura robadtica é muito dificil dado que o robd quéantico engltdbmuitas variaveis e um volume
de dados em que a decisado atual estaria associada com adetesdor. Um outra razado para
estudos ciclicos de redes é entender sua relacdo com ompeotééeParada. Em redes aciclicas,
€ possivel determinar se um algoritmo parara, porém, estpatdamento ndo é provado para
o0 comportamento ciclico de complexidade arbitraria. Esiblpma € equivalente ao problema
da parada das Maquinas de Turing [39].

Em [39] é possivel entender a dinAmica de redes ciclicagiqgagnsob o ponto de vista dos
operadores, sua andlise de fase, pela extracédo de seuwsburs, auto-vetores e auto-estados.

No contexto de processamento de informacao quantica, [88jdlemonstrou que infor-
macédo em rede ciclica se beneficia onde nenhuma medicda.€Reittm, a unitariedade das
transformacgdes quanticas geralmente impede a sensiligdgponencial as condi¢des inici-
ais, embora haja excecdes [17], assim como a medicdo denasiguanticos afeta sua di-
namica [15] e um comportamento ndo-linear pode emergir steraa. Este comportamento
nao-linear é de interesse de quem analisa sistemas dirsn@dmusca de comportamento cao-
tico.

27
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Neste capitulo, apresentamos modelos de dindmicas cadtieaiteram sobre neurdnios
guanticos. Como referéncia de dindmica, analisamos a @iagroposta por Kiss et al. através
da utilizacdo de um operador ndo-linear criador por Beclmnedml [14]. Essa transformacéo
embora seja ndo-linear (e ndo preserve o traco) é fisicarpestdvel de ser realizada num
laboratério, conforme explica o autor, pois a Unica difiedlel de sua implementacao seria por
deficiéncia inerentemente tecnoldgica.

Inicialmente, um modelo de dindmica simples é proposto saderifica alto grau de sen-
sibilidade paramétrica, além de um comportamento sergs$wadloracoes das casas decimais.
Além disso, através desse modelo simples, podemos venfieaos valores dos seletores po-
dem dar ao né um comportamento convergente ou ndo em suaicinds demais modelos
analisados foram inspirados em um modelo ndo-linear gtieoli@roposto por Kiss et al.

5.1 Modelo de dindmica simples para o gRAM (mds-gRAM)

Analisar a dinamica de um modelo € fazer com que sua saideesdij@entada como entrada
e acompanhar a valoracdo e comportamento desta saida. fid desaomputacdo quantica, é
de que "medir"a saida para realimenta-la na entrada é pefdenacéo. Se, antes de medir, as
amplitudes assumiam valor complexo e estavam em supegijpagidntica, depois de medir um
estadax |0) + B|1), iremos enxergar com probabilidade$® e | 3|? os estados respectivamente
|0) e |1). Neste modelo, entdo, investigamos a dindmica do gRAM iexlweo valor do qubit
de saidgo) através de uma "medi¢@o"das amplitudes. Esta dindmicaeseooom a seguinte
realimentacao:

W)t 41 = ARAM(|Y),) (5.1)
onde|y) = [i)|so) |s1)[0)-

5.1.1 Medindo o qubit de saida

Apesar dos operadores do gRAM serem em suma operadores QWN{DIcONntrolados), onde
0 qubit de saida é sempre o0 qubit-alvo e as entradas escothestetores que serédo qubits-de-
controle, ndo se é possivel determinar qual o estado qoatdiqubit de saida isolado apos a
operacdo. Apresentamos a prova deste teorema abaixo:

Teorema 5.1.1.Qubits em superposicdo que sdo controlados pela familigpel@adores do
tipo U-Controlado sdo emaranhados.

Prova: Se considerarmos os qubitse |v):

U = (‘E,‘) (5.2)
V) = (g) (5.3)

O produto tensorial entre eles é:
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ac
ad
bc
bd

Se aplicarmos a este qubit a operacédo do U-Controlado aodegubit, onde U é:

U(a) = <cos(a) —ser(a)) (5.5)

sera) coga)

ulv) = (5.4)

Entao:

ac

ad
AUIN) = | bey cogta) — b ser(a)
bex ser(a) +bd+coga)

(5.6)

O qubit|u) ndo deveria ter sido modificado pela operacdo e pareceivotaithar que o
segundo qubitv) seja recuperavel na sua forma de estado quéntico. Provamgueondo é
possivel, a ndo ser que haja restricdo no operador U.

Considerando que apenas o segundo qubit deveria ter sidiicadd, o qubit|u) € o
mesmo inicial. O segundo tem valor desconhe¢tio ; = x|0) +y|1).

O produto tensorial entre eles déawv.1) = ax/00) 4+ ay|01) + bx/10) 4 by|11). Igualando
Ay |uy|v) com|uw,1), para qubits de que ndo estejam na base computacional, teros

c=X
d=y

cxcoga)—dxsera) =X
cxser(a)+dxcoqa) =Y.

(5.7)

Como podemos ver, os termos em funcdo do primeiro qubit sodesrequacdes e ha
condi¢cdes somente sobre o segundo qubit. Uma delas é quéits sgjam iguais antes e
depois da aplicacéo do operador U. Isso s6 aconteae=s@, ou sejdJ = Identidadee que
c=d=Xx=Y, ou seja, os qubits)) = |v) = \/%(|O> +11)) devem ser iguais e possuir amplitudes
iguais nos seus estados.

Isolando(coq o) — 1) na terceira e quarta equagdes anteriores, uma outra cordliqd
posta, a de qug? = —x°.

Ou seja, para ser possivel extrair o qubit operado € neaesgdr o U-controlado seja o
operador identidade e que os qubits sejam iguais e em angsiiguais. Logo, ndo é possivel
extrair o qubit alvo quando um par de qubits sdo aplicados mnoperador U-Controlado,
como é o caso do gRAM e dos outros modelos de neurdnios gaéntic

Considerando esta prova, mostraremos qual a estratégiagpagpara medi¢do do qubit de
saida. Ao aplicarmos um estado quantigd num operador gRAM, teremos apos disso um
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outro estado quéantico. A idéia proposta entdo € extrair @ gigbsaida pela medicdo desse
novo estado quantico. Por exemplo, se temos um estado detg [g)b= ay|00) + a;|01) +
a,|10) + ag|11), a teoria nos diz que o segundo qubit assumira com probateg|? + |a|?
o valor|0) e|a;|2+ |ag|? o valor|1).

Neste caso, se temos um estado quantico de 4 quhkitz ), entdo ele tera o seguinte
formato:

@0\ |0000
¥) = wl ‘O(_).(_)D (5.8)
¢rs/ [1117)

Descobrir as probabilidades de encontfare |1) no ultimo qubit € considerar, entédo, a
soma das probabilidades dos estadasD) e |xxxl), respectivamente. Para isso, soma-se as
normas ao quadrado das posi¢Oes pares desse vetor e s¢rdbamplitude do estadid) a raiz
dessa soma. O mesmo se faz com as posi¢des impares e arébairplitude do estad) a
raiz dessa soma.

af= > |l (5.9)
ipar

Br= 5 |l (5.10)
impar

|0>saida: al0) +B|1) (5.11)

Se considerarmos que a entraidasteja na forma:

i) = (:‘D (5.12)

\SO>=< ) (5.13)
1) = (

E que o qubit de saida esteja no formato:

|o) = (B) (5.15)

Que os seletordsy) e |s1) sdo:

) (5.14)

O estado de entrada sera:
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?o*ﬁ*s&)*a
!0*%*8}*0
!yk%*ﬁ*a
!O*S(l)*s%*a
W= 133 516
!1*%*3}*0
!1*5(1)*§*a
|1*s(1)*s%*a

il*%*§*ﬁ

Quando aplicamos a entrafdp) ao qRAM, temos a seguinte saida:

!0*%*5(1’*01
!0*%*%*0
IO*S(l)*sfl)*ﬁ

qRAM ) = ;1*3*89*0{ (5.17)

O que significa que as amplitudes do qubit de saida podem skaases extraidas:

a® = |iosgsi ot [+ liospsta >+ [i1s9sta |+ |irsgsiar |* + [ios9S B> + liososiBI* + 1193 B |* + i1 5y B
(5.18)

B? = liogsla|?+iosysta|?+irshsya |+ [irsgsyar [+ [i0sGSi 812+ lioshstB % + 115981812+ li1s5si B
(5.19)
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ApOs extrair o qubito), experimentamos (a) realimenta-lo nele mesmo e (b)nelenmes
na entrada.

5.1.2 Analise

Ao realimentar a said@) nela mesma, verificamos um comportamento convergenteréSigu
(5.1), (5.2), (5.4), (5.5), (5.6)) e ndo-convergente (Fag(5.3)) a depender dos valores dos
seletores.

Ao realimentar a saidg) no qubit de saida e no qubit de entrdda verificamos tam-
bém um comportamento convergente, assintoético (Figurd3, (%.9), (5.10), (5.11)) e nao-
assintético (Figura (5.8)) a depender dos valores dososetet

Tais resultados demonstraram uma sensibilidade consalend valores iniciais e depen-
déncia dos valores decimais para ditar o seu comportarepiossivel verificar que o compor-
tamento extrapola seu padréo anterior simplesmente patoggu valores nas casas decimais
suficientes para modificar 0 seu comportamento. Isto é \pstoexemplo, na Figura (5.11),
gue demonstra que apesar de o valor parecer ter convergi@beaems 10 e 4¢ iteragbes, 0
comportamento € alterado e muda seu valor de convergéneaid.fa

As figuras que demonstraram nao-convergéncia parecensegpae uma modulacdo em
amplitude AM.

Através da exploracéo das possibilidades das amplitudgsitibde entrada e fixando os
seletores podemos ver o comportamento convergente ou rdinahaica, na Figura (5.12).

Nas Figuras (5.13), (5.14), (5.15) e (5.16), pode-se varificcomportamento da conver-
géncia dado a fixagdo da entrada e a variagdo das amplitusiesldtores. Vemos que valores
minimos ou maximo em ambos 0s seletores fazem, em sua graoléaycom que 0 compor-
tamento divergente aconteca. Considerou-se como comtergeritério dax, = x,_1 paran
consideravelmente grande. Os experimentos mostraramnguesuficiente seria 50.

Os experimentos foram executados na linguagem Python@u@é.8ambém utiliza o GCC
4.6.3, em um computador 64 bits, processador@bre ™i3 CPU M 350 @ 2.27GHz x 4.

05 Dinamica gRAM

0 20 40 60 80 100
iteracao

Figura 5.1: Modelo simples de dinAmica - saida realimenpada ela mesm@’) =|1), |s) =
0), [s1) =10}, [0) = Z5(10) + 1))
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0 20 40 60 80 100

Figura 5.2: Modelo simples de dindmica - saida realimenpada ela mesmgV) :%(|O> +
1)), [so) = 10), [s2) = 75(10) + 1)), |0) =[0)

0 20 40 60 80 100

Figura 5.3: Modelo simples de dinamica - saida realimengada ela mesma e na entrada
W) =11),|s0) =10),|s1) = [1),]0) =0)

Dinamica qRAM

20 40 60 80 100
iteracao

Figura 5.4: Modelo simples de dinamica - saida realimenpada ela mesm@) = %(IO) +
1)), Iso) = [0), [s1) =5(10) + 1)), [0) =[1)
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mplituds
e © o © o o o o o

0 20 40 60 80 100

Figura 5.5: Modelo simples de dinamica - saida realimenpada ela mesm@) = %(\O) +
1)), so) = 1), [s1) =5(10) + 1)), [0} =[0)

mplitud
°
P

o 20 40 60 80 100

Figura 5.6: Modelo simples de dinamica - saida realimenpadia ela mesma e na entrada
W) =11), [so) = [0), Is) = |0}, [0) =5(10) +]1))

0 20 40 60 80 100

Figura 5.7: Modelo simples de dinamica - saida realimenpadia ela mesma e na entrada
W) = 5(10) + 1)), Iso) = |0), Is1) = 5(10) +11)), [0} =[1)
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Dinamica qRAM

20 40 60 80 100

Figura 5.8: Modelo simples de dinamica - saida realimenpada ela mesma e na entrada
W) =11),|s0) = 1), |s1) = [1),]0) =[1)

Dinamica gRAM

0_ |

20 40 60 80 100
iteracao

Figura 5.9: Modelo simples de dinamica - saida realimenpada ela mesma e na entrada
W) = 55(10)+11)), Iso) = 1), |s1) = [1),]0) = 1)

0 20 40 60 80 100

Figura 5.10: Modelo simples de dinamica - saida realimenfaa ela mesma e na entrada
W) = 1), Is0) = [1),]s2) = Z5(10) +1)), [0) = 5(10) +|1))
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o Dinamica gRAM

amplitude

< o o
2
—

Figura 5.11: Modelo simples de dinamica - saida realimenfaaa ela mesma e na entrada
W) = 5(10)+ 1)), Iso) = 5(10) +11)), [s2) = [1),]0) = |0)
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|1> $amplitude”2$ of input qubit$
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|0> $amplitude”2$ of input qubit$

Figura 5.12: Modelo simples de dindmica - analise do comapmghto convergente quando
a saida é realimentada para ela mesma e na entrada. Os giresergam as variagcdes das
amplitudes do qubit de entrada para seletores fijggs= %(|O) +11)), |s1) = |1),|o) = |0).

Pontos em azul representam convergéncia e vermelho dne@agé
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Figura 5.13: Modelo simples de dindmica - analise do comapmghto convergente quando
a saida é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixgsrepeesentam a am-
plitude do qubit|0) dos seletoresy e s; respectivamente para um qubit de entrada fixo.
i) = 0.447213595®) + 0.8944271911) . Pontos em azul representam convergéncia e ver-
melho divergéncia
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Figura 5.14: Modelo simples de dinamica - analise do corapmghto convergente quando
a saida é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixgsrepeesentam a am-
plitude do qubit|0) dos seletoresy e s; respectivamente para um qubit de entrada fixo.
i) = 0.63245553203®) + 0.77459666924[1) . Pontos em azul representam convergéncia
e vermelho divergéncia
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Figura 5.15: Modelo simples de dindmica - analise do comapmghto convergente quando
a saida é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixgsrepeesentam a am-
plitude do qubit|0) dos seletoresy e s; respectivamente para um qubit de entrada fixo.
i) = 0.77459666924/D) + 0.632455532034) . Pontos em azul representam convergéncia

e vermelho divergéncia
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Figura 5.16: Modelo simples de dinamica - analise do comapmghto convergente quando
a saida é realimentada para ela mesma e na entrada. Os eixgsrepeesentam a am-
plitude do qubit|0) dos seletoresy e s; respectivamente para um qubit de entrada fixo.

li) = 0.8944271910) + 0.4472135958.) .

melho divergéncia

Pontos em azul representam convergéncia e ver-
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5.2 Modelo de dinamica quantica do Kiss et al.

Kiss et al [15] prop6em uma analise de dinamica de um qubitartido o operador de trans-
formacao ndo-linear, proposto em [14]. Esse operador tenoadilidade j& conhecida a pos-
sibilidade de diferenciar de forma otimizada entre estattospin-1/2 ndo-ortogonais. Ela é
mapeada pela Equacéo (5.20), ohté o fator de normalizacay ¥ pizj.

S
p=5S0. pij > Npj (5.20)
Entéo, se temos um Unico qubit, a transforma@fcoposta por Bechmann seria:

|W)entraga= a10) + B[1) 5 W) saida= N(az|0> +Bz|l>) (5.21)

Kiss et al. [15] prop6em incluir essa transformapara simular uma dinamica de um
qubit. Através dessa dinamica, torna-la altamente namliitom a inclusdo do operadbr
genérico de rotacado do qubit no espaco de Hilbert, com \@g&e ¢, como demonstrado na
equacgéo (5.22).

B cogx)  sin(x)e?
Ui ) = ( —sin(x)e'?  cogX) (5.22)
Fazemos abaixo, de forma detalhada, o processo propostdigwet al, sem pular as
etapas algébricas que sdo omitidas em seu artigo iniciasi@erando um estado inicial puro
do qubit, com a seguinte notacéo:

W= N(Z0) + 1)) (5.23)

1
. ) G .
um operador de rotacdo genérico sao aplicados. As aplisag®ses operadores sdo descritas
abaixo:

onde N é o fator de normalizacédo do qubit=

Um operador quadrétic[14] e

@) =N(Z0) +[1)) > |¢2) = N(Z(0) + 1))

_ _ 2
Ul42) = |W3) = N((Zcog(x) + sin(x)€?)|0) + (—sin(x)e™'?Z* + cogx))|1)) &2

Esse estadfys) é o estado quantico de saida ap0s a primeira iteragdo dmaidteamico.
Para recuperar o valor deapés essa dinamica, € preciso deixar o estado quanticoma for
original:

|Wsaiaa) = N(Z]0) + 1)) (5.25)

Se pegarmo$ys) e dividirmos o valor da amplitude ef) pelo valor da amplitude eni),
chegaremos ao novo valor de z:

Z2cogx) +sin(x)é?

~ —sin(x)e 1922 + cogx) (5.26)
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Nota-se que o fator de normalizac@o ndo precisa ser levadmeta pois se anulara nessa
divisdo entre as amplitudes.
Considerand® = tan(x)€'?, temos a formula analitica deste modelo de dinamica, edtuda
em [15]:
Z+p

5.3 Modelo de dinamica simples com estado puro para gqRAM
(mdsep-gRAM)

O gRAM possui uma estrutura quantica que dado n qubits dadmtnecessita-se a inclusao
de mais 2 + 1 estados quanticos'[para os seletores e 1 para o qubit de saida). O processo
de medicdo do qubit de saida também é realizado neste mddelderencial € que, apds a
medicdo desse ultimo qubit, um valor Unico representat@gtedestado € extraido. A partir de
seu valofjo) = a|0) + 3|1), conseguido pela medicéo, destacaremos o valorformato puro
sugerido por Kiss et al:

|O>puro: N(z|0) +[1)) (5.28)

Através deste formato, é possivel ter uma variavel em qudjn@amica, possa-se extrai-
lo e verificar seu comportamento. E facil imaginar que pasa énecessario fazer a diviséo
z= % SeB é 0, entdo a divisdo vai a infinito e a dindmica perde seu senbéssa forma,
consideramos que quan@o=0,z=a.

As dinamicas com este formato de estado puro apresentanocamento bastante inte-
ressante: a grande maioria dos experimentos, os valoresrgem para 0.5 e ndo houve, nos
exemplos colhidos, situacdo em que a dindmica ndo tenha&icpde. Alimentar a saidgp)
no seu qubito) e no de entradd) ndo modifica o comportamento. Nao se notou a diferenca
entre os resultados de ambos os processos.

Dinamica qRAM

amplitude

iteracao

Figura 5.17: Modelo simples de dindmica - saida realimenfeda ela mesma e na entrada
W) =11), [so) =0),|s1) = [1),]0) = |0)

O Conjunto Julia Preenchido deste modelo é simples comoranasfigura (5.19). A
execucao deste algoritmo € lenta, pois se trata de uma figaram pontos dentro do circulo
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Dinami ca QRAM

0 50 100 150 200
iteracao

Figura 5.18: Modelo simples de dindmica - saida realimenfeda ela mesma e na entrada
W) = 55(10)+ 1)), Iso) =10}, Is1) = 5(10) +[1)), [0) = |1)

unitario (pretos), permanecendo todas as iteracdes dersraida nele - o que a torna lenta.
Nos experimentos realizados, parece que incluir o operalptinear de Bechmann [14] nédo
modifica o0 comportamento do conjunto Julia Preenchido.

Figura 5.19: Modelo simples de dindmica - Na imagem, reptagéo grafica do Conjunto
Julia Preenchido

5.4 Modelo de dinamica elitista nao linear de estado puro parqRAM
(mdenlep-gRAM)

Com o objetivo de nao precisar fazer medi¢do do qubit de sedaao € o funcionamento das
dindmicas anteriores, esse modelo é proposto. Mas entamresunperar um valor Unicodos
estados quéanticos como no modelo do Kiss se ndo temos coragyan® qubit de saida),
como foi provado pelo Teorema (5.1.1).

Neste modelo, para nossa simplificacdo, apenas algun®estaciais sdo considerados
para a dindmica - por isso o nome elitista. Dessa forma, posl@ompanhar a dinamica sem
gue os qubits sejam emaranhados e o valmmplexo possa ser resgatado. O modelo pode
ser divido em duas etapas. Na primeira versao desse modatémlep-qRAM-1 ha o uso de
um operador nao-linear de soma de amplitude e o uso de umdoperao-linear quadratico.
A segunda versdo do modelo mdenlep-gRAM-2 considera a ocoetnaria das duas etapas
anteriores, ou seja, primeiro o operador ndo-linear qtiadré utilizado e depois é aplicado o
operador ndo-linear de soma de amplitudes.

Na etapa de soma de amplitude, um operador ndo-IX@zrlui um valor imaginaria@ nas
amplitudes de0) e |1) , como descrito:

) =N(Z0) +]1)) = [gs) = N((z+0)[0) + (1+)[1)) (5.29)
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A segunda etapa inclui o operador ndo-linear de purificaghestihdos misturados [14]
descrito no inicio dessa sec¢ao. Para um unico qubit, o socesdé desta forma:

) = N((z+0)[0) + (1 +0)|1) >

(5.30)
|ths) = N((z+€)?0) + (1+¢)?|1))

Como o operador gRAM exige'2- n+ 1 qubits no total, como foi dito, para nossa sim-
plificacdo, consideraremos 0 modelo de estado inicial peasa um qRAM de quantidade de
gubits de entrada n=1, apenas os estados abaixo séo cadsister

@) = N(z/0100 +[0101) + 20110+

5.31
+]0111) +2/1010 + 1011 + 271110 + [1111)) (5:31)

Tais estados foram escolhidos pois serdo os unicos afeadnsio o qRAM for aplicado
devido a natureza do operador CNOT que caracteriza o gRAMiehsais amplitudes séo
zeradas para simplificar nosso processo de captura do z ag@steracdo da dindmica. Essa
simplificacdo do problema permite que o gRAM seja modeladnoca aplicagdo da porta
CNOT para 4 pares de qubits no formato de estado quéantico puro

Se repetimos a operacao explicada anteriormente de isolame valor dez na sua forma
analitica, encontraremos que nosso modelo mdenlep-gRAddtlta em:

2
Fe(2) = ((2182 (5.32)

O modelo mdenlep-gRAM-2 inverte a ordem de aplicacdo dosadpees néo-lineares,
gerando a expresséao analitica facilmente encontrada:

1+c
F.(Z) = 5.33
C(Z> 22+C ( )
5.4.1 Analise

O comportamento do sistema é visto pelo Conjunto Julia pfeéa nas Figuras (5.20)-(5.21)
para o modelo 1 e Figuras (5.22)-(5.25) para o modelo projibst

Os Diagramas de Orbitais sao visualizados para valoregnaaginarios nas Figuras (5.26)
e (5.27) e para os modelos de dinamica 1 e 2 respectivamergessiel identificar caos em
alguns dos valores de
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Figura 5.20: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-g1 apbco gRAM, ¢=0.0 + 3.0j

Figura 5.21: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-g1 apbco gRAM, c¢=0.5 + 1.0j

Figura 5.22: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-g2 agbco gRAM, ¢=0.0 + 0.5]

Figura 5.23: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-g2 agbco gRAM, ¢=0.0 + 10.0j
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Figura 5.25: Conjunto Julia Preenchido para o MCD-g2 apbco gRAM, c¢=0.5 + 1.0j

|z|=2.0

|z]=0.0

c=-2j c=0.25j

Figura 5.26: Diagrama Orbital para o MCD-q2 aplicado ao qRAMpois de varias iteracdes,
os valores absolutos de z sdo plotados no intervalo de -Qj26k
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|z|=2.0

|z]=0.0

c=-2j c=0.25]j

Figura 5.27: Diagrama Orbital para o MCD-q1 aplicado ao qRAMpois de varias iteracdes,
os valores absolutos de z sdo plotados no intervalo de -Qj26k
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5.5 Modelo de dindmica simples para ¢)-RAM (mds-|)-RAM)

O |Y)-RAM possui mais fungdes a serem executadas por padrdo do gRAM. |)-RAM
permite inserir o0 operador quantico genéiigeem suas operacoes, abrindo margem para que
haja algum parametro livre para a simulacao de sua dinaseoa,necessidade de impor um
parametro extra. Abaixo, encontram-se duas formas prapo&t modelar a dindmica de um
no |P)-RAM: (a) a saidgo) é sempre realimentada nela mesma e (b) a saidarealimentada
nele mesmo e no qubit de entrada. Neste modelo, analisanmamocdamento da amplitude
do qubit de saida. Em ambos o0s casos, a saida é realimentzla apocesso de medicao
explicado nos capitulos anteriores, sendo, entdo, umianegagh¢cdo sempre no dominio dos
reais. A dinamica tem o0s seguintes passos:

|Wsp) = [i)[8)]or) * | @) — RAMy

|0r+1) = Medigad|o)) (5.34)
Paralg:
cofa) sin(a)
U(a)= ( —sin(a) coga) ) (5.35)

iiiiiiiiii

Figura 5.28: mdsy/)-RAM - Analise da amplitude do modelo dpsi)-RAM, onde i) =
11),Is0) = 10),[s1) = [0),[s2) = [1),]s3) = |1), |0} = |0) e @y = 2
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0.2

10> probability of output qubits

0 20 40 60 80 100
iterations.

Figura 5.29: mdsy/)-RAM - Analise da amplitude do modelo dpsi)-RAM, realimentando a
saida apenas na saida, ofitle- 7 (|0) +|1)), [so) = [1),|s1) = [1),|s2) = |0}, |ss) = [0}, |0} =

|1) eay :g

10> probability of output qubits

0
01\‘/\/\/vv—\

0 20 40 60 80 100
i

Figura 5.30: mds¢)-RAM - Analise da amplitude do modelo dpsi)-RAM, realimentando
a saida na saida e no qubi de entrada dijde |0),|sp) = |0),|s1) = |0),|2) = |1),|S3) =

11),10) =1(10) +|1)) eay =7

1-RAM Dynamic

0.1 /\/\/\/\W
0

10> probability of output qubits

0 20 40 60 80 100

Figura 5.31: mds¢)-RAM - Analise da amplitude do modelo dpsi)-RAM, realimentando
a saida na saida e no qubi de entrada dijde %(|O> +11)), |so) = |0),|s1) = |0),|s2) =

1), 158) = [1), o) = (10 +[1)) eay =2
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10> probability of output qubit$
o °o °
—

20 40 60 80 100
iiiiiiiiii

Figura 5.32: mds$¢/)-RAM - Analise da amplitude do modelo dpsi)-RAM, realimentando
a saida na saida e no qubi de entrada dijde |0),|so) = |1),|s1) = |1),|2) = |0),|S3) =

0).]0) =15(10) +|1)) eay =7

20 40 60 80 100
iiiiiiiiii

Figura 5.33: mds$#/)-RAM - Andlise da amplitude do modelo dpsi)-RAM, realimentando
a saida na saida e no qubi de entrada dijde |1),|sp) = [1),[s1) = |1),|S2) = |1),|S3) =
1),]0)=[0) ey = 7

20 40 60 80 100
iteration$

Figura 5.34: mds$#/)-RAM - Andlise da amplitude do modelo dpsi)-RAM, realimentando
a saida na saida e no qubi de entrada qnde%(\O) + 1)), |so) = |1),]s1) = |1),|2) =

1), [s3) = |1),]0) = [0) e oy = \/Té
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5.6 Modelo de dinAmica n&o-linear de estado puro para gJ)-RAM
(mdnlep-|)-RAM)

O |Y)-RAM permite inserir o operador quantico genérigpem suas operagdes, abrindo mar-
gem para que haja algum parametro livre para a simulacéoadéirs@aimica, sem necessidade
de impor um operador extra. Neste modelo, analisamos a dia&uobre o ponto de vista do
Conjunto Julia Preenchido. Do ponto de vista experimertalficamos que sem o operador
ndo-linear S, a dindmica € simples e ndo ha representagfiéficsitivas, logo sua presenca é
fundamental para a dinamica. Abaixo, encontram-se duasa®propostas de modelar a di-
namica de um n@)-RAM: (a) a saiddo) é sempre realimentada nela mesma e a enfrada
e os seletores) sdo sempre os estadds e (b) o resultado da saida) é realimentado nos
qubits de entrada e seletores. Em ambos o0s casos, a saidisnéntzla apos o processo de
medicéo explicado nos capitulos anteriores, sendo, amérealimentacdo sempre no domi-
nio dos reais. Apenas o operador ndo-linear S [14] é utitized forma que a dindmica tenha
0S seguintes passos:

0) = N(z|0) +1|1)) >
|0s) = N(Z|0) +17[1))
|Wsp) = li)|s)|os) * [@) — RAM,

log) = Medicad|ysp)) (5.36)
l0g) = a|0) + B[1)
_a
41 = E
Para U: '
o= (a0 2

Vale-se salientar que a dinamica ndo apresenta CAOS quasaida é escolhida inicial-
mente comdO0). Iniciar a dindmica com esta valoragdo parece restringomportamento a
um subespaco de solu¢cdes em que todos os orhialsj, com ac [-2,2] e be [-2,2], perten-
¢am ao conjunto de Julia Preenchido. Sendo assim, nossaidanf acontece colocando os
valores iniciais no qubit de saidia) = N(z|0) + (1))

Quando apenas a saida é realimentada, e a entrada e sedétwescolhidos comd), a
dindmica do né quantico acontece como se o operador U estigesnido aplicado completa-
mente a um unico qubit. A Unica diferenca entre o modelo mmteente detalhado do Kiss et
al. é que as amplitudes dos qubits séo valores reais. Comisaw@a fosse:

F(2) = |2 +¢|

_ bl N 5.38
| —Z2px* +1] ( )

Por simetria, podemos verificar que a entrada pode ser c@amanmo qualquer valor em
superposicao, pois ela esta apenas ponderando a padicigagada uma das duplas de sele-
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(a) Figure (b) Figure

Figura 5.35: mdnlepg)-RAM - Conjunto Julia Preenchido para o Modelo de DinamicaNa
linear Yy-RAM paraty = 0.1. A esquerda, o conjunto da saida realimentada apersasdza A
direita, a saida é a realimentada em todos os qubits de antrad

tores e, como ambos séo igugld), ponderam os mesmos valores, que sdo os resultados do
operador U no qubit de saida.

Quando a saida é realimentada em todos o0s qubits de entralééoees, 0 comportamento
da funcéo a ser visto de forma analitica € extensa.

5.6.1 Andlise

As sensibilidades a dindmica é muito mais expressiva no lm¢gie-RAM, como podemos ver
nas Figuras (5.28)-(5.34). Nos parametros escolhidosehem todos os casos convergéncia
absoluta. Esse modelo é expressivamente sensivel ao swot@sdinamica, demonstrando
comportamento néo-linear significativo.

Através da plotagem do Conjunto Julia Preenchido, nas &sg(%.35)-(5.38), podemos
verificar que a saida realimentada nela mesma provoca netegde no conjunto. Podemos
ver simetria e sensibilidade a condicé&o inicial.
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(a) Figure (b) Figure

Figura 5.36: mdnlepy)-RAM - Conjunto Julia Preenchido para o Modelo de Dindmica-Na
linear Yy-RAM paraty = 0.9. A esquerda, o conjunto da saida realimentada apersasdza A
direita, a saida é a realimentada em todos os qubits de antrad

(a) Figure (b) Figure

Figura 5.37: mdnlepg)-RAM - Conjunto Julia Preenchido para o Modelo de DinamicaNa
linear Yy-RAM paraty = 1.0. A esquerda, o conjunto da saida realimentada apersasdza A
direita, a saida é a realimentada em todos os qubits de antrad
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9,
OOO

(a) Figure (b) Figure

Figura 5.38: mdnlepg/)-RAM - Conjunto Julia Preenchido para o Modelo de DinamicaNa
linear -RAM paraty = 0.8. A esquerda, o conjunto da saida realimentada apersasdza A
direita, a saida é a realimentada em todos os qubits de antrad

5.7 Comparacdo Quantitativa dos modelos

5.7.1 Definicdes
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Modelo

Neurbnio
Quantico

Resumo

Modelo de dinamica gqRAM

simples (mdsg-RAM)

Foi verificado que a amplitude do qubit de saida é

sensivel as condi¢des iniciais através de uma d

ina-

mica de medicdo com realimentacdo da saida (a)
na prépria saida; (b)na prépria saida e no qubit de

entrada

Modelo de dinamica gqRAM

simples com estadp

puro (mdsep-gRAM)

Foi verificado que a amplitude do qubit de saida é

sensivel as condic¢es iniciais através de uma d

ina-

mica de medicdo com realimentacdo da saida (a)
na propria saida; (b)na propria saida e na entrada.
O diferencial neste modelo é que o qubit que &

realimentado estd no formabd(z|0) + |1)). Por
possuir um parametro z, gerou-se o conjunto J
desse modelo que é simples.

Modelo de dinamica gqRAM

elitista n&o linear de es
tado puro para qRAM
(mdenlep-qRAM)

ulia

N&o é preciso aplicar o operador de medi¢do neste
modelo, mas é elitista porque restringe os estados
iniciais a apenas aqueles atingiveis pelos operado-
res do ndo-controlado do gRAM. Possui alta sen-

sibilidade paramétrica apresentada pelo Coniju
Julia Preenchido. Um operador né&o linear X
apresentado para que haja parametrizagéo de
constante ¢ no modelo. A ordem de aplicacao
operador nao linear S e do operador néo-lines
modifica o0 comportamento do sistema.

Modelo de dinamica |¢)-RAM

simples para o|y)-
RAM (mds{y)-RAM)

Foi verificado que a amplitude do qubit de said
sensivel as condic¢des iniciais através da realin
tacdo dele (a) na propria saida; (b)na propria s
e na entrada. Essa dinamica tem comportam
nao-linear rico em mudancas de convergéncia
causa das valorac¢des decimais nos valores do
bits durante a dindmica. Por possuir o operadg
com o parametro t, gerou-se o conjunto Julia de
modelo, demonstrando simetria e resultados re
sentativos. I1sso acontece mesmo em uma dina
simples, apenas com a realimentacdo do qubi
saida.

INto
e
uma
do

Ir X

aé
en-
pida
eNto
por
5 qu-
ru
2SSe
pre-
mica
t de

Modelo de dinamica |¢)-RAM

nao-linear
puro para o|y)-RAM
(mdnlepiy)-RAM)

de estadp

Foi verificado que o Conjunto Julia Preenchido
dindmica dgy)-RAM é sensivel a variagédo par
métrica e rica em simetria, na presenca de op,

da
a_
era-

dores nao-lineares.
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5.7.2 Medida de comparagao

Para compararmos os modelos propostos de forma quartjtatapomos uma medida de va-
riacdod. Essa medida representa o quanto h4 mudanca e variacdoodeswdd amplitude
durante uma dinamica. Ela é definida como o somatério dagadieis nos pontos amostrados
da dinamica:

_ ¢ da
0= Z ot (5.39)

Ou na sua forma absoluta:

da(t
Oabs = ZI 0t( )\ (5.40)
Onde,
da(t) . a(t+At)—a(t)

— 541
. Am At (5.41)

Sendoa a amplitude do qubit de saida que varia com a dinamica dorsste

Para cada configuragdo de um dado modelo de dindmica, quei fips$s) e |0) como
parametros iniciais, € possivel extrair dne umd,ps no final de sua dinamica.

A fim de comparar os modelos, escolhnemos algumas configuwagdeis que os regitra-
dores|i), |s) e |o) podem assumir. Os valores possiveis para esses qubits Fbi@m|0) e
|1), ou seja, 81 configuracdes possiveis. Logo, para cada maeelos 81 valores dé e 81
valores ded,ps

Desses 81 valores, extraimos 0s valores maximos, minimogdia e a variancia dessa
amostragem e listamos abaixo. Tanto patagquanto para @,ps.

Modelo Realimentacéao Maximo(d) | Minimo(d) | Média(@d) VarianciaQ)
mdsq-RAM |o) em|o) 1.0 -1.0 0 0.179012
mdsg-RAM |o) em|o) e em|i) | 1.0 -1.0 -0.401235 | 0.181603
mdsep-gRAM | |o) em|0) 0.5 -0.5 -0.0432099| 0.069121
mdsep-gRAM | |o) em|o) e em|i) | 0.5 -0.5 -0.037037 | 0.072702
mds{y)-RAM | |o) em|o) 0.339847 | -0.669108 | -0.088288 | 0.062114
mds{y)-RAM | |o) em|o) e em|i) | O -1.0 -0.408257 | 0.067565

Tabela5.1: Tabela dos valores maximos, minimos, a médiaéanem das 81 amostras colhidas
de d para cada um dos modelos rodando as 81 configuracdes

Podemos verificar que os valoresalequando a configuracéo realimenta o qubit de saida
no qubit de saida e no de entrada, mostra-se com varianaia qua o caso da realimentacéo
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Tabela 5.2: Tabela de resultados dos valores da medidaided@absoluta,,s para cada um

dos modelos
Modelo Realimentacéao Maximo(Oapg) | Minimo(dapg | Médiadapy | Variancia®aps)
mdsg-RAM |o) em|o) 99.0 0.0 17.160494 | 1399.548316
mdsq-RAM |o) em|o) e em|i) | 99.0 0.0 6.698724 504.231702
mdsep-gRAM | |o) em|0) 1.5 0.0 0.265432 0.198064
mdsep-gRAM | |o) em|o) e em|i) | 1.5 0.0 0.256323 0.178565
mds{y)-RAM | |o) em|o) 41.780787 | 0.0 8.728907 226.476157
mds{y)-RAM | |o) em|o) e em|i) | 21.830430 | 0.0 2.421053 29.071097

apenas na saida. Essa padrao inverte na métrica de vartsgdotad,,s, onde a variancia é
ordens de grandeza maior para o caso de realimentacdo apesaida. Vale-se mencionar que
a configuragdo com estado puro mantem os valores pequeno&di méaximo e variancia,
provavelmente por restringir o comportamento do qubit dgesao formatdN(z|0) +|1)). Para
o0 caso de varia¢a®d, o modelo de estado puro tem seu range de variagao aperna®d50.5].
Ter valores de média sempre negativos fazem acreditar gompartamento da dindmica
da amplitude é tendenciosamente decrescente (Tabeld (Pa&jle-se enxergar o quanto as
variagcoes de magnitude da amplitude séo significativa dihvpara a Tabela (5.2), onde vemos
gue a a variancia € alta e que a média da variacdo ndo é taodueint a Tabela (5.1) faz
acharmos que €, por conta da compensacéo do sinal.






CAPITULO 6

Conclusao

Através dos modelos de dindmicas propostos, podemosigmeasensibilidade dos neurénios
guanticos sem peso as condi¢des iniciais, sob a perspdot®aos. Os experimentos apresen-
tados, pela visualizacao grafica do conjunto Julia e dosgsafie amplitude, corroboram com
o esperado em relacdo a sensibilidade paramétrica e inicial

Héa muito o que ser feito na continuidade dessa pesquisa, aishportancia de entendi-
mento desses modelos e a extrapolacdo de uma dindmica rhagda@ genérica. Pode-se
utilizar outras ferramentas de analise de modelos din&rassim como fazer uma analise
numerica mais profunda quanto a sensibilidade dessasg@@diniciais. As aplicacdes da
nao linearidade e de métodos cadticos parecem ser progssgelos resultados apresenta-
dos quando se utiliza mecéanica quantica nao linear parbveegvoblemas NP-completos em
tempo polinomial [40]. Um trabalho que detecte caos atrdeésedes neurais também é vis-
lumbrado [3].
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