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Resumo

Grafos sdao muito usados para modelar problemas do mundo real.
Porém, muitas vezes os grafos devem ser transformados em estruturas mais
préximas do problema.

Arvores sdo grafos aciclicos e conexos. Elas podem ser obtidas através
da simples remogédo de arestas de um grafo conexo. Um tipo de arvore
importante € a MST (Minimum Spanning Tree) que conecta todos os vértices
do grafo sem ciclos. Embora ela seja facil de ser encontrada pode-se adicionar
restricbes as essas MSTs tornando seu processo de obtencido bastante
complicado. Esse tipo de problema é tao dificil que se torna mais viavel a
obtencdo de uma aproximacao do que da solucao real.

Varias técnicas foram desenvolvidas buscando uma boa forma de se
obter um resultado aproximado de MSTs com restricdo. Neste trabalho, sao
apresentadas as abordagens VNS, EA e ACO como formas de buscar essa
aproximacao. Posteriormente elas s&o avaliadas comparativamente.

Palavras-chave: Grafos, Arvores, MST, Restrigdo, Aproximacdo, VNS, ACO,
EA



Abstract

Graphs are much used as an abstract model for real-world problems.
Although, they often need to be transformed to another structure that is more
close to an abstraction of the problem.

Trees are connected acyclic graphs. They can be obtained through edge
removal. One important type of tree is MST (Minimum Spanning Tree) it
connects all nodes of the graph with no cycles. Even though it is easy to get
sometimes restriction are added to MSTs turning much more difficult for them to
be obtained. This kind of problem is so hard that it is more feasible to get an
approximation than the real solution.

Many techniques were developed trying to get a good way to obtain a
good approximated result of constrained MSTs. At this work VNS, EA and ACO
approaches are presented as a way to seek this approximation. Afterword they
are comparatively evaluated.

Keywords: Graphs, Trees, MST, Restriction, Approximation, VNS, ACO, EA



Abreviacoes

Ao longo deste trabalho s&o utilizadas varias abreviagbes. Para uma
maior facilidade na leitura todas elas sdo listadas aqui. As abreviagcbes sao
apresentadas juntamente com a expressdo completa.

o MST(s): Minimum Spanning Tree(s)

o MCST: Minimum Cost Spanning Tree

o STP: Spanning Tree Protocol

o AGPM: Arvore Geradora de Peso Minimo

o GRASP: Greedy Randomized Adaptative Search Procedure
o EA: Evolutionary Algorithm

o VNS: Variable Neighbourhood Search

o ACO: Ant Colony Optimization

o BDMST: Bounded Diameter Minimum Spanning Tree

o RTC: Randomized Tree Construction
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Introducao

Otimizagdo Combinatéria € a area da matematica que estuda métodos
para encontrar pontos 6timos (maximo ou minimo) de uma fungdo definida sob
um certo dominio. Nos problemas desta area o dominio € finito, e os pontos
podem ser enumerados. Entretanto, o numero de pontos do dominio pode ser
muito grande, inviabilizando uma abordagem que enumerasse todas as
possibilidades.

Diversos problemas praticos podem ser modelados como problemas de
Otimizacdo Combinatéria. Tais aplicagdes praticas motivam o estudo de
abordagens aproximadas para sua resolugao, objeto principal de estudo neste
projeto. A area de grafos tem sido tradicionalmente uma fonte de problemas
interessantes de otimizagdo combinatoria, particularmente serdo abordados os
problemas de arvores geradoras com restrigdes.

O problema de encontrar a MCST (Minimal Cost Spanning Tree), ou
simplesmente MST (Minimal Spanning Tree), pode ser resolvido
eficientemente utilizando algoritmos bem conhecidos na literatura, como o de
Kruskal, Prim ou Boruvka. Porém, quando restricbes adicionais (na sua altura,
didmetro, capacidade, grau dos veértices, entre outros) sdo exigidas nestas
arvores, o problema pode dar origem a variantes NP-dificeis.

1.1 Motivacao

Encontrar arvores geradoras com restricdes € um problema bastante
importante, e, por isso, vem sendo muito estudado. Seu uso se enquadra em
varios problemas do mundo real, principalmente o campo esta relacionado
com a Internet ou com redes em geral.

Algumas possiveis aplicagdes diretas sdo em redes para realizagao de
um broadcast nao critico (KAO, 2007). Dentre esses tipos de algoritmo
distribuido, o mais famoso € o Spanning Tree Protocol (STP), que € um
protocolo de rede da camada de enlace. Ele € usado para criar uma arvore
geradora tendo os links existentes como o grafo de entrada e visa evitar
excesso de broadcasts. Os links que nao estiverem na MST sao desabilitados
deixando um unico caminho ativo entre quaisquer dois nds da rede.

O entendimento e o estudo para melhorar a comunicagdo em redes sao
cada vez mais importantes. Com o aumento do numero de computadores o
gargalo do fluxo de comunicagdo passa a ser a forma pela qual os dados
transitam. E essa forma que o transito dos dados toma sempre pode cair numa
MST ja que pode ser modelado através de minimizagcdo em arvores, onde
cada computador seria um no.



1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho de graduacéo é estudar, na area de otimizagéo
combinatoria, arvores geradoras com restricbes e as abordagens ja existentes
na literatura para a solugdo desse problema. Uma comparagao entre algumas
abordagens também sera mostrada.

1.3 Organizagao do Documento

O documento esta organizado em quatro segdes principais. Esta serve
como uma introducao do trabalho realizado, apresentando suas motivagdes e
objetivos. A secdo seguinte fala do problema das arvores geradoras. Porém,
antes disso, passa por explicagdes necessarias para que o problema seja de
fato entendido. Desse modo, sdo apresentados grafos e conceitos mais

basicos e praticos sobre arvores geradoras. Apos isso, é apresentada a
classificagao dos problemas segundo sua complexidade.

Seguindo para a préxima sec¢ao € mostrado como a adigao de restricoes
as arvores geradoras é afetada segundo esse ponto de vista de complexidade.
Nessa parte, também, estdo alguns problemas de arvores geradoras com
restricdbes e uma descrigdo breve de cada um deles. S&o descritas algumas
aplicagdes para arvores geradoras com restricao.

Na ultima parte deste documento, encontram-se as abordagens
conhecidas mais famosas para lidar com o problema em questdo. E, por
ultimo, se encontra um capitulo com uma comparacdo de trés dessas
abordagens.



2. Contexto

Nesta secdo, serdo apresentados os conceitos basicos utilizados ao
longo deste trabalho. Aléem disso, serdo apresentadas alguns problemas mais
basicos no que diz respeito a arvores geradoras e suas solugdes.

Tendo explicado essa parte mais basica, tem-se inicio a parte da
complexidade dos problemas e a implicagado da adi¢cao de restricdes as MSTs
sob essa o6tica da complexidade.

2.1 Grafos

O foco deste documento esta nas MSTs, mas como elas sempre estao
ligadas a um grafo € necessario saber também o que € um grafo para entender
essa relacao de dependéncia.

Figura 1 - Grafo nao-direcionado (Wikimedia, 2008)

Um grafo ndo passa de uma representagao abstrata em que se tem um
conjunto de objetos e que alguns pares desses objetos estdo conectados,
como se pode observar na Figura 1. Esses objetos sdo chamados de vértices
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ou nos e essas ligagcdes entre dois vértices sdo chamadas de arestas. Uma
definicdo mais formal de grafo, representado pela letra G, seria a de um par G
= (V,E) em que V é o conjunto de no6s e E é um conjunto de pares dos
elementos de V, ou seja, o conjunto das arestas (CORMEN, LEISERSON, et
al., 2002). E pode ser constituido de pares ordenados, nesse caso o grafo &
dito orientado ou direcionado, como o grafo da Figura 2. No entanto, caso E
seja formado de pares ndo ordenados tem-se um grafo ndo-orientado ou nao-
direcionado, como o representado pela Figura 1. E valido dizer que em um
grafo um no6 pode ter uma ligagdo com ele mesmo.

Muitas definigdes para grafos orientados e nao-orientados s&o idénticas,
mas as vezes os termos tém apenas um significado ligeiramente diferente. Se
(u,v) € uma aresta de um grafo direcionado, diz-se que ela é incidente do
vértice u (sai de u) e incidente no veértice v (vai para ou entra em v), ou seja, é
uma aresta que vai de u para v. Em um grafo ndo-direcionado diz-se que (u,v)
é incidente nos vértices u e v (CORMEN, LEISERSON, et al., 2002). Essa
diferenciagao ocorre porque o par (u,v), em um grafo ndo-direcionado, nao é
ordenado, representando, portanto, a mesma aresta do par (v,u). Logo, a
aresta tanto vai de u para v quando de v para u.

Em uma festa, a medida que as pessoas vao aparecendo € natural que
se cumprimentem. Um cumprimento muito comum € o aperto de mao. Ao
modelar com grafos tem-se, por exemplo, um vértice para cada pessoa € uma
aresta entre os vértices que representam as pessoas que apertaram as maos.
Nao é possivel apertar a mao de outro convidado sem que este aperte também
a sua mao. Logo, para esse exemplo, ndo faz sentido um grafo direcionado,
pois 0 aperto de mao é um ato reciproco. Assim sendo, sempre que dois nds
tivessem uma relacdo seriam necessarias duas arestas direcionadas, que
poderiam simplesmente serem substituidas por uma nao-direcionada. Agora
considere que ao invés do aperto de mao a relagao a ser representada pelas
arestas do grafo é se uma pessoa sabe o nome da outra. Um grafo nao-
direcionado desta vez nao torna possivel a modelagem, pois a relagdo nao é
reciproca. Uma pessoa saber o nome de outra ndo obriga essa outra a saber o
nome dela, basta que tenha um ator famoso na festa que essa reciprocidade
provavelmente ndo acontecera. Entdo, o grafo a ser usado nesse caso deve
ser o orientado.

Quando os vértices estao interconectados € possivel chegar ao no B,
partindo do n6 A, ndo apenas quando existe uma aresta ligando os dois
diretamente. Também pode existir um caminho que passa por outros ndés e que
vai de A para B sem utilizar a aresta que vai de A para B de forma direta. Um
grafo ndo-orientado é dito conexo se todo par de vértices esta conectado por
um caminho (CORMEN, LEISERSON, et al., 2002). Para os grafos orientados
tem-se um conceito similar: grafo fracamente conexo. Desconsiderar o sentido
de uma aresta & fazer com que a aresta (u,v) seja igual a aresta (v,u),
exatamente como em um grafo n&o-orientado. Assim, um grafo orientado é
fracamente conexo quando, desconsiderando o sentido de suas arestas, cada
um de seus vértices € acessivel a partir de outro.

As arestas de um grafo podem guardar consigo uma propriedade. Ela
tem como objetivo indicar quanto aquela aresta & favoravel ou ndo. Essa



propriedade € chamada de peso ou custo e € simbolizada por um valor
numerico, como pode ser visualizado através da Figura 2. Como foi dito, &
possivel percorrer um grafo através de suas arestas, mas ao sair de um vértice
até outro pode-se ter varios caminhos. Considerando, no grafo representado na
Figura 2, que se queira ir do vértice 8 para o vértice 4, por exemplo. Uma
alternativa seria ir pelo vértice 1 (8 -> 1 -> 4) e outra seria ir pelo vértice 2 (8 ->
2 ->4). A aresta (8,1), que € a que vai do vértice 8 para o vértice 1 (utilizando o
conceito de par ordenado da definicdo formal), tem peso 5, mas a aresta (1,4)
tem peso 20. Somando esses dois valores tem-se que esse caminho custa 25
no total. Pelo outro caminho percorre-se as arestas (8,2) com peso 20 e a
aresta (2,4) com peso 10, ou seja, o custo total € de 30. Dessa forma o
caminho com o menor custo, e provavelmente mais favoravel ja que
geralmente busca-se a diminui¢do do custo total, € o primeiro.

Figura 2 - Grafo direcionado e com pesos (CARVALHO, 2009)

Além dessa propriedade das arestas, os veértices dos grafos também
apresentam propriedades ou classificagdes de acordo com suas
caracteristicas, como o grau. Um vértice pode ter varias arestas o relacionando
com outros vértices. O grau de um veértice em um grafo ndo-orientado é o
numero de arestas incidentes nele. Em um grafo direcionado, o grau de saida &
o numero de arestas que saem dele, e grau de entrada € o numero de arestas
que entram nele. O grau de um vértice em um grafo direcionado € a soma do
seu grau de entrada com seu grau de saida (CORMEN, LEISERSON, et al.,
2002).



Um exemplo muito comum que ilustra o uso de grafos é com relagéao a
viagens de avido. Ha varios aeroportos espalhados pelo mundo e varios avides
que viajam de um aeroporto para outro. Porém, nem sempre se consegue
chegar diretamente onde se deseja, as vezes sao necessarias paradas em
outros aeroportos para fazer conexdes. A analogia com grafos é simples de ser
enxergada nesse caso, 0s aeroportos seriam os nos e 0os voos as arestas. A
analogia se estende ao ponto de ser possivel de ir de um aeroporto (nd) a outro
utilizando-se de mais de um véo (aresta). Mas, os v6os n&do s&o iguais uns aos
outros. Uma viagem pode ser mais longa ou mais curta e geralmente a
distancia influencia o pregco. A partir de fatores como esses podem ser
atribuidos pesos as arestas do grafo. E importante ndo congestionar muito um
aeroporto. Um avido pode demorar mais a pousar por conta disso. O
congestionamento de um aeroporto esta relacionado com o grau do n6 que o
representa. Quanto mais arestas para um determinado n6é maior a chance do
aeroporto representado por ele se sobrecarregar.

2.2 Arvores Geradoras

Para entender bem o que € uma arvore geradora € necessario saber
algumas coisas sobre grafos e arvores. Um caminho em um grafo € uma
sequéncia de vértices, tal que, para todos os vértices, com excecao do ultimo,
existe uma aresta que sai dele e vai para o vértice seguinte da sequéncia.
Quando um caminho tem o primeiro vértice igual ao ultimo, pelo menos uma
aresta e, com excecao do ultimo, todos os vértices sao distintos diz-se que
esse caminho forma um ciclo simples. Uma arvore € um grafo aciclico, ndo-
orientado e conexo (CORMEN, LEISERSON, et al., 2002). Ao conjunto de
arvores se da o nome de floresta, termo geralmente usado quando o grafo n&o
€ conexo. Uma arvore enraizada é uma arvore em que um no se distingue dos
outros, esse no € chamado de raiz. Se a ultima aresta no caminho da raiz até
um no x € (y,x) entdo y € pai de x e x é filho de y. Um n6 sem filhos chama-se
folha. A altura de uma arvore enraizada € a quantidade de arestas no caminho
mais longo de sua raiz até uma folha.

Uma arvore geradora de um determinado grafo é uma arvore que
conecta todos os vértices desse grafo através de um subconjunto de suas
arestas. Como as arestas do grafo podem ter pesos (ou custos) tem-se o custo
da arvore geradora como sendo a soma dos custos de todas as suas arestas.
Quando o custo da arvore geradora é sempre menor ou igual ao de qualquer
outra ela é chamada de arvore geradora de custo (ou peso) minimo — AGPM.
Em inglés & chamada de MCST (Minimum Cost Spanning Tree) ou
simplesmente MST (Minimum Spanning Tree), que sera o adotado neste
documento pelo fato de o assunto abordado estar mais presente na lingua
inglesa. Caso o grafo ndo seja conexo, obviamente n&do existira nenhuma
arvore que conecte todos os seus vértices. Nesse caso, pode-se ter uma
floresta com uma MST para cada componente conexo.

A importancia das arvores geradoras se deve ao fato de que sempre é
possivel, a partir de um determinado no, atingir qualquer outro. Além disso elas



tem menos arestas que o grafo original e ndo tem ciclos. Essas propriedades
permitem a modelagem de problemas que envolvem diversos tipos de redes,
como de computador ou de transmissao de energia. Ela também pode servir
como abstracdo de tipos de comunicagado de rodovias, de ferrovias, até de
avides.

Para uma idéia mais clara basta imaginar uma companhia de TV a cabo
que esteja expandindo para um determinado local. Ela tem que distribuir o
servigco em varios pontos dessa nova cidade. Essa distribuicdo pode ser feita
de varias maneiras, inclusive de forma redundante, ou seja, com mais de um
caminho para que o sinal da TV chegue em determinados pontos. Porém o
ideal para a companhia & economizar nos custos. Quanto mais cabo for
utilizado mais gasto tera a companhia. Com isso, percebe-se que uma arvore
geradora pode resolver o problema, ja que com ela todos os pontos estariam
conectados e sem redundancia (ciclos no grafo). Além disso, ao fazer a arvore
geradora minima, tem-se o menor custo para cabear a cidade. Sendo suficiente
para que o sinal da TV chegue em todos os pontos de interesse.

Figura 3 - Conjunto de arvores geradoras de um grafo

Como visto na figura acima um unico grafo pode possuir muitas arvores
geradoras, mesmo sendo um grafo de apenas 4 n6s. Embora seja um caso téo
simples, ainda € necessario elaborar uma estratégia bem definida para obter
uma arvore geradora. A necessidade dessa estratégia pode ser percebida
considerando a quantidade de grafos existentes, com o mesmo conjunto de
vértices, e um subconjunto das arestas, do 6grafo original. No exemplo da
Figura 3 o grafo tem 6 arestas, logo existem 2° grafos que podem ser obtidos
através da remocgdo de 0 ou mais arestas. Como sao 16 arvores geradoras
possiveis, s6 Va4 do total de grafos, que pode ser obtido pela remocado de
arestas, corresponde a arvores geradoras. Além disso, como ja foi explicado,
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MSTs podem servir para representar e modelar problemas mais especificos.
Portanto, dentre todas as arvores geradoras, geralmente deseja-se obter uma
MST. No entanto, n&o é garantida a unicidade, na verdade é até bem comum
que grafos apresentem mais de uma MST.

Felizmente o Problema da MST, que visa encontrar uma MST de um
determinado grafo, ja esta satisfatoriamente resolvido por diversas técnicas.
Mesmo ainda podendo existir mais de uma, o simples fato de ser uma MST
geralmente ja é suficiente. O proximo topico discorre sobre as técnicas para a
solugédo do Problema da MST por meio dos algoritmos de Boruvka, Kruskal e
Prim.

2.3 Algoritmos para MSTs

Como ja foi dito, existem solugdes satisfatorias para o Problema da
MST. Os 3 algoritmos mais comuns s&o o Boruvka, o Kruskal e o Prim. Todos
os 3 sdo algoritmos gulosos que rodam em tempo polinomial.

O primeiro algoritmo para encontrar a MST foi desenvolvido pelo
cientista Tcheco Otakar Boruvka em 1926, data de sua primeira publicacdo.
Entretanto, o mesmo algoritmo foi também redescoberto varias vezes por
pessoas diferentes entre os anos de 1938 e 1960. Algumas vezes, o algoritmo
é dito de Sollin por ele ter sido o unico cientista da computagédo do ocidente.

O algoritmo de Boruvka funciona através da adicdo de arestas a uma
floresta de sub arvores geradoras do grafo. Esse procedimento é feito em
estagios. Em cada estagio, a aresta de menor peso que conecta cada sub
arvore geradora a outra é encontrada. Depois, essas arestas s&o todas
adicionadas a MST final.

Uma explicagdo mais detalhada do algoritmo pode ser vista na Figura 4
€ NOs passos a seguir:

1. Criar uma floresta F com todos os vértices do grafo como sendo
arvores separadas.

2. Adicione todas as arestas de menor custo que conectam duas
arvores a MST.

3. Se F tiver mais de uma arvore volte para 2.

A figura abaixo ilustra o algoritmo descrito. Como pode ser observado,
no inicio todos os vértices estao separados, ha apenas uma indicagao de quais
sdo as arestas de menor custo. Essa indicagdo de menor custo é feita pelas
setas, por exemplo, do vértice 0, a aresta de menor custo € a que vai para 2, e,
no veértice 4, a que vai para o vértice 3 tem o menor custo. Estas s&o



selecionadas para fazerem parte da MST no passo seguinte. Essa etapa é
repetida até que a floresta contenha apenas uma arvore. No caso da figura s;o
foi necessaria mais uma iteracao.

(=
Ay
x
)

Figura 4 - Passos do algoritmo de Boruvka (WESLEY)

O algoritmo de Kruskal checa pontos de 6timo locais. A idéia dele é a
menor aresta que ndo forma um ciclo. Nele a MST de um grafo conexo é obtida
através dos passos:

1. Criar uma floresta F com todos os vértices do grafo como sendo
arvores separadas.
2. Criar um conjunto S contendo todas as arestas do grafo.
3. Enquanto S ndo estiver vazio e F ainda tem elementos
desconexos.
a. Remover uma aresta com peso minimo de S.
b. Se ela conecta duas arvores de F, ent&do adicione ela em F.

Em F encontra-se o MST do grafo. Sendo E o numero de arestas o
tempo do algoritmo de Kruskal € O(E log E). Sua execugdo em um grafo se da
como mostrado na figura abaixo.
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Figura 5 - Passos do algoritmo de Kruskal (WESLEY)

Na Figura 5 tem-se os passos do algoritmo de Kruskal. Na esquerda
estdo indicados os pesos das arestas e na direta cada aresta sendo adicionada
emF.

O algoritmo de Prim roda em O(V?), quando usada uma matriz de
adjacéncia para representar o grafo, sendo V o numero de vértices do grafo.
Com heaps e listas de adjacéncia consegue-se um tempo de O(E logV) ou O(V
logV). Ele constr6i a MST com um vértice por vez, funciona assim:

1. Escolha um vértice de partida e adicione a um conjunto Sv.
2. Crie um conjunto de arestas vazio Se.
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3. Repita enquanto Sv ainda n&o for igual a V.
a. Escolha uma aresta em que apenas um dos nos esta em
Sv e que tenha peso minimo.
b. Adicione o vértice que falta a Sv e a aresta a Se.

Todos eles tém complexidade de tempo e espaco polinomiais e, nos dois

casos, as complexidades sao proximas. Mas a maneira que constroem a MST
é bem diferente, como pode ser visto na figura abaixo o Prim.

(587)

0 7-1 0-2 4-3 7-4 3-5 7-6 0-7

mat

wt .21 .29 .34 .46 .18 .25 .31

Figura 6 - Passos do algoritmo de Prim (WESLEY)
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Na figura acima, o passo a passo do algoritmo de Prim é executado.
Embaixo de cada grafo tem uma fila indicando a ordem em que as arestas
serao escolhidas de acordo com os nds visitados e com 0s pesos.

2.4 Complexidade dos Problemas

A teoria de complexidade computacional € um segmento da teoria
computacional que foca na classificagdo de problemas computacionais de
acordo com sua dificuldade inerente. Para essa classificagdo foram criadas
classes de complexidade para os problemas. As classes de complexidade sao
formadas por um conjunto de problemas com complexidade relacionadas. As
principais sao P, NP, NP-Completo e NP-Dificil. Os dois recursos mais comuns
para avaliagdo de um problema séo o tempo que é necessario para resolvé-lo e
a memoria, ou espaco, que ele necessita. Para a analise da complexidade
basta levar em consideragdo o tempo.

Os problemas pertencentes a P sdo os problemas considerados faceis.
Esta classe consiste dos problemas que podem ser resolvidos por uma
maquina sequencial e deterministica em tempo polinomial de acordo com o
tamanho da entrada. Isso quer dizer que a solugdo dos problemas em P
demora segundo uma fung¢do polinomial relativa ao tamanho da entrada
rodando numa maquina como um computador. Ja os problemas em NP sao
aqueles que podem ser verificados em um tempo polinomial com relagdo ao
tamanho da entrada. Entretanto isso ndo quer dizer que eles tenham uma
solugédo polinomial também. Informalmente, NP-Completos s&o os problemas
mais dificeis dentre os NP. Mas, além de estarem em NP, eles sdo redutiveis
em tempo polinomial a todos os outros problemas NP-Completos. Ser redutivel
a outro problema € poder ser transformado neste outro problema. Por fim, tem-
se os NP-Dificeis que s&o pelo menos tdo dificeis quanto os NP-Completos.
Esses problemas podem ser tdo dificeis que nem sequer seja possivel a
verificagcdo em tempo polinomial.
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Figura 7 - Diagrama de Euler para complexidades dos problemas

A figura acima representa o diagrama de Euler, utilizado para
visualizacdo das classes de complexidades citadas. Como pode-se perceber
ha uma separacdo de dois diagramas na figura. Isso ocorre porque n&o se
provou se P e NP sdo o mesmo conjunto ou n&o, se for, o diagrama da direita
esta correto, caso contrario deve-se usar o da esquerda. Como para todos os
efeitos praticos P € diferente de NP, pode-se considerar o da esquerda. O
diagrama esta organizado de modo que os problemas mais dificeis estdo mais
em cima do outros. Temos basicamente o conjunto NP com P e NP-Completo
como subconjuntos e o NP-Dificil que os problemas mais dificeis representados
no diagrama com NP-Completo também como seu subconjunto.
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3. MSTs com Restrigcoes

Os algoritmos vistos aqui para a solugdo da MST d&o o resultado exato
e consomem poucos recursos. Infelizmente, também ha muitos outros
problemas que n&o admitem solug¢des tao eficientes assim. Algumas vezes, o
que separa os problemas “faceis” dos “dificeis” € uma linha aparentemente
bem ténue. O que parece um detalhe a primeira vista pode tornar um problema
bem mais complicado. Encontrar o caminho com o menor custo total (menor
caminho) de um vértice para outro em um grafo com pesos € um problema com
uma solugéo eficiente. Entretanto, ao pedir pelo maior caminho (sem ciclos)
entre dois vértices tem-se um problema em que ndo se sabe uma solucao
substancialmente melhor do que checar todas os caminhos possiveis. A
variagao do problema passa a ter uma solugdo com tempo exponencial.

Muitas vezes nao se precisa exatamente da MST, mas de uma variagao
da mesma. Para diversas aplicacbes do mundo real, considerar simplesmente
a soma dos pesos como minima nao € suficiente. Esse tipos de aplicagdes
necessitam de modificacbes nas MSTs para se aproximarem mais dos
problemas encontrados. E através dessa necessidade de uma nova e mais
especifica modelagem que restricdes s&do adicionadas.

3.1 Adicao de Restricoes nas MSTs

Existem varios tipos de restricdes que podem ser aplicadas em MSTs
com o objetivo de uma melhor aproximagdo a problemas reais. Pode-se
restringir o grau, ou seja, a MST deve ter todos seus vértices com no maximo
um determinado grau. Limitar a capacidade de uma MST significa dizer que
nenhuma sub-arvore diretamente ligadas a raiz tém a soma do peso de suas
arestas maior do que um valor fixo. A MST com restricdo de capacidade é
muito util no projeto de redes. Mas, para um melhor entendimento da
necessidade dessa adic&o de restricbes as MSTs, alguns casos em que essas
restricdes ajudam na modelagem dos problemas s&o explicados.

Switches em uma rede de comunicagcdo atual tém um numero limitado
de conexdes disponiveis. Desse modo, os sistemas de transporte de dados
devem estabelecer um limite ao numero de caminhos que se encontram de um
determinado lugar (que seria um né da rede). Assim, para os switches, o grau
dos nos da rede deve ser limitado. Além disso, esse limite do grau de cada n6
também diminui o impacto potencial caso um no falhe.

by

Um outro exemplo, relacionado a administragdo de redes de
computadores, pode ser visualizado inicialmente tomando a raiz como sendo
um conjunto de roteadores. Os links geralmente s&o limitados, basicamente
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para prevenir que o0 uso excessivo de uns prejudique outros. Admitindo que
cada slot tem um limite de capacidade de Q MB/s temos que a soma da
demanda de todos os clientes da arvore conectada a cada slot (sub-arvores
enraizadas nesse conjunto de roteadores) também sera limitada, da mesma
forma e pela mesma velocidade. Assim sendo, a capacidade de trafego
maxima do slot sera de Q MB/s. Esse tipo de implementagdo também permite
baixar o custo da implementacéo da rede.

Ha varios outros tipos conhecidos de restricdes que podem ser aplicadas
nas MSTs. Um deles, bastante encontrado na literatura é a limitagdo do
diametro. O didametro de uma arvore € a maior distancia entre qualquer par de
seus veértices. Ele encontra importantes aplicagcbes na industria. Porém, ao
adicionar restricdes a essas arvores, o problema pode se tornar bem mais
complicado. Sabe-se que essa restricdo pode tornar o problema NP-dificil.
Inclusive, se limitarmos o didmetro a 4 ou mais, o problema fica tao dificil de
aproximar quanto o Problema da Cobertura de Conjuntos (para o qual sabemos
que ndo pode existir uma aproximacgéo de razio log n, onde n € o numero de
elementos no conjunto, a menos que P = NP). Bar-llan, Korsarz e Peleg
mostram em (ILAN, KORTSARZ e PELEG, 2001) uma aproximagao de raz&o
logaritmica para os casos em que o didmetro € limitado a 4 e a 5. Existe uma
estreita relacdo entre este problema e o Problema da Localizacdo de
Facilidades, para o qual sdo conhecidas aproximagbes O(log n)
(HOCHBAUM, 1982) e (JAIN, MAHDIAN, et al., 2003).

Uma variante deste, consiste em, dado um grafo conexo, encontrar uma
arvore geradora de didametro minimo. Hassin e Tamir mostraram em (HASSIN
e TAMIR, 1995) que esse problema pode ser resolvido em tempo polinomial
mesmo quando cada aresta tem um comprimento dado e o diametro leva em
conta esses comprimentos. A variante em que se busca uma arvore geradora
de didmetro minimo (com comprimento nas arestas) e grau maximo limitado
também é de interesse e se mostra bem mais dificil. Kbnemann, Levin e Sinha
apresentaram uma aproximagdo O(logs n) em (KONEMANN, SINHA e LEVIN,
2004) — para essa variante, onde B denota a limitagdo no grau maximo da
arvore.

O problema da arvore geradora com graus limitados também n&o possui
uma solugdo com tempo polinomial, pertencendo portanto, a classe NP-Dificil.
Ele foi estudado por Fiirer e Raghavachari em (FURER e RAGHAVACHARI,
1990) e (FURER e RAGHAVACHARI, 1992) e por Kénemann e Ravi em
(KONEMANN e RAVI, 2002) e (KONEMANN e RAVI, 2005) e s&o conhecidas
boas aproximagdes para diferentes variantes dele. No entanto, nem sempre os
proprios autores estdo certos sobre a complexidade das aproximacdes que
eles propdem.

Além da variante citada no paragrafo anterior, arvore geradora de
didmetro minimo e grau maximo, ha uma outra variante importante. O objetivo
dessa outra variante é encontrar a MST tal que o grau maximo seja 0 minimo
possivel. Esse problema é NP-Dificil e generaliza o problema dos caminhos
hamiltonianos. Em (FURER e RAGHAVACHARI, 1992) sdo mostrados
algoritmos iterativos, baseados em técnicas combinatoriais, para aproximar o
problema da arvore geradora com graus limitados e problemas relacionados,
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incluindo o problema da MST com o grau maximo sendo o minimo possivel.
Esse processo se da na tentativa de diminuir o grau de um né da MST obtida
na iteracao anterior.

Também existem resultados de inaproximabilidade, ou seja, de
impossibilidade da aproximagdo em alguns casos, geralmente casos com
complexidade de tempo curto. Um estudo feito em (LUCA, 2001) prova alguns
resultados de nao-aproximabilidades para restricdbes em problemas de
otimizagdo combinatéria para instancias de restricdo de grau. Nesse trabalho,
foi observado que o problema do conjunto independente em grafos, com o grau
no maximo de B, era dificil a aproximac&o por um fator B/2°¢a°9B) 5 menos
que P seja igual a NP.
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4. Abordagens Conhecidas

No momento, sabe-se que os problemas NP-Completos requerem um
tempo muito grande e ndo se sabe se existem algoritmos mais rapidos. No
entanto, as solugbes para esses problemas sdo muito importantes. Entéo,
foram desenvolvidas e sao aplicadas diversas técnicas para a obtencédo dessas
solugdes ou do mais proximo possivel.

As técnicas a seguir podem ser aplicadas para resolver problemas
computacionais em geral e frequentemente dao origem a novos e mais rapidos
algoritmos:

* Aproximagao: Busca, ao invés de uma solugcdo 6tima, uma
solucao “quase” 6tima.

* Randomizacao: Utiliza a aleatoriedade para conseguir um tempo
meédio mais rapido e permite que o algoritmo falhe, mas com uma
probabilidade pequena.

* Restrigao: Restringe a entrada para um subconjunto da mesma,
geralmente de acordo com a estrutura.

* Parametrizagao: Limita a entrada de acordo com determinados
parametros, fixando-os, para que algoritmos mais rapidos possam
ser aplicados.

* Heuristica: Um algoritmo que funciona razoavelmente bem, mas
que nao ha provas que sempre tem um bom resultado ou que é
sempre rapido.

Como ja mencionando o foco deste trabalho esta nos algoritmos de
aproximacdo. Nesta secdo, serdo descritos algumas abordagens ja existentes
para a solugao dos principais problemas de arvores geradoras com restrigdes.
Existem muitas abordagens possiveis e muitas vezes elas aparecem
combinadas em um algoritmo para uma melhor obtengdo do resultado. Como
exemplo de abordagens mais vistas na literatura temos:

i. Branch and Bound
ii. Greedy Randomized Adaptative Search Procedure (GRASP)
iii. Evolutionary / Genetic Algorithms (EA)
iv. Variable Neighbourhood Search (VNS)
v. Ant-based algorithms / Ant Colony Optimization (ACO)

O Branch and Bound ou Branch and Cut é uma técnica que consiste em
uma enumeragdo sistematica de todas as solugbes candidatas. Nessa
enumeragao, grandes quantidades de candidatos malsucedidos a solugao séo

17



descartados em massa pelo uso de limites superior e inferior do que esta
sendo otimizado. Para algumas etapas dele, como o particionamento do
espaco de solugdes, podem ser usados os algoritmos para MSTs, como o
Kruskal.

GRASP é uma metaheuristica iterativa. Assim como diversos métodos
construtivos consiste primeiramente em criar uma solugéo inicial, no caso,
como o préprio nome diz, através de algoritmos gulosos e aleatérios. Depois
efetuar uma busca local para melhorar a solugdo ja que geralmente nao é
obtido um 6timo local de primeira. Apds o numero desejado de iteragdes, a
melhor solugao de todas € adotada como o resultado final.

As trés ultimas abordagens citadas serdo melhor explicadas nas se¢des
que seguem devido a sua importéncia e maior uso nos problemas de MST com
restricdo, principalmente quando a restrigao € no grau ou no didmetro.

4.1 Evolutionary / Genetic Algorithm

Algoritmos evolucionarios sdo baseados na real evolugdo bioldgica. E
com tal se utiliza de certos mecanismos inspiradas pela evolugédo biologia:
reproducdo, mutacdo, recombinacdo e selecdo. Solugcbes candidatas sao
tidas, para o algoritmo, como individuos em uma populagado. A fitness function
€ uma funcdo que decide quais desses individuos vao “viver’. O algoritmo
genético é o tipo mais popular de EA em que a solugéo é buscada na forma de
string de numeros e s&o utilizados operadores genéticos melhor descritos em
breve.

Esse algoritmo funciona da seguinte forma:
Inicializagao

Selecao

Reprodugao

W N =

Término

Na inicializagdo muitas solugdes individuais sdo geradas aleatoriamente
para formar a populag&o inicial. Procura-se fazer com que esse populagéo
inicial cubra bem todo o intervalo de possiveis solugbes, ou seja, que 0s
individuos dessa populagéo estejam bem distribuidos.

A selegdo é um processo que busca a cada nova geragao criada
individuos para gerar uma nova geragao. Para isso sao utilizadas fungdes que
buscam avaliar quais individuos estdo mais proximos da solugado, sendo eles,
mais provavelmente selecionados.

No préximo passo se da a reprodugao dos individuos. Aqui € onde os
individuos selecionados vao originar novos individuos a partir de “operagdes
genéticas”. Cada individuo €& codificado para ser utilizado pelo algoritmo
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genético, ao resultado dessa codificagcdo da-se o nome de gendtipo, que
geralmente € um array de bits. Antes de codificar, ou depois de decodificar o
genotipo temos o fendtipo (homes dados também de acordo com os nomes
reais para as situagdes analogas da biologia) que é a expressao do gendtipo,
ou seja, um possivel resposta ao problema original. Essas operag¢des genéticas
acontecem no nivel dos gendtipos (analogia com cromossomos) e s&o
basicamente uma recombinagcdo ou uma mutagcdo. Na recombinagdo dois
cromossomos trocam informagdes para originar dois outros cromossomos. Ele
é realizado pela escolha de um gene aleatério ao longo dos cromossomos e a
troca de todos os genes (bits) a partir desse ponto. Desse modo o inicio de
cada um dos cromossomos € o mesmo, porém o final deles fica trocado. A
mutacado da a capacidade de mudanga de um cromossomo sem interferéncia
externa. Nela estabelece-se uma chance, muito pequena, para a inversdo do
valor de um bit.

Como o processo é ciclico deve se estabelecer um critério de parada.
Geralmente se escolhe um numero maximo de geragdes a serem geradas ou
entdo um patamar minimo para a solugao, dentre outros. Nao € necessario que
se escolha s6é um critério, pode-se ter os dois critérios citados como de parada,
até porque dependendo do patamar escolhido pode ser que o algoritmo
demore um tempo “infinito” para parar.

4.2 Variable Neighbourhood Search

Essa abordagem €& uma abstragdo espacial do problema. Como é
comum nas buscas ou algoritmos que tém a vizinhanga como foco, o VNS tem
COMo premissas:

* Minimos locais ndo dependem da estrutura da vizinhanga.

* O minimo global é o minimo local com respeitos a todas as
vizinhancgas.

* Os minimos locais geralmente estdo préximos uns dos outros.

A mudanca sistematica da vizinhanca com uma possivel busca local aleatéria
leva a uma simples e efetiva metaheuristica para otimizagdo combinatéria.

Dito isso, 0 VNS busca atingir o minimo global através de mudangas na
estrutura, desse modo consegue sair de um provavel minimo local para outro.
No caso de MSTs a figura abaixo mostra operagdes que podem ser feitas na
arvores para se ter essas mudangas na estrutura. Dentre essas operagdes
estdo mudancga de nivel de nds na arvore e mudancga de arco.
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Figura 8 - Operagdes para VNS (GRUBER, HEMERT e RAIDL, 2006)

Como péde ser observado na figura ha operagdes bem simples a serem
feitas em arvores para uma mudanga em sua estrutura (GRUBER, HEMERT e
RAIDL, 2006). Na primeira tem-se uma troca de arco. Pode ser interpretada
como desconectar uma sub arvore e conecta-la em um outro lugar
conveniente. Logo abaixo é representada a troca de n6 que foca na relagéo
entre 0s nos e seu conjunto de sucessores diretos. Eles trocam de lugar e o
sucessor mantém os filhos. Na figura 8-c uma solugédo adjacente € encontrada
pelo incremento ou decremento do nivel de exatamente um né. Por ultimo tem-
se a troca do n6 do centro por outro né que ndo seja central (nés centrais séo
0s que est&o no nivel 0).

4.3 Ant Colony Optimization

Ant Colony Optimization é uma técnica probabilistica para resolver
problemas computacionais que podem ser reduzidos a encontrar bons
caminhos em grafos. O algoritmo € baseado nas formigas e em sua
movimentagao fora do formigueiro.

As formigas liberam uma substancia, chamada feroménio, a medida que
caminham, tornando esse caminho por onde passam mais atrativo para todas
as formigas. Assim, quando estdo levando comida para o formigueiro elas n&o
comegam por um bom caminho necessariamente. As concentragdes de
feromoénio vao sendo alteradas ao longo do caminho com o passar do tempo.
Logo, o caminho vai se modificando a medida que elas transitam entre sua
fonte de alimento e o formigueiro. A figura 9 representa justamente esse
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transito das formigas e o ajuste do caminho de acordo com a concentragao de
feromoénio.

‘ \\‘-\
(w) (w) (n)
1 2 3

Figura 9 - Escolha do caminho por formigas

Pela figura se percebe que o caminho mais curto foi favorecido. Isso
acontece porque, com o tempo, o feroménio vai evaporando, reduzindo a sua
forga atrativa. Quanto maior o tempo que um formiga leva para ir e voltar por
um determinado caminho, maior o tempo que o feroménio tem para evaporar.
Portanto, como os caminhos menores sado percorridos mais rapidamente,
fazendo com que a densidade de feroménio ao longo deles fique mais elevada
do que em caminhos maiores.

O algoritmo, para o caso das MSTs, se da de forma analoga. Primeiro as
formigas passeiam no grafo sem muitas restrigbes e isso da origem a uma
arvore temporaria (lembrando de respeitar a restricdo em quest&do). Depois se
atualiza a melhor MST obtida caso essa nova tenha um custo menor, como na
primeira vez essa € a melhor arvore que se tem ela é atualizada da mesma
forma. Depois se atualiza o nivel de ferombnio dos caminhos aumentando por
onde passou mais formigas e evaporando um pouco em todos os lugares.
Caso a melhor MST obtida tenha sido atualizada recentemente repita o
processo.
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5. Comparacao

De acordo com o exposto pode-se perceber que existem varias técnicas
com diversas abordagens para a construgdo de um algoritmo capaz de dar um
resultado aproximado para MSTs com restricdo. Embora existam tantas
possibilidades muitas vezes € necessaria apenas uma implementag&o. Porém,
dentre todas essas possibilidades qual deve ser a escolhida?

Para ajudar a responder essa pergunta geralmente quando os
algoritmos s&o desenvolvidos eles sdo também avaliados teoricamente. Nessa
avaliagao tedrica projeta-se, principalmente, o quanto de espago e tempo é
necessario para o algoritmo. Entretanto, essa analise prévia muitas vezes néo
da uma nog¢ao muito boa da alocagao de recursos real. Esta distancia entre a
analise tedrica e a pratica foi estudada em (GOMES, MENESES, et al., 2006)
para os problemas da cobertura de vértices e cobertura de conjuntos.

Nao sendo possivel escolher qual das possibilidades € melhor usar com
certeza através de uma analise teorica resta escolher de acordo com
experimentos praticos. Embora a escolha esteja intimamente ligada ao tipo de
problema, estudos que avaliam na pratica as abordagens a serem utilizadas
s&o bastante uteis. Um estudo comparativo entre as abordagens descritas aqui:
EA, ACO e VNS foi feita em (GRUBER, HEMERT e RAIDL, 2006) e sera
apresentada a seguir.

5.1 Metodologia

A comparacdo entre as trés abordagens EA, VNS e ACO sera feita
através do BDMST (Bounded Diameter Minimum Spanning Tree — MST com
restricdo no didmetro). Foram implementados trés algoritmos para o BDMST,
cada um em uma abordagem, para posteriormente serem comparados os
resultados obtidos.

Inicialmente tem-se uma arvore gerada aleatoriamente (RTC -
Randomized Tree Construction). Para que depois o0s resultados sejam
melhorados pelas abordagens utilizadas. Foram utilizados grafos completos
(todo no ligado diretamente a todos os outros) de tamanhos de 100, 250, 500 e
1000 vértices. Essas instancias foram retiradas da Beasley’s OR-Library
(http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/orlib/esteininfo.html), elas sao
representadas por pontos e a distancia euclidiana entre qualquer par é o peso
da aresta. Os diametros foram limitados a 10, 15, 20 e 25, para as instancias
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de 100, 250, 500 e 1000 respectivamente. A altura da arvore € mantida menor
do que a metade da restrigdo do didametro, porque, desse modo, o diametro é
mantido dentro do seu limite.

Todos os teste foram feitos em um PC, com o mesmo processador
(Pentium 4 de 2,8GHz) e mesmo sistema operacional (Linux). Para o EA uma
populacdo de 100 individuos foi escolhida. O numero de formigas artificiais no
ACO foi 25 e o valor de decaimento do feroménio foi dependente da instancia:
0,003, 0,005, 0,006 e 0,008.

Com respeito a condicdo de término foram feitas duas séries de
experimentos: uma longa e uma curta. Os experimentos com tempo maior
foram dados tempos 2000, 3000 e 4000 segundos para os grafos com 100, 250
e 500 vértices respectivamente. Este era relativo a entrada de menor tamanho,
guanto maior a entrada maior era o tempo dado. Entretanto nem sempre era
necessario esperar tanto, podendo a solugdo convergir antes tornando
melhoras bastante improvaveis.

5.2 Resultados

Para a comparacao dos resultados foi dado o foco principal na qualidade
da MST gerada. Além da qualidade da arvore também foi medido o tempo de
cada abordagem. A qualidade da MST foi medida através do objective value
dela. O objective value € um numero obtido através de uma fungdo chamada
de objective function que mede o quao boa € uma aproximacao. Neste trabalho
quanto menor o objective value tem-se uma menor distancia entre a
aproximacao e a solucao exata.

Para mostrar os dados dos experimentos realizados foram feitas duas
tabelas (abaixo). Est&o listados os object values melhor (best) e médio (mean),
a correspondente variagdo padrédo (stdev) e os tempos médios em segundos
(sec) de identificacdo das melhores solugbes para cada instancia. Os melhores
resultados das trés abordagens utilizadas estado escrito em negrito nas duas
tabelas.
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Instance VNS level-encoded EA ACO
n D nr| best mean  stdev | sec. best  mean stdev | sec. best mean  stdev sec.
100 10 1| 7.759 7.819 0.03 37.35 | 7.760  7.785 0.03 | 678.70 | 7.759 7.768 0.02 | 27.78
2| 7.852 7.891 0.03 4152 | 7.849 7.860 0.02 | 73465 | 7.850 7.864  0.01 25.10
3| 7.904 7962 0.04 38.66 | 7.904 7964 0.04 | 897.58 7.907 7.943 0.04 28.48
7.979 8046  0.03 3427 | 7.977 B.008 0.03 | 732.83 7979  8.000 0.01 38.24
8.165 8203  0.03 39.31 | 8.164 B.176  0.03 | 41017 | 8.164 8.170 0.00 25.45
250 15 1| 12301 12.430  0.05 | 1584.31 | 12280 12.377  0.05 | 1992.70 | 12.231 12.280 0.02 @ 174.17
2 (12024 12171 0.06 | 1678.90 | 12,054 12.156  0.06 | 1969.42 | 12.016 12.038 0.0l 156.71
3112041 12112 0.04 | 1309.21 | 12.026 12095 0.04 | 1897.87 | 12.004 12.021 0.0l & 14529
12,507 12,615  0.06 | 1572.39 | 12.487 12594  0.05 | 174248 | 12.462 12.486 0.0l 159.41
5| 12.281 12423  0.07 | 1525.39 | 12319  12.423  0.06 | 1712.16 | 12.233 12.288  0.04 | 211.11
500 20 1 (16974 17.129  0.07 | 371854 | 16.866 16.967  0.06 | 2609.28 | 16.778 16.850 0.03 @ 906.17
2| 16.879 17.052  0.07 | 3762.02 | 16.764 16.858  0.05 | 2472.59 | 16.626 16.699  0.03  1012.91
3| 16975 17.148  0.07 | 3849.42 | 16.856 16.977  0.05 | 2808.15 | 16.792 16.844  0.03 | 1069.84
16.992 17.166  0.06 | 3687.97 | 16.943 17.040  0.06 | 2837.81 | 16.796 16.923  0.04 | 1010.91
5| 16.572 16.786  0.07 | 3693.13 | 16.501 16.590  0.05 | 2294.43 16.421 16.456  0.02 @ 947.26

(SR

Tabela 1 - Objective values para o experimento longo (GRUBER, HEMERT e RAIDL,

2006)
Instance | limit VNS level-encoded KA ACO \
n D nr | sec. | best mean  stdev | sec. best mean  stdev | sec. | best mean  stdev | sec. |
500 20 1 50 17.753 18.108 0.12 | 46.41 | 16.573 16.760 0.16 | 37.94 17.594 17.751 0.06 | 41.29
2 17.688 17966 0.10 4470 | 16.826 17.014 0.11 41.06 17.403 17.583 0.05 | 40.33
3 17.799 18.114 0.10 | 46.23 | 16.947 17.192 0.13 | 43.15  17.653 17.756 0.05 | 39.66
4 17.930 18.161 0.11 | 45.38 | 16.957 17.085 0.08 | 39.18 17.647 17.793 0.05| 41.41
35 17.464 17863 0.12 | 4594 | 17.055 17.245 0.13 | 39.54 17.331 17.438 0.05 | 40.95
500 20 1 500  17.290 17.460 0.08  476.22 | 16.534 16.641 0.07 | 340.34 | 17.017 17.150 0.07 | 485.57
2 17.215 17.373 0.08 | 480.87 | 16.808 16.902 0.05 | 320.84 | 16.864 17.072 0.08 | 478.47
3 17.252 17464 0.05 | 476.33 | 16.886 17.017 0.06 | 319.09 | 17.094 17.259 0.07 | 479.17
4 17.318 17.514 0.07 | 476.80 | 16.923 17.036 (.06 | 316.33 17.070 17.277  0.08 | 472.57
5 16.932 17.139 0.09 | 473.82 | 17.007 17.105 0.06 | 288.66  16.613 16.791 (.08 | 479.93
1000 25 1 100 | 25.850 26.188 0.13 7540 | 24.831 25.019 0.10 | 92.06 | 25.246 25437 0.07 | 81.42
2 25.501 25981 0.17 | 6830 | 24.890 25.159 0.10 | 89.29 25.092 25.239 0.07| 80.17
3 25.340 25.705 0.09 | 6233 | 25.021 25338 0.14 | 92.27 24.870 25.007 0.06 | 73.96
4 25.562 26.128 0.17 73.89 | 25.133  25.524 0.12 | 92,17 | 25.329 25.450 0.06 | 76.56
5 25.504 25826 0.15 | T74.75| 25493 25.675 0.08 | 89.18 24.884 25.153 0.07| 79.90
1000 25 1 1000 @ 25.177 25.572 0.14 | 905.50 | 23.434 23.573 0.08 | 565.38 | 24.842  25.033 0.07 | 812.78
2 25.015 25.342  0.14 | 930.04 | 23.464 23.668 0.08 | 561.49 @ 24.634 24.834 0.06 | 847.79
3 24.816 25.086  0.11 | 956.06 | 23.635 23.793 0.08 | 524.21 @ 24.498 24,619 0.06 | B38.68
4 25.289 25572 0.11 | 92897 | 23.787 23.962 0.09 | 602.30 = 24.993 25.091 0.06 | 793.41
5 25.026 25.254 0.12 | 935.85 | 23.837 23.982 0.10 | 516.74 | 24.571 24.732 0.06 | 844.67

Tabela 2 - Objective values para o experimento curto (GRUBER, HEMERT e RAIDL, 2006)

Como pode ser percebido pela primeira tabela acima, as instancias com
a quantidade de vértices (n) igual a 100 parecem muito pequenas para prover
uma boa comparagao, ja que os valores ficaram muito préximos. Portanto a
avaliacao dos resultados serdo feitas sem levar esse caso em consideragao.

Para o experimento com tempo maior (Tabela 1) o ACO se mostrou
muito melhor que os outros. Ele tanto apresenta objective values menores que
os outros dois sempre quanto tem um desvio padrao menor também. O EA
também foi melhor do que o VNS, apresentando os valores médios menores ou
iguais sempre. Além disso tudo ao olhar para os tempos médios para
encontrar as melhores solugdes o ACO também foi, em praticamente todos os
casos melhor do que os outros.
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O experimento com tempo menor (Tabela 2) torna os resultados um
pouco diferentes dos anteriores. O EA e o ACO continuam melhores do que o
VNS em quase todos os casos, porém a media do EA esta melhor do que a do
ACO.

ve value + standard deviation

17 — e — VNS
EA

165 ACO

. 1000 2000 3000 time |sec

distnbution of running times
Al (m VNS | '
EA
4 3000 4000

Figura 10 - Objective value pelo tempo e distribui¢do do tempo de execug¢dao (GRUBER,
HEMERT e RAIDL, 2006)

A Figura 10 mostra o objective value meédio pelo tempo para multiplas
execugdes do VNS, EA e ACO com 500 nés e 20 de didmetro maximo. A parte
de baixo exibe a distribuicdo dos tempo de execucio requeridos para identificar
a melhor solucdo de uma execucgao. Os tempos de execugcdo medios sao
indicados por uma linha vertical.

Dessa forma fica mais facil a visualizacdo dos dados da tabela,
conseguindo extrair a esséncia da comparagao: o EA se estabiliza mais rapido
e chega a um bom resultado, mas se tiver tempo disponivel suficiente o ACO
atinge melhores resultados. O VNS demora mais e ndo chega a uma solugéo
tdo boa.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

MSTs com restricdo sdo problemas dificeis de serem resolvidos, mas,
devido a sua importancia, muitas vezes se busca sua solugdo por uma
aproximacao satisfatoria. Ha diversas técnicas diferentes para que esse
objetivo possa ser alcangado.

Devido a grande quantidade de abordagens diferentes a serem
escolhidas para resolver algum problema é necessario uma comparagao entre
elas. Tomando o problema BDMST como alvo tem-se que o EA apesar de ser
um algoritmo bem geral ele consegue bons resultados e de maneira muito
rapida, com uma boa distribuicdo de tempo. O VNS se mostrou o pior dentre os
comparados demorando para convergir para solu¢gdes mais proximas da
solugdo exata e ndo chegou a aproximagdes tdo boas. O ACO obteve as
melhores solugdes. No entanto, ele necessita de mais tempo para obter
aproximacdes realmente boas, apesar de ndo ser muito lento o processo até a
estabilizagcado das aproximacgdes.

As comparagbes sado muito especificas dependendo muito da
implementagéo utilizada e como o problema foi modelado. Portanto ndo se
pode afirmar que os resultados quando aplicados a um problema de uma MST
com restricdo de grau sejam 0os mesmos.

Houve uma grande dificuldade na definicdo clara do conteudo deste
documento. Propor uma solugdo nova seria um trabalho com uma dimenséao
muito superior a proposta e agregaria um risco muito alto. Com isso, foi
estabelecido que o trabalho ficaria em torno de solugdes ja propostas. No
entanto, muitos algoritmos propostos n&do eram bem explicados fazendo com
que uma implementacdo deles pudesse nao refletir exatamente a solucédo de
seu autor. Como alternativa foi feito um estudo de caso com explicagcdes sobre
arvores geradoras, técnicas empregadas e comparagdes de algumas técnicas
mais importantes.

Como trabalhos futuros, pode-se fazer uma avaliacdo de outros
algoritmos ou abordagens. Também é possivel que, ao estudar novos
algoritmos, pontos de melhoramentos sejam encontradas e entdo sugeridos.
Pode-se se criar uma nova frente para esse estudo avaliando as melhoras
provocadas em algoritmos hibridos em relagdo aos puros. Uma outra possivel
evolugdo do trabalho € buscar o desenvolvimento, e posteriormente, até uma
implementagdo de um novo algoritmo.
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