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Resumo

Conexoes e Curvatura sdo importantes conceitos algébricos (tendo origem na ge-
ometria), que além de serem aplicados em pesquisas matematicas, sdo amplamente uti-
lizados em areas como Fisica Quantica, Relatividade e Quimica. O uso de conexoes e
curvatura em aplicagoes requer uma quantidade grande de computacoes, fato este que
por muitas vezes limita a complexidade das situagoes que podem ser investigadas por
meio de computacgoes manuais. O principal objetivo deste trabalho ¢ a implementacao
de rotinas computacionais para o calculo de conexdes e curvatura. Além disso, este tra-
balho tem como objetivo servir como referéncia para o uso das rotinas implementadas
por estudantes e pesquisadores, que precisem realizar computagoes envolvendo conexoes

e curvatura.

Palavras-chave: Conexoes; Curvaturas; Médulos; Métrica; Computacao Algébrica.



Sumario

1 Introducao
1.1 Motivacao . . . . . . . . e e
1.2 Historico . . . . . . . Lo
1.3 Computagao Algébrica . . . . . . . . ...
2 Conceitos Matematicos
2.1 Derivagoes e 1-Formas diferenciais . . . . . . . . .. ... ... ...
2.2 CONeX0ES . . . . i e
2.2.1 A conexao de Levi-Civita . . . . .. ... ... ...
2.3 Operador Curavtura . . . . . . . . . . . v i v it e
3 Implementacao
3.1 Planejamento da Implementacao . . . . . . . . . .. .. ... ...
3.2 Derivagoes . . . . . .o
3.3 Conex0es . . . . ...
3.3.1 A conexao de Levi-Civita . . . . . . . .. .. .. ... .. ...

ot

10

10

12

13

15

18



3.3.2 Operador Curvatura . . . . . . . . . . .. ..

4 Conclusoes e Trabalhos Futuros

5 Manual de Instalagao

6 Lista de Procedimentos

27

34

35

36



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, descreve-se, de maneira geral, o trabalho realizado. Na Secao
1.1, apresenta-se a motivacao do projeto. Na Secao 1.2, descreve-se o desenvolvimento
historico dos conceitos de Conexoes e Curvatura. Na Segao 1.3, apresenta-se de maneira
geral os conceitos da area de computacao algébrica, que é utilizada como ferramenta para
a implementacao das rotinas para calculo de conexoes e curvatura, que sao o objetivo

final deste projeto.

1.1 Motivacao

Este trabalho surgiu da necessidade observada pelo professor Ramon Mendoza:
dificuldades encontrada por estudantes do curso de Geometria Riemanniana do programa
de doutoramento em matematica, em realizar computacoes que apareciam no referido
curso. Tais computagoes exigem uma quantidade alta de calculos que facilmente induzem
a erros devido a complicagoes com notagoes, conceitos e indices. Por ainda nao totalmente
difundido entre os estudantes de ciéncias basicas, sobre tudo em matematica, o uso do
computador como ferramenta de auxilio a resolu¢ao de problemas, surgiu a grande moti-
vacao desse trabalho: Implementar rotinas que realizem as computagoes referidas e, além
disso, tentar mostrar a necessidade do uso de ferramentas computacionais em estudos de

ciéncias bésicas.



1.2 Historico

Os primordios da geometria diferencial surgiram com Gauss (Braunschweig, 30 de
Abril de 1777 - Gottingen, 23 de Fevereiro de 1855). O principe dos mateméaticos in-
troduziu diversos conceitos geométricos importantes (como, por exemplo, a curvatura de
Gauss), quando tentava solucionar o problema de medir a extensao territorial de um reino,
que lhe foi proposto pelo rei de seu pais. Os conceitos introduzidos por Gauss, foram gen-
eralizados por muitos matemaéticos, destacando-se entre eles Georg Friedrich Bernhard
Riemann(Breselenz, Reino de Hanover, 17 de Setembro de 1826 - Selasca, Verbania, 20 de
Junho de 1866). Este grande matematico foi o fundador da chamada Geometria Rieman-
niana, de onde surgiram os objetos matemaéticos que sao o foco deste trabalho: Conexoes
e Curvatura. O conceito de conexao surgiu dos trabalhos de Elwin Bruno Christoffel
(November 10, 1829 in Montjoie, now called Monschau - March 15, 1900 in Strasbourg)
com a criacao da chamada conexao de Christoffel. Posteriormente, as conexoes foram es-
tudadas por Tullio Levi-Civita (Padua, 29 de margo de 1873 - Roma, 29 de dezembro de
1941). Este tltimo foi de fundamental importancia para o desenvolvimento de conexoes,
demonstrando a existéncia da conexao de Levi-Civita e o importante processo de trans-
porte paralelo (que consiste em uma generalizacao de translagoes paralelas no plano).
Além disso, Levi-Civita explorou a relacao entre o transporte paralelo e a curvatura para

desenvolver a nocao moderna de holonomia.

1.3 Computacao Algébrica

A necessidade do uso de computador para realizar computacgdes matematicas sim-
bolicas surge naturalmente sempre que se precisa trabalhar com computagoes longas e
tediosas. Por exemplo, é comum um estudante ou um pesquisador gastar dias ou até
mesmo semanas trabalhando em uma manipulagao algébrica. Tal manipulagao poderia ,
por exemplo, ser a solugao de um sistema linear de equagoes ou uma integral impropria.
A 4area de computacao algébrica tenta prover ferramentas para resolver tais problemas.
Essa area consistem na criacao de algoritmos computacionais capazes de realizar com-
putagoes simbolicas, precisao arbitraria de nimeros entre outras atividades. Esta area

vem ganhando grande aten¢ao nos ultimos tempos devido ao constante aumento no uso



de sistemas de computagao algébrica na comunidade cientifica [3].

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte maneira: No Capitulo 2,
sao apresentados os conceitos matematicos basicos necessarios para o entendimento e a
fundamentacao das rotinas implementadas. No Capitulo 3, descreve-se a implementacao
propriamente dita e seu uso é exemplificado por meio de exercicios propostos em [2] e

exemplos presentes em |[1].



Capitulo 2

Conceitos Matematicos

No presente capitulo, serao apresentados defini¢oes e resultados necessarios para a
implementacao feita. Na Secao 2.1, daremos as defini¢oes de algebras sobre um corpo e
derivagoes, conceitos esses que servem de base para tudo que se segue. Na Secao 2.2, serd
apresentado o conceito de Conexao e serao mostrados alguns resultados que servirao de
base para a implementacao de célculos com conexoes e também serao discutidas métri-
cas Riemannianas e a conexao de Levi-Civita. Na Secao 2.3, discutiremos o Operador

Curvatura associado a uma conexao dada.

2.1 Derivacoes e 1-Formas diferenciais

Defini¢ao 2.1. Seja A uma k-algebra. Seja D € L(A) (operadores k-lineares de A),

diz-se que D € uma derivacao, se D satisfaz:
D(ab) = aD(b) + D(a)b,Va,b e A

O conjunto das derivagoes de A serd denotado por Der(A).

Exemplo 2.1. (Derivacdes de R") E facil verificar que o conjunto Cg%, das funcdes

infinitamente diferencidveis definidas em R™ e tomando valores reais é uma R-algebra,
com as operagoes de soma e multiplicacdo usuais (ponto a ponto). Também é de facil

verificagao que as derivadas parciais {01, ..., 0, } sao derivagoes em Cg5. De fato, uma vez
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que tenhamos definida a nocao de modulo, as derivadas parciais formam uma base para

o Cgn-modulo das derivagoes de Cgs.

Defini¢ao 2.2. Uma aplicacio f : M — N entre A-mddulos M e N ¢é dita um ho-
momorfismo de A-mddulos, se f é um homomorfismo de grupos abelianos e for linear
com respeitos ao anel A. Em particular, o conjunto dos homomorfismos de A-mddulos
f:M— A € denominado o dual de M e € denotado por M*. Finalmente, os elementos

de (Der(A))* sao denominados 1-formas diferenciais.

Definicao 2.3. Dado uma anel A, um grupo abeliando M é dito um A-mddulo, se nele
estiver definida uma operacao de multiplicacao por escalar - : A x M — M tal que para
todosr,s € A ex,y € M, verifica-se:

(i))r-(z4+y)=r-z+r-y
(i) (r+s)-x=r-ax+r-y
(iii) (rs)-x=1r-(s-x)

(iv) 14-x=x

onde 14 denota a identidade do anel A.

Exemplo 2.2. Seja A é uma k-algebra com unidade. Com as operacoes de soma e

multiplicagdo por um elemento de A definidas ponto a ponto, Der(A) é um A-mo6dulo.

Defini¢ao 2.4. Dada uma base ¥ = {s.|ac € A} de um A-médulo M, define-se a base
dual de ¥ como sendo o conjunto v = {fa € M*|a € A}, tal que fo(s5) = 5, onde &

denota o delta de Kronecker.

Definicao 2.5. Seja V um k-espaco vetorial. V € uma k-dlgebra de Lie, se existir uma

operagao bindria [-,-] : V x V — V com as sequintes propriedades:
(Z) [Xa Y] = _[YaX]a VX7Y eV

(ZZ) [)\1X1 +)\2X2,Y] - )\1[X1,Y] +)\2[X2,Y] € [X, )\1Yi +>\21/2] - )\1[X,Yi] +)\2[X, Yé],
VX,Y, X1, X0, Y1,Yo €V e VAL A € k

Exemplo 2.3. Com o comutador [Dy, Dy] = Dy o Dy — Dyo Dy, Der(A) é uma k-algebra
de Lie.
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2.2 Conexoes

Nesta secao, defini-se conexoes em geral, mostra-se como calcular uma conexao no
caso em que os modulos sao livres de posto finito. Além disso, define-se a conexao de

Levi-Civita.

Definigao 2.6. Seja A uma R-dlgebra e M um A-mddulo. Uma conexao € uma aplicagao,

V:Der(A) x M — M
(X,s) — V(X,s)=Vxs

que satisfaz as sequintes propriedades:

(l) VX+yS = VXS + VXs
(ii) Vaxs = aVxs, ou seja, V(-,s) : Der(A) — M é A linear;
(111) VX(Sl + 82) = Vxs1+ Vxss

(iv) (Regra de Leibntz generalizada) V x(as) = X (a)s+aVxs, ou seja, Vx(-) € k-linear
VaeAes, s; esy e M.

A proposicao a seguir apresenta uma caracterizacao de conexoes em modulos livres
de posto finito, que serd de grande importancia para a implementacao do célculo de

conexoes.

Proposicao 2.1. Seja A uma R-dlgebra, M um A-mddulo livre de posto N. Supon-
hamos que o mddulo das derivagoes de A, Der(A), também seja livre, de posto n. Fizada
uma base ¥ de M, existe uma bije¢ao ¢s, : Con(M) — Myxn(Q4), onde QY denota

[Der(A)]*, o A-mddulo das 1-formas diferenciais de A. Explicitamente, temos que:

D(s') wi(D) wy(D) w

! ; (D) ... w
D(s%) wi(D) w3 (D)

1 1
3 N
2D) ... wi(D) 52

S
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Da proposi¢ao, concluimos que para representar uma conexao (fixada uma base ¥
do A-moédulo M) é necessario armazenar uma matriz de 1-formas diferenciais e, por sua
vez, fixada uma base 3 do modulo Der(A), estas 1-formas diferenciais sao representadas
por matrizes de linhas, cuja dimensao é a dimensao do modulo das derivagoes de A. Ainda
da proposicao, obtemos uma maneira de calcular o valor da conexao em uma derivacao
D, cujo vetor de coordenas na base  é representado por [D]s, e em um elemento s de

M, cujo vetor de coordenadas na base X é representado pela equacao acima.

2.2.1 A conexao de Levi-Civita

Nesta secao serd definido o importante conceito de métrica e serd mostrado como,
a partir de uma métrica dada, associar a ela uma conexao especial chamada a conexao
de Levi-Civita associada & métrica. Serao dadas defini¢oes breves. Para exemplos e mais
informagoes sobre métricas e/ou provas dos teoremas apresentados aqui, o leitor deve

consultar a Segao 2.1 [1].
Definicao 2.7. Seja A uma R-dlgebra. Uma métrica g é uma aplica¢ao bilinear
g: Der(A) x Der(A) — A

que satisfaz a sequinte propriedade: A funcao

¢ : Der(A) — (Der(A))*

X — 9(X) =g(x X)
€ um isomorfismo.
Definicao 2.8. Dada uma conexdao V,
7V : Der(A) x Der(A) — Der(A)

(X,Y) — 7V(X,Y)=VyY - VyX - [X, Y]

€ chamada a tor¢ao da conexao V.

Diz-se que a conexao V € simétrica, se ¥V X,Y, € Der(A) tivermos que a tor¢ao
™V =0, ou seja,

VxY - VyX =[X, Y] (2.1)
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Definicao 2.9. Dizemos que a conexao V € compativél com a métrica g se ¥ X,Y, 7 €

Der(A) tivermos
X(9(Y, 2)) = g(VxY, Z) +g(Y, VxZ) (2.2)

Teorema 2.1. (Levi-Civita) Dada uma métrica g, existe uma unica conexdo denotada
por V9 € Con(Der(A)) que possui as sequintes propriedades:

(1) V9 € simétrica

(i) X(g(Y, 2)) = 9(VxY, Z) +g(Y, VxZ),V X,Y,Z € Der(A).

Demonstracao. Daremos aqui um esboco da prova deste teorema, para maiores detalhes

ver, por exemplo, [1] ou [2].

Caso tal conexao existisse, ela deveria satisfazer

X(g(Y, 2)) = g(VXY, Z) + g(Y, V&Z) (2.3)
Y(9(Z, X)) = 9(V§2, X) + g(Z, V§X) (2.4)
Z(9(X,Y)) = g(V4X, Y) + g(X, V4Y) (2.5)

somando (1.3) e (1.4) e subtrindo (1.5) obtem-se,

X(g(Y, 2))+Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) =9(VXY, Z) +g(Y, V&Z) + g(V$ Z, X)
+9(Z, V§.X) = g(VZX, Y) — g(X, V5Y)

somando e subtraindo o termo ¢(V{.X, Z) temos,

X(g(Y, 2)) + Y(g(Z. X))~ Z(g(X. Y)) = g(V%Y, Z) + g(Y, V4Z) + g(V4Z, X)
19(Z, V4X) — g(VLX, Y) — g(X, V4Y)
+(V$.X, Z) — g(Vi.X, Z)
= g(Y. V% Z) — (VX Y) + g(V4Z, X)
—g(X, VY) + g(V4Y. Z) — g(V4.X, Z)
+29(2, V4X)
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Assim,
9(Z, Vi X) =3{X(9(Y, 2)) +Y(9(Z, X)) — Z(9(X, Y))
—g9(Y, [X, Z]) —g(X, [V, Z]) —9(Z, [X, Y])}

Fixados X e Y, defina

W(Z) =3{X(g(Y, 2)) +Y(9(Z, X)) = Z(9(X, Y))
—9(Y, [X, Z2]) —g(X, [V, Z]) —g(Z, [X, Y])}

Verifica-se que 1 é um funcional linear e que a conexao desejada é a representacao do

funcional, no sentido da definicao (1.6), ou seja,
W(Z) = g(Z. VX),VZ € Der(A)

Observacao 2.1. Se U for uma variedade diferencidel, dois exemplos importantes sao
as métricas riemannianas e as métricas lorentzianas no C;°-moédulo das se¢oes do fibrado

tangente de U.

2.3 Operador Curavtura

Definicao 2.10. Seja A uma R-dlgebra e M um A-mddulo. O operador curvatura asso-

ciado a uma conexao V € uma aplicagao,
KY : Der(A) x Der(A) x M — M
(X7 Y7 8) - KV<X7K8)

definida por
KY(X,Y,s) = [Vx, Vy]s — Vix,v]$ (2.6)
Onde Vx, Vy € Endk(/\/l)

Defini¢ao 2.11. Uma fungdio w : Der(A) x Der(A) — A € dita uma 2-forma diferencial,

se!
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(i) w € linear em cada varidvel
(ii) w € alternante, i.e., w(X,Y) = —w(Y,X), VXY € Der(A)
O conceito de 2-forma diferencial mostrar-se-a importante no estudo do operador
curvatura.

No caso em que M é um A-modulo livre de posto finito N e de base {s,}\_,, pelo
que vimos no capitulo anterior podemos definir o operador curvatura na base do modulo.

Se definirmos

KY(X,Y, sa) ZKB (X, Y)ss = ([Vx, Vy] = Vix.v])5a, (2.7)

para cada K” temos:

Proposicao 2.2. As aplicagoes KP : Der(A) x Der(A) — A satisfazem as sequintes

propriedades:

(l) K£<X7 Y) — _Kg(}/v X):

(ii) KP(\X,Y)=AKP(X,Y) com X € A.
Demonstracao. Ver proposicao 3.1 de [1].

Assim como foi feito para conexoes, a proxima proposicao visa a associar ao oper-
ador curvatura uma matriz. Utiliza-se na referida proposicao derivada e produto exteri-

ores. Para referéncia sobre tais conceitos ver, por exemplo, [6].

Proposic¢ao 2.3. Seja M um A-mddulo livre de posto finito N e ¥ = {sq,...,Sn} uma
base de M. Dada uma conexao V, cuja matriz na base a é [(wv)ﬁ} = W, associamos a

curvatura K¥ a matriz [(KV)3] = K, esta é dada por:
K=dv+wAw (2.8)

1sto €, para cada entrada da forma curvatura temos,

N
KP = duP + Zw,f Aw) (2.9)
k=1



Demonstracao. Ver Proposicao 3.3 de [1].
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Capitulo 3

Implementacao

Neste capitulo, serd apresentada a implementacao feita para o calculo de conexoes
e curvatura. Para tal foi utilizado o Maple 12. Como o foco é em aspectos computacionais,
serdao tratados apenas A-modulos livres de posto finito, onde A denota uma R-algebra,
sera suposto também que o mdédulo das derivagoes da R-algebra A também é livre de posto
finito. Assim, em tudo que se segue tem-se fixadas bases f = {01, ..., } e X = {s1, ..., SN },
das derivacoes e do A-modulo M. Sera feita a suposicao de que os elementos de 3 sao as

derivadas parciais. Este ¢ um caso importante, conforme [5].

Este trabalho nao tem o objetivo de ser uma introducao ao uso do Maple, para tal

fim existem varios livros e tutoriais disponiveis, dos quais citamos [4].

Na Secao 3.1, faz-se consideragoes sobre softwares de computacao algébrica e outras
possiveis opgoes de ferramentas para a implementacao feita; além disso, apresentam-se
as razoes para escolha do Maple como ferramenta para a a implementacao das rotinas
tema deste trabalho. Na Secao 3.2, apresenta-se a implementagao dos conceitos da Se¢ao
2.1. Similarmente, a Secao 3.3 apresenta-se a implementacao da Secao 2.2 referentes a

conexoes e, finalmente, na Secao 3.3.2 descreve-se a implementacao da Secao 2.3
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3.1 Planejamento da Implementacao

Na etapa de planejamento da implementacao, questoes relativas ao escopo da im-
plementacao e qual tecnologia utilizar foram consideradas. As decisoes foram tomadas
principalmente considerando questoes relativas a tempo de realizacao do projeto e publico
alvo. Quanto ao escopo da implementacao, decidiu-se pela implementacao do estudo
feito em [1|. Tal decisao foi devida ao fato de o material em [1]| ser bastante acessivel.
Além disso, [1] contém resultados com fins de possibilitar implementagoes de conexoes e
curvaturas. Quanto a tecnologia utilizada, foram consideradas diversas alternativas con-
siderando softwares livres e ferramentas corporativas e a tecnologia que melhor satisfez as

restrigoes foi o Maple, a ferramenta escolhida para a implementacao.

3.2 Derivacoes

Nesta Secao sera ilustrado como representar uma derivacao e como calcular calcular
o valor de uma derivagao D, cujas coordenadas na base a sao [D], = [D', D?,..., D"], em
uma funcao f. Nas implementacoes das funcoes que se seguem a variavel dim Der denotara
a dimensao do modulo das derivagoes, ou seja, dimDer = n. O objetivo aqui é, a partir

de, D fazer a seguinte computacao:

p(f)= Y Do)

1<i<n

A implementacao é feita pela funcao calcularDerivacaoFuncao, cuja implemen-

tacao é dada a seguir:
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> calcularDerivacaoFuncao := proc(der,func)::function;

> local i, f,deri;
> f:=0;

> deri := Matrix(der);
> for i from 1 to dimDer do

> f:= f + derill,i]l*diff(func,variaveis[i]);
>  od;

> return f;
> end:

Como exemplo, calculamos a derivagao D = [sin(z1), cos(z1)] na funcao
f(xy,29) = x1 * x9. A seguir estd a saida no maple:
> calcularDerivacaoFuncao([sin(x1),cos(x1)], x1*x2);

sin(z1) x2 + cos(z1) x1

Usa-se a funcao calcular DerivacaoFuncao para implementar a funcao calcular Derivacao
que recebe uma derivacao D, com as mesmas coordenadas citadas acima e um elemento f
do A-mo6dulo M, cujas coordenadas, na base, 3 sio [f]z = [f!, ..., f¥] e realiza o seguinte

calculo:

D(f) S cicn DO

2 i9.( £2

calcular Derivacao(D, f) = D(f) — 2 <i<n D'O(f7)
D(f") S icicn DIO(Y)

A implementacao do procedimento é a seguinte:

> calcularDerivacao := proc(der, sec)
> local i, newSec,sect,deri;

> sect := Matrix(sec);
> deri := Matrix(der);
> newSec := Matrix(1l,dimSec);

> for i from 1 to dimSec do
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> mnewSec[1,i] := calcularDerivacaoFuncao(deri,sect[1,i]);
> od;

> return newSec;
> end:
Como anteriormente, calcula-se a derivacdo D = [sin(xy),cos(z2)] no elemento
[ = [z1 % 22, 23] de M. A seguir est4 a saida no maple:

> calcularDerivacao([sin(x1),cos(x2)], [x1*x2, x1*x1]);

[ sin(z1) x2 + cos(z2) x1  2sin(z1) z1

Assim como as derivagoes, as 1-formas diferenciais (elementos de (Der(.A))*) sao
representadas por vetores de elementos de A. A funcao calcularlFormaDerivacao, re-
torna o valor de uma 1-forma diferencial em uma derivagao dada. Simbolicamente, se w é
uma 1-forma diferencial tal que [w], = w1, ...,w,] € D é uma deriva¢ao, cujas coordenadas

na base a sio [D], = [D?, ..., D"], temos que

calcularlFormaDerivacao(w, D) = Z w; D",

1<i<n

supondo que v é a base dual de a. A implementacao do procedimento é dada a seguir:

> calculariFormaDerivacao := proc(forma, der)
> local i, result;

> result := 0;

> for i from 1 to dimDer do

> rgsult := result + formal[il*der[il];

> od;

3
> return result;

> end:

Como exemplo de uso de calculariFormaDerivacao para calcular o valor da
1-forma ¢ tal que [0], = [z1 * 22,2 x sex(22)] em uma derivagao D tal que [D]z =

[cos(z1 x x2), 223].
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> calculariFormaDerivacao ([x1*x2,x"~1*sex(x2)], [cos(x1*x2),x2"3]);

z1 12 cos(xl 22) + x sex(z2) 22°

3.3 Conexoes

A fim de representar uma conexao V, segundo a proposicao 2.1, é necessario ape-
nas guardar a matriz da conexao em uma determinada base do moédulo M. Ainda da
proposicao 2.1, obtemos uma maneira de calcular o valor da conexao em uma derivacao
D, cujo vetor de coordenas na base § é representado por [D]s, e em um elemento s de

M, cujo vetor de coordenadas na base X é representado por [s]s:

D(s") WD) WD) wi(D) . wh(D) ) [ &

D(s? wi(D) wi(D) wiD) .. wi(D s
o | PE) L] D o) o) s |

D(s™) wr'(D) wy (D) wi'(D) ... wy(D) 5"

O procedimento que realiza o cilculo de uma conexao V dada em uma derivacao

D e um elemento s do modulo M é calcularConexao. A implementagao é dada abaixo

> calcularConexao := proc(matrizForma, der, sec)
> local con;

> con :=
> MatrixAdd(calcularDerivacao(der,sec) ,MatrixMatrixMultiply (Matrix(calcu
> larMatrizlFormaDerivacao(matrizForma,der)) ,Matrix(transpose(zeta))));

> return con;

> end:

A seguir, demonstra-seo uso do procedimento calcularConexao
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> zeta:= Matrix([x1*x2, x1*x1]):
> t:=calcularConexao(([ [[x1 + x2, x1],[x1*3, x1+ x2]1]1, [[x1,
> sin(x2)]1,[x1, x2]1]1 1),[x2*2 + x1,x2],zeta):
> map(simplify,t);
202° + 221 22 + 511”22 + 8x1% 12 4+ 221 42° 4 321"
zl (422 + 221 + 3zl 22 + 311?12 + 122 sin(22) + 113)

3.3.1 A conexao de Levi-Civita

O principal objetivo desta Secao é implementar a funcao leviCivitaMatriz que dada
uma métrica retorna a matriz da conexao de Levi-Civita associada a esta métrica, segundo
o teorema 2.1. Para tanto, a estratégia serd a mesma utilizada na prova do teorema 2.1:
Para cada entrada X,Y € Der(A), obtém-se um funcional ) X,Y’) € (Der(.A))* (definido
na demonstragao do teorema citado) e entao encontra-se o representante deste funcional, o
que resultara em Vx(Y). A partir de um procedimento que realiza esse céalculo, constroi-se

a matriz da conexao.

O primeiro passo é calcular as coordenadas do funcional ¥(X,Y’) com relacao a

base dual de 3. Tal calculo é feito através do seguinte procedimento:

> calcularFuncional := proc(metrica, derX,derY)
> local result,i;
> result := Matrix(1l,dimDer);

> for i from 1 to dimDer do
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result[1,i] :=
(1/2)*(calcularDerivacaoFuncao2(derX,calcularMetrica(metrica,derY,Matr
ix(Vector (dimDer,shape=unit[i]))) [1,1])+
calcularDerivacaoFuncao2(derY,calcularMetrica(metrica,derX,Matrix(Vect
or (dimDer,shape=unit[i]))) [1,1])-
diff(calcularMetrica(metrica,derX,derY)[1,1],variaveis[i])-
calcularMetrica(metrica,Matrix(Vector (dimDer,shape=unit[i])),comutador
(derX,derY))[1,1]-

calcularMetrica(metrica,derX,comutador (derY,Matrix(Vector (dimDer, shape
=unit[i])))) [1,1]-

calcularMetrica(metrica,derY,comutador (derX,Matrix(Vector(dimDer, shape

=unit[i]1)))) [1,1]1);
od;

return result;

O procedimento anterior realiza o clculo das coordenadas de 1 (x y), calculando

seu vetor nos elementos da base 5. O uso dessa funcao sera exemplificado mais adiante.
Agora que o operador ¥ ja foi calculado é possivel calcular o seu representante através
de uma métrica g dada. Para isso, foi criada a funcao acharRepresentanteFuncional,
descrita abaixo. Essa funcao toma como entrada as coordenadas de um funcional
e uma métrica. O retorno é a multiplicacao entre o vetor linha de coordenadas do

funcional e a matriz inversa da matriz da métrica. A implementacao é dada a seguir:

> acharRepresentanteFuncional := proc(funcional,metrica)

> local result;
> result := MatrixMatrixMultiply(Matrix(funcional),

> MatrixInverse(metrica));
> return result;

> end:
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A implementacao do procedimento anterior é baseada no fato de que, o represen-
tante de ©(x,y) € um elemento de Vx (Y') € Der(A) tal que Y(xv\(Z) = 9(Vx(Y), Z),VZ €

Der(.A). Em notacao matricial,

Zy
(b - (Wxy))n) =
Zn
91 95 93(D) ... gy(D) ,
(D) @(D) @(D) .. g2(D 1
(V@) o (Vxry, | 4P 9P) aP) gD 4

g1 (D) g5(D) g5(D) ... gn(D)
para todo Z € Der(A). Assumindo que A possui uma unidade, pode-se "cancelar"Z em

ambos os lados da equacao acima e obtem-se:

(Y o)) = (V) o (Vx(Y))al

g1 (D) g5(D) g5(D) ... gn(D)
Invertendo a matriz da métrica e multiplicando a esquerda, obtemos o resultado.

Agora, é possivel calcular a conexao de Levi-Civita. A fungao abaixo faz esse

calculo em tomando como argumentos a métrica e derivagoes X e Y e retorna o valor
de V% (Y).

> leviCivita := proc(metrica, derX,derY)

> local i,funcional;

> for i from 1 to dimDer do
> funcional :=

> MatrixMatrixMultiply(calcularFuncional (metrica,derX,derY),Matrix(inver

> se(metrica)));

>  od;
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> return funcional;

> end:

Exemplo 3.1. Este exemplo demonstra o uso das fun¢oes descritas acima para resolver
o item (a) do exercicio 8 do segundo capitulo de [2]. O exercicio consiste em encontrar a
matriz da conexao de Levi-Civita da métrica de Lobatchevski em R*" = {(z,y) € R;y >
0}. As coordenadas das 1-formas diferenciais que sdo entradas da matriz da conexao
sao chamadas Simbolos de Christoffel. Tal métrica é dada pela matriz 2 por 2 g tal

1

que gi1 = g2 = — € gi2 = o1 = 0. Faz-se uso da funcao leviCivita dada acima,

para calcular V3 (91),V$ (02),V5,(01),V5,(02) estes representam as entradas da matriz

da conexao. A funcao a seguir faz o célculo descrito

Y

leviCivitaMatriz := proc(metric)
> local i,j,matriz;

> matriz := Array(l..dimDer,1..dimDer);
> for i from 1 to dimDer do

> for j from 1 to dimDer do
> matriz[i,j] := leviCivita(metric,

> Matrix(Vector(dimDer,shape=unit[i])) ,Matrix(Vector (dimDer,shape=unit[j

> 1)));
> od;
>  od;

> return matriz;

> end:

O resultado da chamada

> leviCivitaMatriz([[1/(x2)~2,0],[0,1/(x2)~2]1]1);

o] |2

z2 x2
1 1
-0 0 ——

{:c? } x2

O que nos da a solucao do exercicio.

é:
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Exemplo 3.2. Vamos utilizar o mesmo procedimento para calcular a matriz da conexao
de Levi-Civita da métrica apresentada no exemplo 3.3 de [1|. Tal métrica é definida na

esfera bidimensional S? da seguinte maneira: Defini-se
Y (0,27) x (0,7) — S?
(0, ¢) = (sin(¢) cos(0),sin(¢) sin(#), cos(¢))

0
e 0o = — e nelas definimos

a0 o6

Obtem-se (ver [1]), a partir de ¢, as derivagdes 0; =

uma métrica g, dada por:

g(al,al) = sin2(¢),g(82,82) = 1,9(81,82) = 9(82,81) =0

A fim de calcular a conexao associada a métrica g, basta usarmos, novamente, a funcao

leviCivitaMatriz:

> leviCivitaMatriz([[(sin(x2))~2,0],[0,1]1]);

oza] (o)

sin(z2) sin(z2

)
[ —cos(z2)sin(z2) 0 } [ 0 0 ]

3.3.2 Operador Curvatura

O principal objetivo desta Secao é calcular o Operador Curvatura associado a
uma conexao, de acordo com a definicao 2.10. Explicitamente, dada uma conexao,
deseja-se calcular o valor do operador curvatura KV em um ponto
(X,Y;s) € Der(A) x Der(A) x M e também a matriz do operador curvatura como
na proposicao 2.3. Para a primeira das tarefas, temos que calcular KV(X,Y;s) =
[Vx,Vyl(s) = Vix,y)(s). Na Segao anterior, o calculo de conexdes foi implementado,
entao basta implementar um procedimento que calcule o comutador de duas derivagoes.

Esta implementagao esta descrita a seguir:
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> comutador := proc(Z,W)
> 1local i,j,result,X,Y;
> X:=Matrix(Z);
> Y:=Matrix(W);

> result := Matrix(1l,dimDer);
> for j from 1 to dimDer do

> for i from 1 to dimDer do
> result[1,j] := result[1,j] + X[1,i]*diff(Y[1,j], variaveis[i]) -

> Y[1,il*diff (X[1,j], variaveis[i]);
> od;

>  od;

> return result;

> end:

Com este procedimento, a implementacdo do célculo de KV (XY, s) é:

> calcularOperadorCurvatura := proc(conexao, derla, der2a, sect)
> local retorno,derl,der2,sec;

> derl:=Matrix(derla);

> der2:=Matrix(der2a);

> sec:=Matrix(sect);

> return calcularConexao(conexao,derl,transpose(calcularConexao(conexao,
> der2, sec))) -

> calcularConexao (conexao,der2,transpose(calcularConexao(conexao, derl,

> sec))) - calcularConexao(conexao, comutador(derl,der2),sec);
> end:
A fim de exemplificar o uso da funcao calcularOperadorCurvatura, da conexao

de Levi-Civita associada a métrica de Lobachevski (ver exemplo 3.1) no ponto (0, da; 01 ),

onde 0; denota o primeiro vetor da base a.
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> calcularOperadorCurvatura([ [[0, -1/x2],[-1/x2, 011, [[1/x2, 0],[0,-1/x2]111,
[1,0],[0,1],[1,01);

0
1

222

Para calcular a matriz do operador curvatura KV associado a uma conexio
V, segundo a proposicao 2.3, faz-se necessario o calculo de derivadas exteriores e de
produto exterior de 1-formas. O resultado dessas operacoes é uma 2-forma diferencial.
Dada uma base = {0y,...0,} de Der(A), obtem-se a sua base dual v = {d}, ..., 03}
e os vetores da forma ' A &/ com ¢ < j formam uma base de 2(A) o conjunto
das dois formas diferenciais. Desse modo, para representar um elemento de €25(A) é
n(n—1)
a ordem das coordenadas sera a ordem lexicografica. Por exemplo, no caso n = 3, se
w € Qy(A), tem-se w = w128 AG*+w130  A6>+wae3d?Ad?, com w;; € A. Matricialmente,

(w] = [wi2, w13, wes]. A fim de calcular o produto exterior de 2-formas diferenciais,

necessario armazenar uma matriz linha de tamanho . Seré convencionado que

implementou-se o seguinte procedimento:



calcularProdutoExterioriFormas := proc(formal,forma2)
local resultado,i,j;

resultado := Matrix(1,dimDer*(dimDer-1)/2);

for i from 1 to dimDer*(dimDer-1)/2 do
resultado[1,i] := 0;

od;

for i from 2 to dimDer do

for j from 1 to i-1 do

resultado[1, (i-2) + j] := resultadoll,(i-2) + jl +
(-1)*formal[il*forma2[j];

od;

od;

for i from 1 to dimDer-1 do

for j from i+l to dimDer do

resultado[1,i + j - 2] := resultadoll,(i-2) + j] +
formal[i]*forma2[j];

od;

od;

return resultado;

end:

Para calcular a derivada exterior, implementou-se a seguinte funcao:
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calcularDerivadaExterioriForma := proc(forma)
local resultado,i,j;

resultado := Matrix(1,dimDer*(dimDer-1)/2);
for i from 1 to dimDer*(dimDer-1)/2 do
resultado[1,i] := 0;

od;

for i from 2 to dimDer do

for j from 1 to i-1 do

resultado[1,i+j-2] := resultado[1,i+j-2] +
(-1)*diff (formal[j],variaveis[i]);

od;

od;

for i from 1 to dimDer-1 do

for j from i+l to dimDer do
resultado[1,i+j-2] := resultado[1,i+j-2] +
diff (formal[j],variaveis[i]);

od;

od;

return resultado;

end:

Finalmente, para calcular a matriz do operador curvatura:
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calcularOperadorCurvaturaMatriz := proc(conexao)

local resultado,i,j,k,temp;

resultado := Matrix(dimSec,dimSec) ;

for i from 1 to dimSec do

for j from 1 to dimSec do

temp :=0;

for k from 1 to dimSec do

temp:= temp +

calcularProdutoExterioriFormas (conexaoli,k],conexaolk,jl);
od;

resultado[i,j] := calcularDerivadaExteriorlForma(conexaol[i,j])
+ temp;

od;

od;

return resultado;

end:

Exemplo 3.3. Como aplicagao da fun¢ao calcularOperadorCurvaturaMatriz, calcular-

se-&4 a matriz do operador curvatura as conexoes de Levi-Civita associadas as métricas

dos exemplos 3.1 e 3.2. Para o primeiro caso:

>

>

calcularOperadorCurvaturaMatriz([ [[0, -1/x2],[-1/x2, 011, [[1/x2,

01,00, -1/x211 1);

Para o segundo caso:
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> calcularOperadorCurvaturaMatriz ([ [[O,

> cos(x2)/sin(x2)],[cos(x2)/sin(x2), 011, [[-cos(x2)*sin(x2), 0]1,[0, 0]]

[ [sEn(zx]W] H& ]



Capitulo 4

Conclusoes e Trabalhos Futuros

O principal objetivo deste trabalho é prover ferramentas para estudantes e pesquisadores
que utilizem os conceitos de conexoes e curvaturas em suas atividades. Vemos o projeto
aqui realizado como o comeco de uma longa caminhada para esse fim. No presente tra-
balho, foram implementadas as rotinas béasicas para o uso de conexoes e curvatura, que
apesar de sua simplicidade, fornece a possibilidade de resolvermos um grande niimero de
problemas propostos complexos, como, por exemplo, os problemas presentes em [2|. A
restrigao do célculo com o moédulo das derivagoes sendo gerado pelas derivadas parciais
foi escolhido pela aplicabilidade e pelo apelo intuitivo, mas esta restricao nao contitui
de maneira nenhuma um obstaculo na generalizacao da implementacao para casos mais
gerais, as idéias gerias continuam as mesmas e, devido a modularidade do cédigo imple-

mentado, basta substituir poucas rotinas.

Como mencionado anteriormente, a grande quantidade de aplicagoes desses con-
ceitos evidencia a necessidade de continuar esta implementacao. Destacamos entre as
principais aplicagoes a serem contempladas o transporte paralelo e o calculo dos grupos
de holonomia. Ambos sdo bastante importantes em fisica quantica [7]. A implementagao
dessas aplicacoes certamente tornariam o projeto aqui desenvolvido mais aplicavel em con-
textos de pesquisa. Ressaltamos que a implementacao aqui realizada constitui uma base
para a continuacao em muitas direcoes e torna a implementacao das aplicagoes bastante

viavel.



Capitulo 5

Manual de Instalacao

Neste breve capitulo, serd descrito o processo de como utilizar as rotinas men-
cionadas no capitulo anterior. A implementacao foi feita no Maple 12, mas também foi
testada no Maple 7, desse modo, recomenda-se utilizar uma versao do Maple posterior
a versao 7. Para fazer uso da rotinas, basta abrir o arquivo conCur.mws e compilar o
codigo no Maple. Para fazer a compilagao, basta executar todas elas (pressionando repeti-
damente a tecla Enter até o fim do arquivo, ou clicar no botao Executetheworksheet,
cujo icone é !!I). Uma vez compiladas as rotinas podem ser utilizadas como descrito no

capitulo anterior.
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