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Resumo

Os profissionais responsaveis pelo desenvolvimento de sistemas computa-
cionais muitas vezes tém o interesse de prever o comportamento do sistema
a ser desenvolvido antes da implementacao do mesmo. Isso acontece porque
testar e alterar um sistema ja construido sao tarefas custosas. Uma maneira
de minimizar esses custos € criar um modelo matemaéatico que imita o sistema e
viabiliza a andlise de caracteristicas comportamentais do mesmo em diversas
situagoes, em critérios como performance, confiabilidade e disponibilidade.

Esse trabalho tem o objetivo de descrever o processo de modelagem e
andlise de sistemas computacionais utilizando o formalismo matematico de
Cadeias de Markov. Os sistemas que podem ser representados como um
conjunto de estados e transicoes, e além disso se comportam de acordo com
a propriedade de Markov, sao os sistemas qualificados para serem modelados
por Cadeias de Markov.

Depois do modelo ser concluido, a analise pode ser feita por solugoes
analiticas ou por solucoes de simulacao. Esses dois tipos de solucao tém
suas vantagens e desvantagens, devendo ser escolhidas dependendo do con-
texto. Vérias medidas de desempenho podem ser inferidas no processo
de analise, revelando caracteristicas dinamicas do sistema, o que é muito
util para os desenvolvedores. Esse trabalho mostra exemplos de modelos e
solugoes analiticas e de simulagao, com o intuito de melhorar a compreensao
do processo de modelagem e analise por Cadeias de Markov, assim fornecendo
a base de conhecimento necessaria para o uso dessa técnica.



Abstract

Individuals responsible for development of computer systems often have
the interest to predict the behavior of the system to be developed before im-
plementation. This is because test and change the system already built are
expensive tasks. One way to minimize these costs is to create a mathematical
model that mimics the system and enables the analysis of behavioral charac-
teristics of it in many situations on criteria such as performance, reliability
and availability.

This paper aims to describe the process of modeling and analysis of com-
puter systems using the mathematical formalism of Markov chains. Systems
that can be represented as a set of states and transitions, and also behave
according to the Markov property are the systems eligible to be modeled by
Markov chains.

After the model is completed, the analysis can be done by analytical
solutions or simulation solutions. These two types of solutions have their ad-
vantages and disadvantages, and should be chosen depending on the context.
Several performance measures can be inferred in the review process, reveal-
ing dynamic characteristics of the system, which is very useful for developers.
This study describes examples of models and analytical solutions and simula-
tion in order to improve the understanding of process modeling and analysis
using Markov chains, thus providing the knowledge base required to use this
technique.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

Os desenvolvedores de sistemas computacionais muitas vezes precisam
prever o comportamento desses sistemas em funcionamento antes de con-
strui-los. Testar e corrigir um sistema somente depois do mesmo estar imple-
mentado é uma tarefa custosa. £ muito importante conhecer caracteristicas
de confiabilidade e desempenho do sistema que vai ser desenvolvido. Para
avaliar o comportamento de um sistema antes de desenvolvé-lo é util fazer
um modelo desse sistema. Esse modelo é uma abstragao que permite sim-
ular o comportamento do sistema através de parametros conhecidos pelos
desenvolvedores.

No caso da computagao, muitos sistemas podem ser representados por um
conjunto de estados e transicoes entre esses estados. Outra caracteristica dos
sistemas computacionais é a presenca de variaveis nao-deterministicas, ou
seja, o sistema se comporta de maneira aleatoria, existe uma probabilidade
do sistema passar de um estado para outro, ao invés de uma condicao exata.
Assim, os modelos tteis para prever o comportamento desses sistemas sao
os modelos que representam processos estocasticos, que sao processos que
evoluem no tempo probabilisticamente.

A principal teoria para modelar sistemas que podem ser descritos por um
diagrama de estados e nos quais as transicoes entre esses estados dependem
de probabilidades ¢é a teoria das Cadeias de Markov.

As Cadeias de Markov tem esse nome porque foram introduzidas pelo
matematico Andrei Andreyevich Markov, em 1907. Markov nasceu em 14
de junho de 1856 em Ryazan, na Russia, graduou-se na Universidade de Sao

Petersburgo em 1878 e se tornou professor da mesma em 1886. Por volta de



1900 comegou a estudar processos estocasticos, o que resultou na descrigao
do processo estocastico conhecido como Processo de Markov. As Cadeias
de Markov sao usadas para andlise de desempenho desde 1950, aproximada-
mente. Como as cadeias de Markov sao usadas ha muito tempo, existem
varias técnicas de solugao numeérica, simulacao, métodos de geragao de espaco

de estados e softwares que auxiliam no processo de modelagem e avaliagao.

(3]

Andrei Andreyevich Markov (1856-1922)

1.2 Estrutura do documento

Neste trabalho sera feita a descrigao de como modelar sistemas computa-



cionais utilizando o formalismo matemaéatico de cadeias de Markov, teoria
util para modelar sistemas computacionais que podem ser representados por
diagramas de estados.

Nas proximas segoes desse capitulo sera mostrada a abordagem geral para
modelagem e avaliagao de um sistema computacional, destacando as pro-
priedades de desempenho que podem ser verificadas. Também h& uma secao
de revisao de conceitos relevantes de probabilidade.

Os capitulos seguintes sao focados na definigao das Cadeias de Markov
e no processo de modelagem e avaliacao de sistemas. Para enriquecer a
explicacao serao mostrados exemplos de modelagem de sistemas simples, in-

clusive com o auxilio de um software de modelagem existente.

1.3 Processo de modelagem

A primeira etapa do processo de modelagem é a formalizacao, onde o
desenvolvedor do modelo gera uma descricao formal do sistema real. Partindo
de uma descri¢ao informal do sistema, em linguagem natural, por exemplo,
o desenvolvedor cria o modelo formal para o sistema, usando uma teoria
especifica. Essa teoria permite ao desenvolvedor obter uma visao abstrata e
simplificada do sistema real. 36!

A teoria abordada nesse trabalho é a teoria de Cadeias de Markov, que é
utilizada para modelar sistemas que podem ser representados por diagramas
de estados. A modelagem por Cadeias de Markov tem o foco no comporta-
mento dinamico do sistema, visando simular as situacoes possiveis e os efeitos
do funcionamento do sistema real. Na Figura 1.1 é mostrado o processo de

formalizacao.



Descricdo

Referéncia

informal do Abstracio Descricio matemdtica formal

da sistema como
uma cadeia de

Markav

sistema real

geraimente em
linguagem notural

lModeladores

Figura 1.1 Processo de formalizacao

As principais abstracoes que devem ser feitas para construir o modelo sao:[?

e Fazer a associacao das duragoes das atividades do sistema com
variaveis randomicas. Exemplo: Um servidor de um sistema de rede
recebe em média uma requisicao a cada 10 segundos. Este servidor
consegue armazenar no maximo 3 requisigoes. As requisigoes levam em

média 5 segundos para serem atendidas.

e Definir as probabilidades de transicao entre os estados do sis-
tema. Exemplo: Dois processadores rodam em paralelo, os dois fun-
cionando, esse é o estado A. Um dos processadores esta rodando e o
outro esta com problemas e nao esta funcionando, esse é estado B. A
probabilidade de um dos processadores parar de funcionar é de 1% em
cada intervalo de tempo. Essa probabilidade define uma transicao do

estado A para o estado B.

Para criar e avaliar o modelo é necessario definir uma escala de tempo.
Os eventos do sistema devem ser medidos por um intervalo de tempo deter-
minado, por exemplo, a cada hora.

Depois do modelo formal ser definido, é possivel "pegar”’um determi-
nado momento durante a operacao do sistema e saber as probabilidades de

evolucao do sistema para outros estados nos instantes de tempo seguintes.
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Dependendo do tipo de situacao, a cadeia de Markov pode ser de tempo
continuo (CTMC - Continuos Time Markov Chain) ou de tempo discreto
(DTMC - Discrete Time Markov Chain). Nas situagdes em que o sistema
pode mudar de estado a qualquer momento deve ser usada a CTMC, caso
contrario deve ser usada a DTMC. Os tipos de cadeias de Markov vao ser

detalhados no Capitulo 2.

1.4 Avaliacao do modelo

Apés a construcao do modelo formal do sistema, a avaliagao do mesmo
com relagao as caracteristicas de desempenho e confiabilidade deve ser re-
alizada. Para isso existem diferentes métodos de avaliacao de modelos. A
escolha do método depende das abstragoes feitas no processo de formalizacao.
As solucoes mais utilizadas sao:?

Solugoes analiticas: As solugoes analiticas se baseiam em representar
o modelo formalizado como uma equacao ou como um conjunto de equacoes.
Dessa equacao ou conjunto de equagoes podem ser obtidas informagoes rele-
vantes sobre o sistema através de solugoes de forma fechada (closed-form so-
lutions) ou de medidas aproximadas calculadas por algoritmos de matematica
numérica.

Solugoes de forma fechada podem ser obtidas se a cadeia de Markov ger-
ada nao for muito grande ou se tiver uma estrutura regular. A vantagem das
solugoes de forma fechada é a rapidez do célculo das medidas de performance
do sistema, por causa da menor complexidade. Quando nao é possivel encon-
trar uma solugao de forma fechada é preciso encontrar a solucao do modelo
utilizando algoritmos de matematica numérica, que obtém resultados aprox-
imados. Existem varios algoritmos desse tipo, e a desvantagem deles é que

geralmente sao mais complexos, retardando a solu¢ao do modelo.

11



Solugoes de simulagao: Em alguns casos, nao é possivel encontrar uma
solucao analitica para o modelo, isso porque nao se conhece um método para
derivar equagoes daquele modelo, ou porque a complexidade de computacao
de um algoritmo numérico para esse modelo é muito alta. Nesse caso é
feita uma simulacao do modelo. Ao invés de resolver equacoes derivadas do
modelo, um determinado algoritmo executa o modelo e recolhe as informacoes
do comportamento observado durante a simulacao, com o objetivo de obter
as medidas de desempenho do sistema.

Muitas vezes o método de simulacao é melhor que o de solucoes analiticas,
mesmo quando as mesmas existem para determinado sistema. Isso acontece
porque a simulacao é flexivel, podendo ser executada varias vezes para refinar
os resultados, além de ser computacionalmente mais vidavel nos casos em que
o modelo contém grande nimero de estados e solugoes numéricas de dificil

resolucao e interpretagao.

1.5 Propriedades de desempenho

O objetivo de modelar um sistema é prever seu comportamento dinamico,
ou seja, em funcionamento. O modelo sob avaliacao deve fornecer certas
caracteristicas do sistema que sao relevantes para os desenvolvedores, as quais
sdo, principalmente:!!

Performance: O grau em que o sistema executa suas fungoes em critérios
como velocidade, precisao e uso de memoria, por exemplo.

Confiabilidade: A probabilidade de que o sistema nao vai falhar por
um dado tempo sob condigoes especificadas.

Disponibilidade: A capacidade do sistema de executar uma funcao re-

querida em um determinado instante ou periodo de tempo.

12



1.6 Conceitos de probabilidade

Antes de explicar a teoria de Cadeias de Markov e o uso da mesma para
modelar sistemas computacionais, € interessante fornecer o conhecimento
bésico necessario para o entendimento de todo o processo de formalizacao
matemaética e criacao do modelo.

Nesta secio serao abordadas definicoes bésicas da teoria da probabilidade. 2!

1.6.1 Definigoes

e Fendmeno aleatorio

E um fenémeno imprevisivel, nao é possivel saber quando ird aconte-
cer no futuro. Ao lancar um dado, por exemplo, ndao podemos saber
qual a face resultante antes de jogarmos o dado, s6 podemos saber a

probabilidade de determinada face ser a resultante.

e Evento discreto

Um evento é discreto quando sua ocorréncia so € verificada em determi-
nados instantes de tempo dentro de um periodo. Por exemplo, a cada

minuto ou a cada hora.

13



e Evento continuo

Um evento é continuo quando pode ocorrer em qualquer instante de

tempo.

e Variavel aleatéria

Uma variavel aleatoria representa o resultado de um experimento aleatorio.
Podemos saber somente a probabilidade da varidavel assumir um certo

valor dentro de um conjunto de valores possiveis.

e Distribuicao de probabilidade

Para estudar uma variavel aleatoria é interessante identificar os valores
que a mesma pode assumir e a frequéncia de ocorréncia de cada valor.

A funcao que representa essa frequéncia é chamada de distribuicao de

probabilidade.

e Memoryless

Em um sistema denominado "memoryless”, saber o que aconteceu no
passado nao ajuda a prever o que acontecera no futuro. Quando uma
moeda ¢ lancada, por exemplo, mesmo tendo jogado a moeda vérias
vezes anteriormente, os resultados anteriores nao influenciam de modo
algum o préximo resultado. Assim, em sistemas ”memoryless”, dado
o estado atual, o préoximo estado do sistema nao depende dos estados

passados.

14



1.6.2 Variaveis aleatdrias

Nos sistemas computacionais existem inimeras variaveis aleatorias, como
a quantidade de pacotes que chega a um roteador no periodo de uma hora ou
o tempo entre a chegada de duas tarefas consecutivas a um sistema. Nota-
se que no primeiro exemplo a variavel s6 pode assumir valores discretos,
pois ela representa o nimero de pacotes. Entretanto, no segundo exemplo, a
variavel em questao representa o tempo entre a chegada de duas tarefas, assim
esse valor pode assumir valores continuos. Por isso existe uma classificacao
especifica para o tipo de variavel aleatoria, que divide as variaveis aleatérias

em discretas e continuas.

1.6.1.1 Variaveis aleatdrias discretas

Uma variavel aleatéria discreta somente pode assumir valores discretos.
A variavel é descrita pelos valores possiveis que ela pode ter e pelas probabili-
dades de ocorréncia dos mesmos. O conjunto de probabilidades de ocorréncia
de cada valor é chamado de fungao de probabilidade da variavel. Para
uma variavel aleatoria discreta X, assumindo que X nao assume valores neg-

ativos, a funcao de probabilidade é definida como:

pr=P(X =k) para k=01, 2., (1)

que representa a probabilidade da variavel X assumir um valor k. E necessério

que:

v,
»
I

=

v
(e}

>
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Varios parametros importantes podem ser derivados das variaveis aleatorias

discretas:

e Valor médio ou valor esperado

X=EX)=Yk-P(X =k) (4)

O valor esperado representa o valor médio de uma experiéncia se ela

for repetida muitas vezes.

e Variancia

ox = V(X) = B(X?) — (E(X))? (5)
onde ox é chamado de desvio padrao.
A variancia de uma variavel aleatéria é uma medida da sua dispersao,

que indica a distancia geral entre os seus valores e o valor esperado.

Existem algumas varidveis aleatérias discretas muito importantes, como a
de Bernoulli, a binomial, a geométrica e a de Poisson, que descrevem tipos de

eventos especificos e que ocorrem frequentemente em varias situacgoes reais.

1.6.1.2 Variaveis aleatérias continuas
Uma variavel aleatoria continua X pode assumir qualquer valor no inter-
valo [a,b], onde —0o < a < b < 0o. Ela é descrita pela funcao de distribuigao

acumulativa, ou FDA:

Fx(r) = P(X <), (6)

que especifica a probabilidade de que a varidvel X tome um valor menor ou

igual a x.

16



A funcao densidade de probabilidade (FDP) fx(z) pode ser usada

ao invés da funcao de distribuicao acumulada:

fxla) = 0 g
Algumas propriedades da FDP sio:
fx(x) >0 para todo x, (8)
| ix@is =1, (9)
Plor < X < a5) = / Fx(@)dz, (10)
P(X =z) = / Fx(a)de =0, (11)
P(X > 5) = /°° Fx(@)dz =0, (12)

A funcao densidade de probabilidade é analoga a funcao de probabilidade

das varidveis aleatérias discretas.

e Valor médio ou valor esperado

X = B(X) = /_O:O z- fx(z)de (13)
e Variancia
ox =V(X) = BE(X?) — (E(X))?, (14)

onde ox ¢ chamado de desvio padrao.

Existem algumas varidveis aleatérias continuas muito importantes, como
a normal, a exponencial, a hiperexponencial e a gama. Essas variaveis de-

screvem eventos continuos muito frequentes em situagoes reais.

17



1.6.3 Variaveis aleatdérias n-dimensionais

A funcao de probabilidade conjunta de variaveis aleatérias discretas

X1, X5...,X,, é dada por:

p(x1, To, oy xy) = P(X1 =21, Xo = 29, .., X, = ) (15)

e representa a probabilidade de X; = x1, Xy = x9,...X,, = x,,. Para as

variaveis aleatdrias continuas, temos a funcao de distribuigao conjunta:

Fx(z) = P(X1 <21, Xp < 29,0, Xy < 1) (16)

que representa a probabilidade de X; < x1, Xy < 29, ..., X,, < x,, onde X =

(X1, X, ..., X,,) é a variavel aleatéria n-dimensional e x = (21, s, ..., T,).

1.6.3.1 Independéncia entre variaveis aleatdrias

X e X, sao variaveis aleatorias independentes quando o resultado de X;
nao influencia o resultado de X5 nem o resultado de X5 influencia o resultado
de Xl-

Variaveis aleatorias X1, X, ..., X, sao chamadas de estatisticamente in-

dependentes se, para o caso discreto:

P(Xl =11, Xo = T2,..., X, = In) = P<X1 = xl)P(XQ = «TZ)P(XH = xn)

e para o caso continuo:

P(X; <x, Xy <z9,...X, <z,) = P(X; <21)-P(Xs <29)... P(X,, < z,)
(18)

Se isso nao for verdade, as varidveis sao estatisticamente dependentes.

18



1.6.3.2 Probabilidade condicional
A probabilidade condicional

P(Xl =T | X2 = X9, ,Xn = fL’n) (19)

¢é a probabilidade de X; = z; dado que X5 = 29, ..., X,, = x,,. Temos que,
para o caso discreto:

P(X1 = xl,Xg = I9, ,Xn = 13n>

P(Xlle\ngxQ,...,Xn:xn): P(X2:;C2 X :;L')

(20)
e para o caso continuo:

P(X; <z, X <z9,..,X, <x,)
P(X2 < T2, 7Xn < l'n)

PXi <x | Xog <9y, Xy S y) =
(21)

1.6.3.3 Outras relacoes importantes

e O valor esperado de uma soma de varidveis aleatérias é igual a soma dos
valores esperados de cada variavel aleatoria. Se ¢y, ..., ¢, sd@o constantes

arbitrarias, entao:
i=1 i=1

e Se as variaveis aleatorias Xy, Xo, ..., X,, sao independentes, entao o
valor esperado do produto entre as variaveis aleatdrias é igual ao pro-

duto entre os valores esperados de cada variavel aleatéria:
E([] Xi| = ]I E[Xi] (23)

e A covariancia de duas variaveis aleatérias X e Y é¢ um meio de medir

o grau de dependéncia entre X e Y, e é definida por:

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] (24)

19



2 Cadeias de Markov

2.1 Processo de Markov

Um processo estocéstico descreve o comportamento de um conjunto de
variaveis aleatérias em relagao a um parametro de interesse, que geralmente
é o tempo. Ele é definido como uma familia de varidveis aleatérias X; :
t € T onde cada variavel X; é indexada pelo parametro ¢t € T, chamado de
parametro de tempo caso T'C Ry = [0, 00). O conjunto de todos os possiveis
valores de X; (para cadat € T') é chamado de espagco de estados S do processo
estocéstico.

Se T é um conjunto contéavel e discreto, o processo estocastico é chamado
de processo de parametro discreto e T é representado pelo conjunto N =
{0,1,...}. Caso contrario é chamado de processo de parametro continuo. O
espago de estados também pode ser classificado como discreto ou continuo.
Nesse estudo o foco é voltado para os processos estocasticos que tém espaco
de estados discreto e espaco de parametros discreto, e nesse caso é comum
eles serem referenciados como cadeias.?

Os processos de Markov sao um tipo especial de processo estocastico. Eles
sao flexiveis e eficientes na descrigao e andlise de propriedades dinamicas de
um sistema.

Processos estocasticos de parametro continuo podem ser caracterizados
pela funcao de distribui¢ao conjunta Fx (s;t) de um dado conjunto de varidveis
aleatérias { X1, Xyo, ..., X4, }, sendo o vetor de parametros t = (ty,t, ..., t,) €

R™, e o vetor de estados s = (s1, S, ..., S,) € R", onde t] <ty < -+ < tpy:

Fx(s;t) = P(Xy < 51, X9 < 59,0, Xy < 80) (25)

Um processo estocdstico {X; : t € T} é considerado um processo de
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Markov se para tg < t; < - -+ < t, < t,.1 e para todo s; € S a funcao de
distribui¢ao acumulada condicional de X, ,; s6 depende do valor de X, e

nao dos valores de Xy, Xyq, ..., X¢p1 :

P(th+1 < Sn+1 ‘ th - 8117th—1 = Spn—1; - XtO - 80)

= P(Xini1 < Snp1 | Xin = Sn) (26)

2.2 Cadeias de Markov

Os processos de Markov que possuem espaco de estados e espaco de
parametros discretos sdo chamados de cadeias de Markov. A Equagao (26)
descreve a caracteristica mais importante das cadeias de Markov, a pro-
priedade de Markov. Informalmente essa equacao pode ser interpretada da
seguinte maneira: toda a histéria de uma cadeia de Markov é resumida pelo
estado presente X;, e pelo estado imediatamente anterior. Dado o estado
presente, o estado futuro é condicionalmente independente dos estados pas-

sados. Essa propriedade é chamada de memoryless. 2!

2.2.1 Cadeias de Markov de tempo discreto - DTMC

As cadeias de Markov de tempo discreto sao restritas a um parametro
discreto de tempo T, e T C N = {0,1,2...}. A fungdo de probabilidade
condicional que reflete a propriedade memoryless das cadeias de Markov de
tempo discreto, correspondente & Equagao (26), é descrita a seguir:

Um dado processo estocastico { Xy, X1, ..., X;41,...} nos pontos de ob-
servacao 0,1,...n + 1 constitui uma DTMC se a seguinte relagao, isto é, a

propriedade de Markov, é verdade para todo n € N e todo s; € S:
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P(Xn+1 = Sp+1 | Xn = SnaXn—l = Sp—1, '-~>X0 - 30)
- P(Xn+1 = Sp+1 | Xn = Sn) (27)

Dado um estado inicial sg, a cadeia de Markov evolui com o tempo, passo
a passo, mudando de estado a cada ponto de observacao, de acordo com as
probabilidades de transi¢ao. O lado direito da equagao (27) mostra a fungao
de probabilidade condicional das transicoes de um estado s,, no passo n,
para o estado s,11, no passo (n+1). Considerando S = {0, 1,2, ...}, podemos
escrever a funcao de probabilidade condicional da transicao de um passo do

processo do estado ¢ para o estado j no instante de tempo n como:

pij=P(Xot1 =51 =7 | Xpn=5,=1) (28)

Dado que a cadeia estd em um estado 7, é certo que a mesma vai para
algum estado j no proximo instante de tempo, inclusive podendo ficar no
mesmo estado (i = j). Entao pode-se concluir que >;pij = 1, onde 0 <
pij < 1, ou seja, o somatoério das probabilidades de transicao de um estado
17 para todos os outros estados da cadeia de Markov é sempre igual a 1. As
probabilidades de transigao p;; da cadeia de Markov sao representadas por
uma matriz P de transi¢ao, onde o somatério de todos valores pertencentes

a uma mesma linha é sempre igual a 1:

Poo Poi1 Pon
P =[py] | pio pu pin (29)
Prno Pn1 Pnn

Graficamente uma cadeia de Markov de tempo discreto é representada
por um diagrama de estados e transig¢oes, que é um grafo finito direcionado,
onde os estados sao representados pelos nos e as transigoes entre os estados

sdo representadas por setas valoradas. A seguir é mostrado um exemplo:?!
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Dada a matriz P que representa as probabilidades de transicao de um

passo de uma cadeia de Markov de dois estados:

0.75 0.25
P‘( 0.5 0.5) (30)

Podemos ver pela matriz que quando o estado presente é o estado 0, ha
a probabilidade de 0.75 de que no préximo passo o estado seja o mesmo e héa
a probabilidade de 0.25 de que no préximo passo o estado seja o estado 1.
Quando o estado presente é o estado 1, ha a probabilidade de 0.5 tanto para

o préximo estado ser 0 quanto para ser 1.

0.5

0.75

0.25

Figura 2.1 Representagao grafica da cadeia referente a matriz (30)

Como as cadeias de Markov tém a propriedade memoryless, podemos no-
tar uma caracteristica importante. Através da matriz de probabilidades de
transicao para um passo, ou seja, uma passagem de instante de tempo, pode-
mos inferir a matriz de probabilidades de transicao para n passos. Sabendo
o estado atual da cadeia, podemos calcular a probabilidade de a cadeia estar
em um determinado estado depois de n passos. Para fazer isso basta multi-
plicar a matriz P de probabilidades de transicao de um passo por ela mesma

n vezes:
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Pl =P (31)
P = pr (32)

No exemplo da matriz (30), para calcular a matriz de probabilidades de
transicao que indica a transicao de um estado i para um estado j apds a

realizagao de 3 passos, se calcula:

P® = P? = PPP (33)

A maior utilidade da cadeia de Markov é a possibilidade de calcular a
funcao de probabilidade da variavel aleatéria X,,, isto é, as probabilidades
v;(n) = P(X,, = 1) de que a cadeia de Markov esteja no estado i no instante de
tempo t, apos n passos. Essas probabilidades sao chamadas de probabilidades
de estado transiente, e permitem as medidas de performance do sistema.?:[®)

Dada a matriz de probabilidades de transicao para n passos P™. o vetor
de probabilidades de estado v;(n) = (Py(n), Pi(n), P»(n),...), que indica a
probabilidade do estado i ser o estado presente da cadeia apds n passos,
pode ser obtido multiplicando-se o vetor inicial de probabilidades de estado,

v;(0) = (Py(0), Py(0), P5(0), ...) pela matriz P™):

vi(n) = v;(0)P" =v;(n—1)P (34)

Por exemplo, assumindo que a cadeia representada pela matriz (30) sem-

pre inicia no estado 1, entao o vetor inicial de probabilidades de estado é

v;(0) = (0,1). Para encontrar o vetor de probabilidades de estado v;(n), com
n = 3, ou seja, apos 3 passos, faz-se:

v;(3) = v;(0)P? = (0,1) ( 8:2; 8:2? ) = (0.65,0.35) (35)
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Um vetor de probabilidades de estado de uma cadeia de Markov de tempo
discreto é chamado de estaciondrio se as transi¢oes descritas pela matriz P
nao modificam essas probabilidades de estado, ou seja, v; = 3 Uipij.[z]

Para uma andlise eficiente é interessante limitar as probabilidades de es-
tado em um tipo particular de probabilidades de estado estacionarias, que

sao definidas por:

o = lim v;(n) = lim v;(0)P" = v,(0) lim P" = v;(0)P (36)

n=350 n=550 n=5%0

Com n — oo, é possivel que a matriz P" e o vetor de probabilidades de
estado v;(n) tendam a convergir para P e 9, respectivamente, independen-
temente do vetor inicial de probabilidades de estado v;(0). Se além disso
v > 0e Y v =1, denomina-se o vetor de probabilidades de vetor tinico de
estado estavel da cadeia de Markov.

Como a matriz de probabilidades de transi¢cdo (30) é uma matriz pe-
quena, fazendo a multiplicacao dela por ela mesma algumas vezes podemos
aproximar a matriz resultante quando esse nimero de multiplicagoes tende
ao infinito, ou seja, quando n — oo. Feito isso, nota-se que a matriz (30)

converge para a matriz mostrada abaixo:

S 0.75 0.25\" [ 0.67 033
P =l P —JLHQO< 05 0.5> _<O.67 0.33) (37)

A partir desse resultado podemos computar ¢ através da equagao (36):

o = v;(0)P = (0.67,0.33) (38)

Esse vetor corresponde ao vetor tinico de estado estavel da cadeia de
Markov. E importante observar que como o vetor ¢ é independente de v;(0),

o limite P", quando n — oo, é independente do niimero de passos n e do

25



indice i, portanto todas as linhas de P sdo idénticas, como acontece no caso
acima, da matriz (37).%

O vetor unico de estado estavel é muito 1til para extrair caracteristicas de
um modelo baseado em cadeias de Markov, mas ele nao existe para todas as
cadeias. Além disso, nem sempre é apropriado usa-lo para avaliar o modelo,
dependendo dos objetivos da andlise. Em alguns casos as andlises tém o
objetivo de analisar o comportamento do sistema a curto-prazo, ou seja,
até um determinado instante de tempo no qual ele ainda sofre influéncia do
estado inicial, portanto nesse caso o vetor uinico de estado estavel nao é til,

pois ele mostra o comportamento do sistema a longo-prazo.!?h4

Classificagoes das cadeias de Markov de tempo discreto

e Alcancabilidade

Um estado j é dito ser alcangavel por outro estado i, onde i, j € S, se
é possivel ir do estado ¢ para o estado 7 em um ntimero finito de passos
de acordo com a matriz de probabilidades de transicao da cadeia de

Markov. Entao para algum n > 1, tem-se:?

pY >0 (39)

Na figura abaixo, o estado 2 é alcancavel pelo estado 0, por exemplo,

e o estado 0 nao é alcancavel pelo estado 3.
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Figura 2.2 Exemplo de cadeia de Markov

Irredutibilidade

Uma cadeia de Markov de tempo discreto é chamada irredutivel se
para todo estado j, qualquer estado ¢ pode alcancar j, ou seja, todos

os estados podem alcancar todos os estados.
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0.8

V.

Figura 2.3 Cadeia de Markov irredutivel

e Estado absorvente

Um estado 7 é dito ser um estado absorvente se ele nao pode alcangar

nenhum estado j da cadeia:?

pi =1 (40)

Na cadeia de Markov da figura 2.2 nota-se que o estado 2 é um estado

absorvente.

e Probabilidade de recorréncia

Seja fi(") a probabilidade de recorréncia para n passos, ou seja, a prob-
abilidade de acontecer o primeiro retorno para um estado i, n passos
apos a cadeia sair do estado i, entao a probabilidade f; de a cadeia

retornar em algum momento futuro para o estado i apés sair dele é:2

28



fi= Z fi(n) (41)
n=1

Um estado 7 em que f; = 1 é chamado de estado recorrente e um

estado em que f; < 1 é chamado de estado transiente.

Tempo médio de recorréncia

Dado um estado recorrente 7, o tempo médio de recorréncia m; desse

estado i da cadeia de Markov é:12

oo
_ (n)

m; = Z nf; (42)

n=1
Se m; € finito, 7 é chamado de estado recorrente nao-nulo. Se m; = oo,
1 é chamado de recorrente nulo. Para todo estado recorrente 7, seja d; o
periodo do estado ¢, entao d; é o maior divisor comum do conjunto de
(n)

inteiros positivos n tal que p;;” > 0. Um estado recorrente é chamado

de aperiddico se o periodo d; = 1, e periddico se d; > 1.

Existe a prova matematica de que os estados de uma cadeia de Markov
de tempo discreto irredutivel sdo todos do mesmo tipo. Assim, se
um estado de uma cadeia irredutivel for aperiédico, todos os outros
estados também sao, e alternativamente, se um estado for periddico,
todos os outros sao periédicos. Uma cadeia irredutivel entao pode ser

classificada como aperiédica ou periédica.?

Cadeia de Markov ergddica

Uma cadeia de Markov de tempo discreto irredutivel, aperiédica, com
todos os estados sendo recorrentes nao-nulos e com tempo médio de

recorréncia finito é chamada de ergédica.l?
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Definigoes

e Os estados de uma cadeia de Markov finita e irredutivel sdao todos

recorrentes nao-nulos.

e Para qualquer cadeia de Markov de tempo discreto irredutivel e aperiédica,
o vetor limite v existe e é independente do vetor de probabilidades de

estado inicial v;(0).

e Para uma cadeia de Markov de tempo discreto ergddica, o vetor limite

? existe e consiste no vetor unico de estado estavel.

2.2.2 Cadeias de Markov de tempo continuo - CTMC

Cadeias de Markov de tempo continuo fornecem um paradigma diferente
para modelagem de sistemas. Nas CTMC’s as transicoes entre estados po-
dem ocorrer a qualquer momento, ao contrario das cadeias de Markov de
tempo discreto, em que as transigoes ocorrem sempre em instantes de tempo
discretos e conhecidos. 2!

Um dado processo estocastico {X; : t € T} constitui uma cadeia de
Markov de tempo continuo para um ¢; arbitrdrio, com t; € R™, tg < t; <

- <ty < thy1, Yn € N,Vs; € S, se para a funcao de probabilidade

condicional, a seguinte relacao é verdade:

P(th+1 = Sp+1 | th = Sp, thfl = Sp—1, -~-7Xt0 = 80)

= P(th+1 = Sp+1 | th = Sn) (43)

Essa equagao mostra a propriedade de Markov das cadeias de Markov de

tempo continuo. O lado direito da equacao representa a probabilidade de
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transicao p;;(u,v) da cadeia passar do estado i para o estado j no perfodo

de tempo que vai de u até v, com u,v € T e u < v.?

pij:P(Xv:j ’Xu:i) (44)

Com P(u, v) = [p;;(u,v)] sendo a matriz de probabilidades de transicao de
qualquer estado i para qualquer estado j, e (u,v) um intervalo de tempo de u
até v, e o vetor de probabilidades de estado m;(u) = (Py(u), Py (u), Ps(u), ...),
ou seja, o vetor que indica a probabilidade de a cadeia estar no estado ¢ no

instante de tempo u, tem-se que:

mi(v) = m(u)P(u,v) (45)

Com u=0ewv=t, tem-se:

mi(t) = m(0)P(0,1) (46)

Nas cadeias de Markov de tempo continuo, as transicoes entre os estados
podem ocorrer em qualquer instante de tempo. Para facilitar o trabalho com
as CTMC, criou-se a notacao de taxa de transigao, ao invés de probabil-
idade de transicao, como nas cadeias de Markov de tempo discreto. A taxa
de transicao é a taxa que indica a mudanca da cadeia de um estado i para
um estado j durante a passagem do tempo. 2!

As taxas de transicao estao relacionadas com as probabilidades condi-
cionais de transicao. A demonstragao matematica da deducao que explica a
notacao de taxas de transicao esta fora do escopo desse trabalho.

As taxas de transicao instantaneas sdo representadas por ¢;;(t), com ¢ # j.
A matriz formada pelas taxas de transicao é chamada de gerador infinites-

imal Q da matriz de probabilidades de transicao P(t) = [p;;(0,t)] = [p:;(t)].
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Q = [q3] (47)
Como nas cadeias de Markov de tempo discreto, o vetor unico de estado

estavel também é muito importante para as cadeias de Markov de tempo

continuo. A equacdo para obter as probabilidades de estado estével é:[2:[]

0=7Q (48)

Classificagoes das cadeias de Markov de tempo continuo

e Irredutibilidade

A definicao de irredutibilidade nas cadeias de tempo continuo é analoga
a definicao de irredutibilidade nas cadeias de tempo discreto. Uma
CTMC é chamada irredutivel se para todo estado j, qualquer estado

1 pode alcancar j.

e CTMC ergddica

Uma cadeia de Markov de tempo continuo irredutivel é ergodica se e

somente se o vetor unico de estado estavel 7 existe.

Definigoes

e O vetor de estado estavel T, se existir, pode ser unicamente determi-

nado pela solucao do sistema linear da Equacao (48).

e O vetor unico de estado estavel T existe se a cadeia de Markov de

tempo continuo irredutivel é finita.
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3 Modelagem e analise de desempenho

3.1 Medidas de desempenho

Abaixo serd descrito um exemplo adaptado do livro ”Availability and
Reliability modeling for computer systems”, de D.I.Heimann, N.Mittal, e
K.S. Trivedi. O objetivo desse exemplo é mostrar a modelagem de um
sistema simples utilizando valores literais, para descrever algumas medidas
de desempenho que podem ser retiradas do modelo, em categorias como
disponibilidade, confiabilidade e performance. O exemplo utiliza uma cadeia
de Markov de tempo continuo.

O sistema corresponde a 2 processadores que estao processando alguma
tarefa. Cada processador estd sujeito a falhas, com uma taxa de ocorréncia
de falhas de v. Em alguns tipos de falhas, o sistema consegue entrar em
um estado de recuperacgao, essas falhas tém taxa de ocorréncia cy, onde
¢ é a probabilidade de recuperacao, com valor geralmente préximo de 1.
Alternativamente, existem falhas mais graves, em que o sistema nao consegue
entrar em estado de recuperacao e precisa ser resetado, entrando no estado de
reset. Essas falhas tém taxa de ocorréncia (1 —c¢)y. Quando os processadores
falham, precisam ser reparados. A taxa de reparacao é §. Somente um
processador pode ser reparado por vez. Se os dois processadores falharem, o
sistema para de funcionar como um todo, nao podendo entrar em estado de
reparacao ou de reset. Nesse caso o sistema s6 volta a funcionar quando um
dos processadores é reparado. A taxa de saida do estado de reparacao é 3, e
a taxa de saida do estado de reset é a.

O espago de estados da CTMC é S = {2, RC, RS,1,0}. Os estados 2, 1
e 0 indicam a quantidade de processadores em funcionamento normal. RC é

o estado de recuperacao do sistema, e RS é o estado de reset do sistema.
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Figura 3.1 Diagrama de estados e transicoes

O gerador infinitesimal da CTMC é Q:

-y oy (1-¢)y 0 0
0 -8 0 3 0
Q= 0 0 - a 0 (49)
5 0 0 —(6+7v) =~
0 O 0 o —0

Esse modelo é uma abstracao do sistema, mas dependendo de quais car-
acteristicas sao relevantes para a analise do sistema dentro de um contexto,
ele pode ser modificado para atender a um certo tipo de andlise. Abaixo
serao descritos exemplos de tipos de andlises que podem ser feitas e como o

modelo ¢é alterado para cada tipo, caso isso seja 1util.

e Disponibilidade - A disponibilidade de um sistema indica o grau de
atendimento do sistema quando o mesmo é requisitado. Um sistema
muito disponivel quase sempre estd pronto para executar um servico,
enquanto um sistema pouco disponivel passa muito tempo ”fora do
ar”. Geralmente, pequenos intervalos de tempo de indisponibilidade

sao aceitaveis, mas o nivel de disponibilidade minimo varia de sistema

para sistema. 24
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Analisando o exemplo da Figura 3.1, primeiramente os modeladores
tém que definir o tempo maximo toleravel de indisponibilidade do sis-
tema, ou seja, quanto tempo o sistema pode ficar indisponivel. Depois
os estados da cadeia devem ser classificados como "up”ou "down”. Os
estados "up”sao os estados em que o sistema esta funcionando correta-
mente, e os estados "down”sao os estados em que o sistema esta ”fora

do ar”por algum motivo.

No exemplo da Figura 3.1, os estados ”down”sao {RC,RS,0}. Alterna-
tivamente, se o tempo de recuperacao do sistema for muito pequeno,
por exemplo, o estado RC pode até ser retirado do modelo, dependendo

do contexto.

Finalmente, o modelador tem que decidir quais medidas retirar do mod-
elo, dependendo do seu objetivo. Sao exemplos de medidas de disponi-
bilidade: a probabilidade do sistema estar em um estado "up”em um
determinado tempo ¢, dado um estado inicial, e a proporcao de tempo
que a cadeia passa em um determinado estado "up”no periodo de 0 a

L.

Confiabilidade - A confiabilidade define o grau de interruptibilidade
de um sistema. Um sistema muito confidvel dificilmente sofre inter-
rupcoes durante a execucao de um servigo, enquanto que um sistema
pouco confidvel esta sujeito a muitas interrupg¢oes durante a execugao
de um servigo. O modelador precisa definir que estados sao consider-
ados interrupgoes de servico, e se essas interrupcoes sao toleradas ou
nao pelo sistema. Se for definido que o estado de reset e o estado 0
sao interrupgoes intoleraveis, por exemplo, o modelador pode modificar
o modelo, transformando esses estados em estados absorventes, como

pode-se ver na figura 3.2.12H14
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Figura 3.2 Exemplo com estados absorventes capturando requisitos de

confiabilidade

e Performance - A performance do sistema define o quao bem o sistema
executa suas tarefas. As medidas geralmente informam como o sistema
utiliza seus recursos e a velocidade de processamento do mesmo. Um
modo de medir a performance do sistema é selecionar quais estados

representam a maior eficiéncia.

No exemplo da Figura 3.1, nota-se que o sistema estd em capacidade
maxima no estado 2, no qual os dois processadores estao em funciona-
mento, portanto ¢ interessante medir se o sistema permanece por muito
tempo nesse estado de capacidade maxima. Em casos de sistemas com-
plexos, deve-se definir indices de capacidade para cada estado afim de

comparar as diferentes configuracoes possiveis.!2:!

3.2 Solucoes analiticas

As solugoes analiticas se baseiam em derivar equagoes do modelo con-

struido para obter informagoes do comportamento dinamico do sistema. Isso
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pode ser feito se a cadeia apresenta uma estrutura regular. No exemplo de
solucao analitica apresentado neste trabalho a cadeia gerada possui uma es-
trutura que permite a representacao do sistema por equagoes simples. Em
sistemas complexos, nos quais a cadeia gerada pode nao ter uma estrutura
favoravel, é necessario utilizar algoritmos de matematica numérica para en-

contrar resultados aproximados.!?

3.2.1 Exemplo de solugao analitica utilizando um modelo de DTMC

Um sistema computacional consiste de dois servidores de nomes idénticos
trabalhando em paralelo. Esses servidores recebem requisicoes e as atendem.
O tempo gasto para o servidor responder a requisicao depois de processa-la
é desprezado. A passagem do tempo é representada por intervalos indexados

por k=0,1,2,3,.... Asseguintes regras definem o funcionamento do sistema:

e Somente uma requisicao pode ser submetida ao sistema por intervalo

de tempo. Este evento ocorre com probabilidade a.

e Quando uma requisicao é submetida ao sistema ela é atendida pelo

servidor disponivel.

e Se ambos os servidores estao disponiveis, a requisicao é atendida pelo

primeiro servidor.

e Se ambos os servidores estao ocupados, a requisi¢ao nao é atendida e é

perdida.

e Quando um servidor esta ocupado, a probabilidade de terminar o pro-

cessamento da requisicao em cada intervalo é f3.
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e Se uma requisicao é submetida ao servidor em um intervalo em que os
dois servidores estao ocupados e um dos servidores completa o proces-

samento neste intervalo, entao a requisicao que chegou ¢é processada.

e Se os dois servidores estao ocupados e os dois terminam o processa-
mento no mesmo intervalo de tempo, somente um dos servidores (o
primeiro) pode ser liberado nesse intervalo de tempo, assim o outro

servidor s6 € liberado no préximo intervalo.

Percebe-se que esse sistema pode ser modelado por cadeias de Markov,
ja que ele pode ser representado por estados e transicoes entre esses estados
e possui a propriedade memoryless.

Analisando as regras, o conjunto dos estados do sistema é S = {2SL,1S0,
250}, sendo 2SL o estado em que os 2 servidores estao livres, 1SO o estado
em que o primeiro servidor esta ocupado e o segundo esta livre, e 250 o
estado em que os 2 servidores estao ocupados.

Apés definir os estados, deve-se determinar as transigdes entre os estados

a partir das regras. Isso gera o diagrama de estados e transicoes a seguir:

a a (1-B)

B(1-a) B(1-a)

(1-a)(1-B) + af (1-B) + aB

Figura 3.3 Diagrama de estados e transicoes da DTMC
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Abaixo seguem as descri¢oes das probabilidades que definem as transigoes

entre os estados:
e o = Probabilidade de chegar uma requisicao

e 1 — a = Probabilidade de nao chegar uma requisicao

B(1 — a) = Probabilidade de um servidor terminar de processar uma

requisicao e nao chegar outra requisicao

e (1 —a)(1 — p) = Probabilidade de nao chegar uma requisi¢do e do

servidor nao terminar de processar uma requisicao

e o = Probabilidade de chegar uma requisicao e de o servidor termimar

de processar uma requisicao

e a1l — ) = Probabilidade de chegar uma requisi¢ao e de o servidor nao

terminar de processar uma requisicao

Os valores de a e [ variam de acordo com o contexto. Se o tempo
for indexado em segundos, por exemplo, a probabilidade o de chegar uma
requisicao é menor do que se o tempo for indexado em minutos. No caso
desse exemplo cada intervalo de tempo vai ser definido como sendo de 20
segundos, portanto quando £k = 0,t =0, k =1, t = 20s, k = 2, t = 40s,
e assim por diante. As probabilidades « e § vao ser fixadas em 0.3 e 0.5,
respectivamente. Aplicando esses valores o diagrama de estados e transi¢oes

fica como abaixo:

39



0.3 0.15

0.35 0.35

0.5 0.65

Figura 3.4 Diagrama de estados e transi¢coes da DTMC

O proximo passo é definir a matriz de transicao P. Considerando o estado
2SL como o estado 0, o estado 1SO como estado 1 e o estado 2SO como estado

2, a matriz segue abaixo:

0.7 03 0
P=| 035 05 015 (50)
0 0.35 0.65

Agora que o modelo foi construido, pode-se avaliar suas caracteristicas.
A cadeia de Markov gerada é irredutivel, pois para todo estado 7, qualquer
estado ¢ pode alcancar j, ou seja, todos os estados podem alcancar todos os
estados. A cadeia também ¢é aperiédica, pois todos os estados sao aperiddicos,
ou seja, todo estado ¢ pode continuar no estado ¢ no préximo passo da cadeia
com probabilidade maior que 0. Sendo assim, a cadeia é ergddica, pois é
irredutivel, aperiédica e todos os estados sao recorrentes nao-nulos.

Como a cadeia é ergddica, o vetor unico de estado estavel existe, e pode

ser definido por:

v =1v;(0)P (51)

A matriz P é obtida encontrando-se o limite:
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i 07 03 0\"
P = lim P" = lim | 035 05 0.15 (52)
0 035 0.65

Para encontrar uma matriz aproximada de P, multiplica-se P algumas
vezes até ela convergir. Nesse caso a matriz foi multiplicada por ela mesma
10 vezes, ou seja, fez-se P

Abaixo se encontram as matrizes para n passos da cadeia, com 1 < n <
10 e com duas casas decimais de precisdo nos valores. As matrizes foram
representadas de forma a economizar espaco e para melhorar a analise da

convergencia dos valores:

e Matriz P = {{0.7,0.3,0},{0.35,0.5,0.15},{0,0.35,0.65} }

e Matriz P? = {{0.59,0.37,0.05},{0.43,0.40,0.17},{0.13,0.40,0.47} }
e Matriz P® = {{0.55,0.37,0.08},{0.44,0.39,0.17},{0.23,0.40,0.37} }
e Matriz P* = {{0.51,0.37,0.12},{0.44,0.39,0.17},{0.30,0.39,0.31} }
e Matriz P% = {{0.50,0.38,0.12},{0.44,0.39,0.17},{0.36,0.39,0.25} }
e Matriz P® = {{0.47,0.38,0.15},{0.44,0.39,0.17},{0.38,0.39,0.23} }
e Matriz P” = {{0.46,0.38,0.16},{0.44,0.39,0.17},{0.41,0.39,0.20} }
o Matriz P® = {{0.45,0.38,0.17},{0.44,0.39,0.17},{0.43,0.39,0.18} }
e Matriz P? = {{0.44,0.39,0.17},{0.44,0.39,0.17},{0.44,0.39,0.17} }

e Matriz P'° = {{0.44,0.39,0.17},{0.44,0.39,0.17},{0.44,0.39,0.17}}

Nota-se que aproximando os valores por duas casas decimais a matriz
comeca a se repetir a partir de 9 passos, essa ¢ a quantidade média de passos

para essa cadeia nao ser mais influenciada pelo estado inicial. Assumindo
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que no estado inicial os servidores estejam livres, calcula-se o vetor tinico de

estado estdvel como:

] 0.44 0.39 0.17
o=v(0P=(10 0).| 044 039 017 (53)
0.44 0.39 0.17

Assim, o vetor unico de estado estdvel da cadeia, que indica as proba-
bilidades de estado quando o sistema entra em equilibrio, nao sofrendo mais

influéncia do estado inicial, é:

o = {0.44,0.39,0.17} (54)

Para verificar se esse vetor realmente é o vetor de estado estavel, basta

usar a equacao abaixo:

5 =P (55)

Calculando a multiplicacao entre o vetor de estado estavel e a matriz de
transicao P, nota-se que o resultado é o mesmo vetor, portanto esse realmente

¢ o vetor unico de estado estavel da cadeia.

07 03 0
@:(0.44 0.39 0.17). 035 05 0.15 :(0.44 0.39 0.17)
0 0.35 0.65

(56)

Como pode-se ver, com o sistema em estado estavel, a probabilidade de

o sistema estar com os dois servidores livres é de 44%, com um servidor
ocupado é 39%, e com os dois servidores ocupados é de 17%.

Utilizando a matriz de transicao P, assumindo que o sistema comeca no

estado 2SL e lembrando que cada passo da cadeia representa 20 segundos,

varias informagoes sobre o funcionamento do sistema podem ser inferidas,

COINO:
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e Probabilidade do sistema estar totalmente disponivel, ou seja,
os dois servidores estarem livres, apds 3 passos, ou seja, apds

1 minuto.

Para isso faz-se a multiplicacao do vetor inicial de probabilidades de
estado com a matriz P3, assim obtendo o vetor de probabilidades de

estado para 3 passos.

0.55 0.37 0.08
(1 00).[ 044 039 017 | =( 055 037 0.08) (57
023 0.40 0.37

Observando a equagao (57) nota-se que a probabilidade do sistema estar

no estado 2SL, ou seja, totalmente disponivel, é de 55%.

e Probabilidade de pelo menos um dos servidores do sistema

estar ocupado apos 6 passos, ou seja, apos 2 minutos.

Para isso faz-se a multiplicacao do vetor inicial de probabilidades de
estado com a matriz P%, assim obtendo o vetor de probabilidades de

estado para 6 passos.

0.47 0.38 0.15
(1 00).| 044 039 017 | =(047 038 0.15)  (58)
0.38 0.39 0.23

Para obter a probabilidade de pelo menos um dos servidores estar ocu-
pado apds 2 minutos, basta somar as probabilidades dos estados 1SO

e 250, assim obtendo o valor de 53%.

e Probabilidade do sistema permanecer totalmente ocupado por

n passos.
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Olhando para a cadeia de Markov em questao, representada na Figura
3.4, observa-se que quando a cadeia esta totalmente ocupada, ou seja,
no estado 250, a probabilidade da mesma continuar totalmente ocu-
pada no proximo passo da cadeia é de 65%. Sendo assim, como a cadeia
possui a propriedade memoryless, se a cadeia continuar no estado 250
no proximo passo, a probabilidade de continuar no mesmo estado vai
ser novamente de 65%, pois esse evento nao depende do passado da
cadeia. Portanto, para calcular a probabilidade do sistema continuar
no estado 250 por n passos basta fazer 0,65™. Por exemplo, a proba-
bilidade do sistema permanecer totalmente ocupado por 3 minutos, ou

seja, 9 passos, é de 0.65° = 0.02 = 2%.

3.3 Solucoes de simulacgao

Em vérios modelos é dificil ou impossivel encontrar solugoes analiticas
para extrair medidas de desempenho. Isso acontece quando a cadeia é com-
plexa e nao possui uma estrutura da qual se conhece teorias para derivacao de
equagoes, ou quando a complexidade computacional para encontrar a solucao
do modelo por meio de algoritmos numéricos ¢ muito alta. Nessas situagoes,
a alternativa é simular o funcionamento do sistema ”executando”o modelo
e observando o seu comportamento quanto as caracteristicas desejadas. A
simulagao nao é feita somente quando nao se pode utilizar solucoes analiticas,
na verdade, muitas vezes a simulacao é escolhida por ser um método muito
flexivel, mesmo existindo solucoes analiticas vidveis para o modelo. (213!

A solucao de simulacdo é um experimento para determinar as carac-
teristicas do sistema empiricamente. E um método que imita o compor-
tamento do sistema com a passagem do tempo. Esse método consiste de

modelar um sistema hipotético ou existente, realizar o experimento (execu-

44



tar o modelo) e analisar estatisticamente os resultados da execugao.

3.3.1 Exemplo de modelagem utilizando o software Relex Markov

Abaixo sera mostrado um exemplo de simulagao de um modelo baseado
em cadeias de Markov, utilizando o software Relex 2009. Esse software foi
desenvolvido pela empresa PTC e fornece vérias técnicas para avaliacao de
caracteristicas de sistemas. Uma das subdivisdes do software é a Relex
Markov, responsavel por permitir a simulacao de uma cadeia de Markov,
com véarias opcoes de analise estatistica do modelo. Essa subdivisao do pro-
grama foi usada para construir o exemplo abaixo, com o auxilio do manual
do software. Para entrar no modo Relex Markov, apds abrir o programa,

clica-se no botao indicado na Figura 3.5:

Event Tree e | Maintainability

Fault Tree Markov

FMEA OpSim

&
he
L
FRACAS z Prediction
|

Human Factors Weibull

Life Cycle Cost

® & |T |6 > [

| ok || hep

Figura 3.5 Como entrar no modo Relex Markov
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Apos isso, cria-se um novo projeto e clica-se no campo ”Click here to
insert a new Markov Diagram”. Depois coloca-se o nome do diagrama
de estados e transicoes a ser criado, em seguida colocando um nome para o
mesmo. Neste exemplo o nome do diagrama é ”Sistema de meméria”. Um

estado inicial é automaticamente criado.

Il Relex - [Exemplo, System:

: Bxemplo]

on [

Markov Table

Identifier Description
1 Sistema de memdria
< Click here to insert a new Markov Diagram >

Ioefiaen) jaalold

State
Init Cond: 1
State: Good

Figura 3.6 Tela inicial do modo Relex Markov

Como pode-se ver na Figura 3.6, a tela é dividida horizontalmente. A

parte superior é usada para definir os nomes dos diagramas e navegar entre
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eles, caso exista mais de um, e a parte inferior é usada para construir e
visualizar os diagramas de transicao.

O estado inicial da cadeia é indicado por uma seta preta que aponta para
o mesmo, pode-se ver essa seta na Figura 3.6. Para inserir um estado, clica-se
na opc¢ao "Insert — State”. Quando essa opcao é escolhida, uma janela
aparece. Essa janela é mostrada na Figura 3.7. O programa fornece diferentes
formas de representar graficamente um estado. O usuario pode personalizar
essas formas, mas por padrao existem 4 formas, que sao: uma elipse amarela,
um losango azul, um retangulo verde e um retangulo vermelho. A utilidade

dessa opcao vai ser explicada em breve.

J Insert State
3
—

State

Blue Diamond
. Green Rectangle
| Fed Rounded Rectangle
) State

Figura 3.7 Tela de insercao de estado

Para definir um estado como sendo o estado inicial basta clicar sobre
o mesmo com o botao direito do mouse e escolher a op¢ao "Set as Ini-
cial State”. Ao clicar duas vezes com o botao esquerdo do mouse sobre
um estado, o usuario pode definir as caracteristicas do mesmo, na tela de

propriedades do estado, mostrada na Figura 3.8.
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|Sistema de memdria |

< Click here to insert a new Markov Diagram >

Estadol Properties
[@ General
@ Results
e G Identifier: Estadol
1 1 1 1 1 1 2
Description:
State
@ Good
\L A v () Failed : ey
/,f‘f_—'_ e . (7) Degraded Capadty: 100 |
y ) ;
[/ Estado1 > Initial Condition: 1
A Init Cond: 1 Initial Condition Total: 1]
<\ State: Good /< '
RS ¥ Cost
\ .
- — E/ - @ Gain 0 per unit time
*e ki () Loss
E OK i [ Cancelar ] [ Ajuda

Figura 3.8 Tela de propriedades de estado

Na tela mostrada acima, o campo ”Identifier”é usado para definir um
nome para o estado. O campo "Description”serve para colocar alguma
descricao breve sobre o estado, caso o usuario queira. Logo abaixo o usuério
escolhe a condicao do sistema naquele estado. O usuario pode escolher se o
sistema naquele estado esta funcionando normalmente, com a opcao " Good”,
se o sistema esta em estado de falha, com o estado ”"Failed”, ou se o sistema
esta funcionando de forma degradada, com a opcao "Degraded”, inclusive
nesse caso escolhendo o nivel de degradacao através do campo ”Capacity”,
que indica para que nivel vai a capacidade do sistema caso ele entre nesse
estado.

Depois de criar os estados e definir qual é o estado inicial, é necessario
criar as transicoes entre os estados. Para isso basta clicar com o botao

esquerdo do mouse na borda de um estado e arrastar a seta que aparece para
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o estado alvo. Clicando duas vezes na seta pode-se definir as propriedades

da transicao, isso é mostrado na Figura 3.9:

. Markov Diagram - Sistema de memaria _:‘
1 T 2 o

D —

; vy 2 Estado1 ™ N\

: | InitCond:1 |

< \_ State:Good /

i o |

] | 05

= Estado?2
1 Init Cond: 0

State: Good

Figura 3.9 Tela de propriedades de transicao

Transitionl Properties

@ General
@ Results

Identifier:

Description:

Rate:

Cost per Transition

Transition1]

0,5
a Gl Gain
() Loss

][ Cancelar H Ajuda

Os campos "Identifier’e ”Description”da figura acima ja sao conheci-

dos. O campo "Rate é o campo utilizado para definir a taxa de transicao

entre os estados.

Agora que foi visto como é possivel modelar um sistema como uma cadeia

de Markov através do software Relex Markov, vai ser descrito um exemplo

de avaliacao de um sistema de memoria simples.

O sistema de memoria de um determinado computador de bolso consiste

em 4 modulos de meméria SRAM. Cada médulo esta sujeito a falhas, e uma

falha em um médulo de meméria ocorre com taxa de 0,01 vezes/hora. Com o

sistema em funcionamento, somente um maddulo pode ser reparado por vez,

e isso acontece com taxa de 0,1 vezes/hora. Quando somente um maédulo
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de memoria falha, o sistema funciona com capacidade de 75%. Quando
dois médulos falham, o sistema passa a funcionar com 50% de capacidade.
Quando trés médulos falham, o sistema passa a funcionar com capacidade
de 25%. Finalmente, quando os quatro médulos falham, o sistema para
de funcionar. Se o sistema encontra-se no estado de falha total, ele pode
ser completamente reparado, ou seja, todos os modulos de memoria voltam
a funcionar corretamente, e isso acontece com taxa de 0,1 vezes/hora. O

sistema modelado pode ser visto na figura abaixo:

Modelo de sistema de memoria

= -, 0,01
e Estado Inicial e s y
{ Sistema OK " 1 méculo SRAM Down
% Init Cond: 1 - Cond:

State: Good  — State: Degraded
— T . : Capacity: 72

2 modulos SRAM Down
Init Cond: 0
State: Degraded
Capacity: 50

3 modulos SRAM Down
Init Cond: 0

Capacity: 25

Figura 3.10 Modelo de sistema de memoria modelado no software Relex

Markov
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Na figura acima pode-se notar a utilidade da opcao de mostrar os estados
com diferentes cores e formas. O estado representado pela elipse amarela é
o estado de funcionamento normal do sistema (Good), os estados represen-
tados por losangos azuis sao os estados em que o sistema funciona de forma
degradada (Degraded), por causa das falhas nos mddulos de memdria, e o
estado representado pelo retangulo vermelho é o estado de falha total do
sistema (Failed). Diferenciar os estados com cores e formas faz com que o
modelo seja mais legivel e intuitivo.

Depois de criar o modelo, o usuario deve simular o funcionamento do
sistema através da opgao Calculate, que pode ser ativada pelo menu superior
do programa ou apertando-se a tecla F8 do teclado. Ao ativar a opgao
Calculate o usuéario precisa definir os parametros de simulacao. Nas figuras
seguintes serao mostradas as telas da opcao Calculate. Todos os valores de

tempo tém unidade hora.

r

Calculate A

@ Ccalculation Selection S — -~
9. Reliability Calculation Options

el ': Markov
@ Reliabiiity Calculation

L Caliilatin v Reliability / Availability Evaluation

& User Defined From Start Time: 0
Through End Time: IDﬁU
MNumber of Data Points: 11
Display Results for States at Time: 1000
Required Capacity: 100
Precision: 0,01 -

Diagram Verification

[¥] warn on the presence of non-failed absorbing states,

I [ 0K ][ Cancelar I[ Ajuda
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Figura 3.11 Primeira tela da opgao Calculate

Na Figura 3.11, o campo From Start Time é usado para definir o
instante inicial de avaliacao, o campo Through End Time é usado para
definir o instante final de avaliacdo, o campo Number of Data Points é
utilizado para definir o nimero de avaliagoes parciais e o campo Required
Capacity serve para definir qual é o valor minimo de capacidade para o
sistema funcionar perfeitamente.

No caso desse exemplo foi definido um tempo de 1000 horas de simulacao
de funcionamento do sistema, com avaliagbes parciais a cada intervalo de
100 horas. A capacidade minima para o sistema ser considerado funcionando

perfeitamente é de 100%.

Calculate

@ Calculation Selection

S—— ©. Markov Calculation Options

----- & Reliability Calculation

13

Availability
Capacity il
Conditional Failure Intensity
Conditional Repair Intensity
Cost Per Unit Time

Failure Density

Failure Fregquency

Failure Rate

Frequency of Departures
Frequency of Transitions
Frequency of Visits

Mean Availability

Mean Capaadty

Mean Cost

Mean State Probability
Mean Unavailability

MTEBF

MTTFSS5

MTTFF

MTTR

Mumber of Departures -

---- & calculation Options
& User Defined

m

I £ £ I T T T T T T T B 1 )

SelectAl | [ Clear Al

[ ok ][ concelar || ajuda
||

Figura 3.12 Segunda tela da opcao Calculate
A Figura 3.12 mostra as opgoes de medidas de desempenho que o usuario
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pode escolher para que sejam calculadas durante a simulacao. Existem varios
tipos de medidas, de modo que para esse exemplo s6 serao descritas algumas

delas, que sao:

e Availability - E a probabilidade de que o sistema esteja funcionando

corretamente.
e Capacity - Ea capacidade média de funcionamento do sistema.

e Total downtime - E o tempo que o sistema passou no estado de falha

(Down).

e Total uptime - E o tempo que o sistema passou no estado de fun-

cionamento correto (Up).

e MTBF - E o tempo médio entre a ocorréncia de falhas consecutivas.

(Mean Time Between Failures).

e MTTFF-Eo tempo médio para ocorrer a primeira falha no sistema.

(Mean Time To First Failure).

e MTTR-Eo tempo médio que o sistema leva para reparar uma falha.

(Mean Time To Repair).

e Time Spent in State - Eo tempo de permanéncia do sistema em

determinado estado.

Na figura abaixo pode-se ver os valores calculados pelo software.
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r
View Calculation Results
©. Markov Results
Steady State Results: Results at time 1000,000000:
Value Result Value Result
Availability 0,900251|  |Availability 0,300251
Capacity 97,236853| |Capadty 97,236853
MTEF 111,080108 Total Downtime 98, 54968584
MTTFF 100,000000 Total Uptime 901,453116
MTTR. 11,080108
Time Availability Capacity Total Downtime Total Uptime
a 1,000000 100,000000 0,000000 0,000000
100,00 0,300277 97,237862 8,773504 91,225496
200,00 0,900251 97,236852 18, 747840 181,252180
300,00 0,900251 97,236853 28,722721 271,277273
400,00 0,300251 97,236853 33,697601 361,302399
500,00 0,900251 97,236853 48,6724982 451,327518
500,00 0,900251 97,236853 58,647362 541,352638
700,00 0,900251 97,236353 583,622243 631,377757
500,00 0,900251 97,236853 78,597123 721,402877
200,00 0,900251 97,236853 88,572004 811,427996
1000,00 0,900251 97,236853 93,54968584 901,453116
[l Excel | [ Print... |
[ Close ] ’ Ajuda

Figura 3.13 Tela de resultados da simulacao

Olhando para a figura acima, nota-se que o programa mostra os resultados

para o sistema em estado estavel (Steady State Results), para o sistema

no instante final de simulacao (Results at time 1000) e para os instantes

de tempo escolhidos pelo usuario. Os valores de Availability e Capacity

coincidiram porque no instante 1000 o sistema jé estd em estado estavel.

e O valor do critério Availability foi de 0.9, portanto existe a probabil-

idade de 90% de o sistema estar funcionando com 100% de capacidade

no estado estavel.

e O valor do critério Capacity foi de aproximadamente 97%, portanto

essa é a capacidade média do sistema em estado estavel.
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e O valor do critério Total Downtime foi de aproximadamente 98, por-
tanto em 98 das 1000 horas de simulacao o sistema estava funcionando
com capacidade menor que 100%, que foi a capacidade exigida como
parametro no campo Required Capacity anteriormente, fazendo com
que o sistema seja considerado Down caso esteja abaixo dessa capaci-

dade.

e O valor do critério Total Uptime foi de aproximadamente 902, por-
tanto em 902 das 1000 horas de simulacao o sistema estava funcionando
com capacidade de 100%, que foi a capacidade exigida como parametro
no campo Required Capacity anteriormente, fazendo com que o sis-

tema seja considerado Up caso esteja no minimo com essa capacidade.

e O tempo médio entre a ocorréncia de falhas consecutivas (MTBF) é de

111 horas, aproximadamente.

e O tempo médio para a ocorréncia da primeira falha é de 100 horas,

aproximadamente.

e O tempo médio para o sistema reparar uma falha é de 11 horas, aprox-

imadamente.

Além dos calculos para o sistema como um todo, o software também gera
resultados especificos para cada estado. Na figura abaixo pode-se ver os

valores do critério Time Spent in State para o estado inicial.
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Estado Inicial Properties

-
& General [Esbdn Tricial ,!E@
i Results —~—

ot

G:’ Results

Time Time Spent in State

0 0

100,00 91,226496

200,00 181,25216

300,00 2712772

400,00 361,302399

500,00 451,327515

500,00 541,352638

00,00 631377757

00,00 721 902877

Q00,00 511,427996

1000,00 901,453116

[ox | [ concelr J[ s |

Figura 3.14 Tela de resultados para um estado

Pela Figura 3.14 nota-se que o usuério pode acompanhar o tempo que o
sistema passou naquele estado durante a simulacao. Nesse exemplo do estado
inicial tem-se que o sistema passou aproximadamente 902 horas (901,45) no
mesmo, assim funcionando com capacidade de 100%. Analisando cada es-
tado, observou-se que o sistema passou 902 horas funcionando corretamente,
89 horas com capacidade de 75% (1 mddulo de meméria com falhas), 8 ho-
ras com capacidade de 50% (2 médulos de memoria com falhas), 54 minutos
com capacidade de 25% (3 mddulos de memoria com falhas) e 6 minutos em

estado de falha total.
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Além dos valores resultantes da simulacao, o software também fornece a
opcao de graficos, que pode ser ativada no menu superior do programa. Esses
graficos ilustram algumas caracteristicas do sistema durante o tempo. Um

deles é o grafico Availability X Time, mostrado na figura abaixo:

N

0.8

0.6

Availability

0.4

02

Time

g g
& H

400,00
700,00
800,00
800,00

g
g

100,00
200,00

Figura 3.15 Gréfico Availability X Time

Analisando o grafico da Figura 3.15, pode-se ver que o valor Availability
comeca a decair, ou seja, com a passagem do tempo a probabilidade de que
o sistema esteja no estado de funcionamento correto vai diminuindo, até que
o sistema entra em estado estavel, assim mantendo o valor Availability em
0.9 independentemente do tempo.

Outro grafico gerado pelo programa é o grafico Capacity X Time,

mostrado na figura abaixo:
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40

20
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00,00
200,00
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Figura 3.16 Gréfico Capacity X Time

Analisando o grafico da Figura 3.16, pode-se ver que a capacidade média
do sistema vai diminuindo com o tempo a medida que as falhas comecam a
ocorrer, depois atingindo o estado de equilibrio e se mantendo no valor de

97%.

3.4 Solucoes analiticas X Solucgoes de simulacao

Ao modelar um sistema com base na teoria de cadeias de Markov, é
necessario decidir que tipo de solugao vai ser aplicada ao modelo, analitica
ou de simulacao, a nao ser que os modeladores queiram usar os dois tipos de

solucao. Dependendo da situagao, um método pode ser mais interessante que
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o outro. Para sistemas complexos e grandes, geralmente o uso de solugoes
de simulagao é mais indicado, porque as solugoes analiticas para esses casos
muitas vezes requerem abstracoes e aproximacgoes inviaveis. As solucoes de
simulacao tém a vantagem de permitir uma abordagem mais simples, nao
exigem a solucao de sistemas de equacoes algumas vezes complexos, ao invés
disso, simulam e exploram caminhos de execucao da cadeia de Markov em
questao, revelando as caracteristicas do comportamento do sistema.

Apesar das vantagens citadas, as solucoes de simulagao tém desvantagens
em relagao as solucoes analiticas. Por exemplo, se o modelo gerado tem
eventos que acontecem raramente, mas que sao criticos para o sistema, sao
necessarios tempos de execucao de simulagao muito longos para esses eventos
ocorrerem na simulagao e serem analisados. Outra desvantagem é que as
solucoes de simulacao na maioria das vezes sao mais custosas e consumem
mais tempo de andlise do que as solugoes analiticas. Assim, para sistemas
de pequeno a médio porte, nao muito complexos muitas vezes as solugoes

analfticas sdo mais atrativas./2h418]

4 Consideracoes finais

Nesse trabalho foi mostrada uma maneira muito util de avaliar carac-
teristicas dinamicas de sistemas computacionais, através da teoria de cadeias
de Markov. E possivel modelar um sistema computacional existente ou
hipotético, com o objetivo de analisar caracteristicas do comportamento desse
sistema em funcionamento, em critérios como performance, disponibilidade
e confiabilidade. Foi visto que os sistemas que podem ser modelados por
essa teoria sao aqueles que podem ser representados por estados e transigoes

entre esses estados, e que tém adicionalmente a propriedade memoryless,
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ou seja, quando um sistema desse tipo esta em um determinado estado pre-
sente, o estado futuro nao depende dos estados passados, somente do estado
presente. E comum dizer que nesse tipo de sistema toda a historia do mesmo
é resumida pelo estado atual.

No processo de modelagem, os modeladores precisam primeiramente ab-
strair caracteristicas do sistema, assim podendo transforma-lo posteriormente
em um modelo matematico formal que representa uma cadeia de Markov, a
qual obedece ao processo de Markov. Apds modelar o sistema, é preciso
decidir qual tipo de solucao utilizar para avalia-lo, solucoes analiticas ou
solucoes de simulagao, como foi discutido no final do capitulo anterior. Apds
a solucao ser aplicada e os resultados serem analisados, os interessados podem
ter um conhecimento do comportamento dinamico do sistema.

Concluindo, a modelagem de sistemas computacionais por cadeias de
Markov é uma ferramenta poderosa para avaliar o comportamento de um sis-
tema. Uma equipe que pretende fazer um projeto, como implementar uma
rede ou um sistema distribuido, por exemplo, pode prever caracteristicas
comportamentais desses sistemas, sem precisar construir partes dos mesmos
e testa-las, o que é custoso e demorado. Claro que o método de mode-
lagem nao é perfeito, existem diferencas entre o comportamento estimado
pelo modelo e o sistema real em funcionamento, proporcionais a qualidade
da modelagem, mas mesmo assim a analise por modelagem ¢ muito ttil, pois
revela informacoes sobre o andamento do sistema e sobre os varios estados

nos quais ele pode se encontrar.
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