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Resumo

Esse trabalho introduz diferentes classificadores de padrdes para dados intervalares baseados
em modelos de regressdo linear e logistica. Seis abordagens abordagens foram idealizadas.
Essas abordagens diferem na maneira de representar os intervalos e no modelo de regressao
utilizada. O primeiro assume que cada intervalo € um par de varidveis quantitativas e ajusta
modelos de regressdo linear cldssica sobre essas varidveis. O segundo assume que cada inter-
valo é um par de varidveis quantitativas, mas ajusta dois modelos de regressao linear cldssica
separados sobre essas varidveis e combina os resultados de uma maneira apropriada. O terceiro
classificador considera que cada intervalo é representado pelos seus centros e ajusta modelos de
regressdo logistica cldssica sobre os centros dos intervalos. O quarto assume que cada intervalo
¢ um par de varidveis quantitativas e ajusta modelos de regressao logistica cldssica sobre essas
varidveis. O quinto considera que cada intervalo € representado pelos seus vértices e modelos
de regressao logistica cldssica sdo ajustados sobre cada vértice dos intervalos. O ultimo tam-
bém assume que cada intervalo é um par de varidveis quantitativas, mas ajusta dois modelos de
regressdo logistica cldssica separados nessas varidveis e combina os resultados de uma maneira
apropriada. Experimentos com conjuntos de dados sintéticos e uma aplicacdo com um conjunto
de dados intervalares real demonstram a funcionalidade e eficiéncia desses classificadores.

Palavras-chave: Dados Simbdlicos Intervalares, Classificagdo, Regressao Logistica, Andlise
de Dados Simbdlicos
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Abstract

This work introduces different pattern classifiers for interval data based on the logistic regres-
sion methodology. Six approaches are considered. These approaches differ in the way of
representing the intervals and in the model of regression used. The first classifier considers
that each interval is represented by a pair of quantitative variables and performs a classic linear
regression on these variables. The second considers that each interval is a pair of quantitative
variables, but performs two separate classic linear regressions on these variables and cambine
the results in a appropriate way. The second classifier considers that each interval is represented
by the centers of the intervals and performs a classic logistic regression on the centers of the
intervals. The third one assumes each interval as a pair of quantitative variables and performs
a conjoint classic logistic regression on these variables. The fourth one considers that each
interval is represented by its vertices and a classic logistic regression on the vertices of the in-
tervals is applied. The last one also assumes each interval as a pair of quantitative variables, but
performs two separate classic logistic regressions on these variables and combine the results
in some appropriate way. Experiments with synthetic data sets and an application with a real
interval data set demonstrate the usefulness of these classifiers.

Keywords: Interval Symbolic Data, Classification, Logistic Regression, Symbolic Data Analy-
sis;
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CAPITULO 1

Introducao

Todo novo comego vem do fim de algum outro comego
—SENECA (filésofo romano)

A cada dia mais operacdes ou processos sao automatizados, ou seja, para cada nova transa-
¢do como compras pela internet, operacdes bancdrias, ligacdes através de aparelhos de telefonia
movel, entre outras, novos registros em enormes bancos de dados sdo armazenados. Para arma-
zenar tal volume de informacao, sistemas gerenciadores de banco de dados estdo presentes em
praticamente todas as instituicdes publicas e privadas, de pequeno, médio e grande porte, con-
tendo os mais diferentes dados sobre produtos, clientes, fornecedores, funciondrios, etc. Além
disso, os avangos na drea de aquisicdo de dados tornam mais fécil a coleta de informacdes,
desde um leitor de RFID (Radio-frequency ldentifiers) até sistemas de monitoramento remotos
que geram grandes volumes de informacao.

Contudo, num ambiente em constante mudanga tornam-se necessdrias novas técnicas e fer-
ramentas de extracdo e andlise de conhecimento que agilizem o processo de decisdo empresa-
rial. A construcio de Data Warehouses € considerada um dos primeiros passos para simplificar
a andlise de dados no apoio a tomada de decisdo. Porém, na pratica, a andlise de dados con-
tida na estrutura de data warehouses geralmente ndo extrapolam da realizacdo de consultas e
diante desse fato, diversos estudos t€m sido direcionados ao desenvolvimento de tecnologias
de extracdo de conhecimento.

A descoberta de conhecimento em bases de dados (Knowledge Discovery in Databases -
KDD) é uma area de pesquisa em bastante evidéncia no momento, que visa desenvolver meios
automadticos de aquisi¢cdo de conhecimento em bases de dados. As técnicas utilizadas nesse
processo sdo genéricas e derivam de diferentes dres de conhecimento, tais como: estatistica, in-
teligéncia artificial e banco de dados. As técnicas estatisticas englobam algoritmos que podem
ser aplicados para descobrir estruturas ou associacdes em um conjunto de dados, realizar pre-
visdes, etc. Dentre estas técnicas destacam-se os modelos de regressao que t€ém como objetivo
descrever o comportamento de uma varidvel dependente (chamada varidvel de resposta) a partir
de informacdes provenientes de um conjunto de varidveis independentes (chamadas varidveis
explicativas). Além disso, através dos modelos de regressao € possivel identificar o grau de
associagdo entre as varidveis ou mensurar o impacto que uma varidvel exerce sobre outra.

Embora as técnicas tradicionais da estatistica sejam bastante aplicadas para sumarizar e
analisar conjuntos de dados, com o grande crescimento da drea de tecnologia da informacao
- TI, estas técnicas tém se tornado inadequadas para tratar conjuntos de dados representados
por informagdes mais complexas como infervalos ou células multi-valoradas. Além disso,
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tais técnicas ndo possuem estruturas adequadas que permitam sintetizar grandes conjuntos de
dados, com a menor perda possivel de informag¢ao dos dados originais. Como uma alternativa
para generalizar as atuais técnicas estatisticas para esses tipos de dado mais complexos, surgiu
a andlise de dados simbdlicos (Symbolic Data Analysis - SDA).

A andlise de dados simbolicos [1] e [2] € uma &rea, que nasceu da influéncia simultanea de
vdarios campos de pesquisa como: andlise de dados cldssica, inteligéncia artificial, aprendiza-
gem de maquina e banco de dados. O principal objetivo de SDA ¢é desenvolver modelos para o
tratamento de dados mais complexos, como intervalos, conjuntos e distribui¢des de probabili-
dades ou de pesos.



CAPITULO 2

Aprendizagem Supervisionada e Analise de dados
Simbdlicos

Quando o aluno estd pronto, o mestre aparece.
— PROVERBIO CHINES

2.1 Aprendizagem Supervisionada

Aprendizagem de maquina € uma area da inteligéncia artificial que tem como objetivo o desen-
volvimento de algoritmos que permitam computadores transformar seu comportamento basea-
dos em dados. Um dos maiores focos da aprendizagem de maquina € automaticamente aprender
a reconhecer padrdoes complexos e fazer decisdes ou auxiliar o processo decisdrio sobre dados.

A Aprendizagem de Mdaquina se divide em Apredizagem nao-supervisionada e Aprendiza-
gem supervisionada, porém o foco deste trabalho é a aprendizagem supervisionada.

A Aprendizagem supervisionada é um paradigma de aprendizagem de mdquina, que tem
como objetivo extrair conhecimento de um conjunto de exemplos. Esse paradigma estd direta-
mente relacionado com a resolugdo de problemas de classificagc@o e regressao.

Ambos os problemas sdo similares, pois se utilizam de um conjunto de caracteristicas que
descrevem cada elemento do conjunto de exemplos para construir um modelo que seja capaz
de obter a que classe pertence um novo elemento, ou, no caso de regressdao, obter um valor
numérico baseado nas caracteristicas desse novo elemento.

Neste trabalho serd abordado um problema de classificagdo, cujo objetivo € definir um
modelo decisério que seja capaz de discriminar um novo exemplo. Em um problema de clas-
sificacdo um conjunto de exemplos contém informagdes sobre caracteristicas e uma descricao
rotulada da classe para cada elemento. Tal rétulo € gerado através do conhecimento de um
especialista ou como resultado de um algoritmo de aprendizagem nao-supervisionada.

Como visto na figura 2.1 , Algoritmos de sistemas classificadores, também chamados sis-
temas discriminantes, sdo caracterizados por duas etapas:

Etapa de aprendizado

A etapa de aprendizado corresponde a etapa em que um modelo decisério aprende, através
de um conjunto de exemplos, como classificar novos exemplos a uma das classes pré-existentes
no conjunto de exemplos. A constru¢do desse modelo depende das restri¢cdes impostas pela me-
todologia utilizada.
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Etapa de )
Aprendizagem Exemplo Aprendizagem Modelo
Ftapa de Novo
A Classe Modelo
Alocagdo Exemplo

Figura 2.1 Etapas de um sistema de classificacdo

Etapa de classificaciao ou alocacao

ApOs a realizacdo da etapa de aprendizado, uma regra € adotada para classificar os novos
exemplos, tais regras podem ser baseadas em medidas de proximidade (similaridade, dissimi-
laridade) ou outros critérios.

Diferentes abordagens de aprendizagem tém sido desenvolvidas e utilizadas na drea de
classificagdo supervisionada. Algumas abordagens serdo discutidas nesse capitulo: abordagem
estatistica, redes neurais e aprendizagem simbodlica. Como este trabalho utiliza a metodologia
de regressao, serd dado um maior enfoque a abordagem estatistica.

A abordagem estatistica consiste em encontrar parametros de um modelo de predi¢do para
uma amostra de exemplos. A aprendizagem neural estd associada a aprendizagem estatistica
no sentido em que tem como objetivo encontrar pesos dentro de uma estrutura de rede, ja a
aprendizagem simbolica visa estabelecer regras, através da defini¢do de conceitos.

2.1.1 Abordagem Estatistica

Os procedimentos estatisticos de classificacdo supervisionada sao técnicas multivariadas, que
tem como objetivo discriminar e alocar objetos. A classificagdo é um processo empregado
para investigacdo visual ou algébrica das diferencas entre classes de objetos baseando-se em
caracteristicas. A alocag@o de objetos consiste em obter uma regra para associar um novo objeto
a uma das classes pré-definidas.

A aprendizagem estatistica é realizada através de duas metodologias distintas: paramétrica
(quando hé necessidade de fazer suposicdes sobre a distribuicao dos dados) e ndo-paramétrica.
A Regra de Bayes é uma técnica paramétrica bastante utilizada em aplicacOes estatisticas. Essa
regra estima a probabilidade a posteriori para classificar um objeto. O Discriminante Logistico
¢ uma técnica de classificacdo paramétrica obtida através de modelos de regressdo linear de
forma especifica. Os métodos de Kernel K-vizinhos mais préximos s@o técnicas ndo lineares e
nao paramétricas que se utilizam de estimativas de densidade local para classificar os objetos
sem fazer suposicdes sobre as distribui¢des dos dados. Os métodos Discriminante Linear e
Discriminante Quadréatico sdo técnicas ndo paramétricas que empregam estimativas das matri-
zes de covariancia para encontrar uma fungdo empirica sobre os dados que apresente uma boa
separagdo entre as classes. Esses métodos sao robustos, pois ndo sdo definidos de forma estrita,
ou seja, pequenos desvios das suposicdes basicas em suas defini¢des nao afetam o desempe-
nho dos classificadores, e grandes diferencas devem causar uma ineficicia relativa do método
associada a distribuicdo dos dados.
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2.1.2 Abordagem de Redes Neurais

Redes Neurais Artificiais [3], também conhecida como abordagem conexionista de aprendiza-
gem de maquina, sdo estruturas computacionais, que foram inicialmente inspiradas em proprie-
dades do sistema neural bioldgico. A estrutura de uma rede neural é composta por trés unidades
fundamentais: neurdnio, arquitetura e algoritmo de aprendizagem.

O neurdnio é unidade computacional basica que forma a rede, a arquitetura define como
essas unidades estdo conectadas entre si e o algoritmo de aprendizagem descreve o método uti-
lizado para mudar o comportamento individual dos neurdnios, almejando um comportamento
coletivo (comportamento da rede emerge do comportamento de cada unidade). Desse modo, os
principais modelos de redes neurais sao descritos através de diferentes arquiteturas a técnicas
de aprendizagem.

O modelo inicial de neur6nio foi proposto por McCulloch e Pitts em 1943 [4] e, desde entdo
inimeros outros modelos foram surgiram a partir desse trabalho, como Perceptron, Multi-layer
Perceptron, redes RBF, etc., além de vérios estudos sobre técnicas de aprendizagem, sendo que
o algoritmo de retropropagacdo (backpropagation) € um dos mais utilizados.

2.1.3 Abordagem Simbdlica

Os trabalhos em aprendizagem de simbdlica iniciaram-se hd cinco décadas com o objetivo de
desenvolver métodos computacionais, que produziriam mecanismos capazes de adquirir conhe-
cimento através de métodos de indugdo sobre exemplos ou dados. A aprendizagem simbdlica
¢ uma abordagem de aprendizagem de miquina que tem sido largamente empregada em inteli-
géncia artificial. A constru¢do de métodos de aprendizagem simbdlica consiste de uma seqiién-
cia de procedimentos baseados em operacgdes 16gicas ou bindrias que determinam a descricao
de um determinado conceito, a partir de um conjunto de exemplos desse conceito provido de
um supervisor ou professor € de um conhecimento prévio. A descri¢io € discriminante, sendo
muito importante para a classificacdo de dados.

Os conjuntos de conceitos podem ser organizados através de uma generalizacdo hierdrquica
representada por um grafo, como € o caso em uma das técnicas mais utilizadas na abordagem
simbélica: Arvores de Decisio.

Arvores de Decisdo é uma técnica de abordagem simbdélica que tem como objetivo particio-
nar o conjunto de exemplos em subconjuntos, cujos elementos satisfazem as restricdes geradas
a partir dos atributos inerentes aos mesmos. Uma arvore ¢ um grafo que é constituido de nés
e ramos onde cada né terminal representa uma decis@do. Um dos algoritmos mais utilizados
na abordagem simbdlica € o algoritmo TDIDT (Top-Down Induction Decision Trees), que é
utilizado para gerar indutivamente a drvore e realizar o procedimento de pruning.

2.2 Analise de Dados Simbolicos

Dados Simbdlicos podem surgir de diferentes formas. Por exemplo, considere uma varidvel
X ={Cor} e apopulagio de interesse como Q = {Espécies de frutas produzidas num pomar}.
Uma espécie de fruta k € Q pode assumir os seguintes valores: X (k) = {Verde,Vermelha} e
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uma outra espécie w pode assumir X (w) = {Verde,Amarela}. Em outro exemplo, apds vérias
medi¢des de controle, um paciente sauddvel pode ter o valor de sua pressdo oscilando no in-
tervalo [115,118]. Um outro paciente, também sauddvel, poderia ter sua pressdo oscilando no
intervalo [114,116]. Uma anélise cldssica utilizando o ponto médio dos intervalos perderia a
informacao sobre a variacdo de pressao no estado sauddvel para cada paciente.

Em outra situacdo, uma companhia de seguros de saide possui um banco de dados com
centenas (ou milhares) de informacgdes a respeito das consultas de seus segurados, onde cada
entrada desse banco armazena: o tipo de especialista consultado, o local do exame, os exames
realizados, os medicamentos solicitados, etc. Entretanto, a seguradora pode nio estar interes-
sada em uma consulta em especial, mas em todas as consultas realizadas por um dado cliente.
Neste caso, todas as consultas realizadas pelo cliente podem ser agregadas, produzindo dados
simbdlicos. Assim, seria extremamente atipico que o peso (kg) desse determinado cliente, em
todas as suas consultas, fosse igual a 70kg. No entanto, poderiamos observar que seu peso
oscilou no intervalo [68kg,73kg]. Em um outro cendrio, poderiamos supor que um banco ndo
estaria interessado no valor monetério na conta corrente de um certo individuo, mas na variagao
desse valor ao longo de um ano.

Uma ultima situagdo nos leva a refletir que nos dias atuais torna-se cada vez maior a neces-
sidade de analisar grandes bases de dados, mas apesar do grande poder de processamento dos
computadores atuais, o esforco computacional necessario para a manipulacdo dessas grandes
massas de dados ainda é um problema. A agregacio da informac¢do contida nestas bases de da-
dos em bases menores seria a forma ideal para analisd-los. Além disso os métodos tradicionais
de anélise de dados foram desenvolvidos numa época onde a quantidade de informagdo gerada
pela sociedade era infinitamente menor que a disponivel atualmente.

A Andlise de Dados Simbdlicos[5] constitui uma extensdo de alguns métodos utilizados
para a andlise de dados cldssicos. Bock e Diday [ 1] apresentam de maneira s6lida os principais
conceitos de SDA e os principais métodos estatisticos desenvolvidos para a manipulagdo de
dados dessa natureza.

Além dos exemplos citados anteriormente, os dados simbdlicos também podem ser obtidos
a partir da aplicacdo de um algoritmo de agrupamento para simplificar grandes conjuntos de
dados e descrever, de uma maneira auto-explicativa as classes associadas aos grupos obtidos,
também podem ser obtidos como o resultado da descri¢ao de conceitos por especialistas e, por
fim, a partir de bancos de dados relacionais para estudar conjuntos de unidades cuja descricao
necessita a fusdo eventual de vdrias relagcdes.

2.2.1 Tabelas de Dados Simbdlicos

Como ja foi descrito através de exemplos, os dados simbdlicos podem descrever individuos
levando em conta, ou ndo, imprecisdo ou incerteza, ou podem descrever itens mais complexos,
tais como grupos de individuos. Tais dados sdo apresentados em tabelas de dados simbdlicos.
Em tabelas de dados simbdlicos, as linhas correspondem aos individuos ou grupos de in-
dividuos e as colunas s@o as varidveis simbdlicas que os descrevem. Um exemplo de tabela
de dados simbdlicos € apresentado abaixo. Neste exemplo, as linhas sdo grupos de individuos
e nas colunas temos trés varidveis simbdlicas: peso (representado por um intervalo), marca
de automovel (representado por um conjunto de categorias) e seguro (representado por uma
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distribui¢do de pesos).

ID Peso Marca de Automével Seguro

1 | [68.8,70.1] {Ford, Honda} {(3/4) Sim, (1/4) Ndo}
2 | [60.3, 84.5] {GM, Fiat, KIA} {(1/6) Sim, (5/6) Ndo}
3 | [49.4,55.2] {Ford, GM } {(4/5) Sim, (1/5) Néo}

Tabela 2.1 Exemplo de uma tabela de dados simbdlicos.

2.2.2 Variaveis Simbolicas

Na andlise de dados cléssicos, as varidveis assumem um Unico valor ou categoria para um dado
individuo, entretanto as varidveis simbdlicas podem assumir para um dado individuo ou grupo
de individuos: conjuntos de categorias, intervalos, histogramas, etc. As varidveis simbdlicas
dividem-se basicamente em: varidveis multi-valoradas (ordenadas ou nao-ordenadas), varia-
veis de tipo intervalar e varidveis modais.

Variaveis multi-valoradas nio-ordinais

Y é definido como uma varidvel simbdélica multi-valorada se seus valores Y (k) correspon-
dem a subconjuntos finitos do dominio D : |Y (k)| < e para todos os individuos k € E. Por exem-
plo, seja Y os bancos existentes em k cidades brasileiras, onde D = {Banco doBrasil , Bradesco,
BancoReal, ... ,CaixaEcondémica}. Logo, para o individuo k = Paulista, Y (Paulista) = {Banco
do Brasil,Banco Real}, ja para o individuo k = Barreiros, Y (Barreiros) = {Banco do Brasil,
Caixa Econdmica}.

Variaveis multi-valoradas ordinais

Uma varidvel simbdlica Y € definida como multi-valorada ordinal se D suporta uma rela-
cdo de ordem =, tal que, para quaisquer pares de elementos, a,b € D, existe a relacdo a < b
ou a relacdo b < a. Um caso comum ¢ representado por uma varidvel qualitativa com domi-
nio finito D = {a,b,c,...,h}, onde: a <b < c¢ < ... < h. Na prética, a < b ¢ interpretado
como a antecede b ou a é menor que b. Assim, para dois individuos &, € E, onde obser-
vamos a = Y (k) e b = Y(t) para a varidvel Y, é possivel indicar qual dos individuos é es-
tritamente melhor que o outro: a < b ou b < a. Por exemplo, Y = qualidadedoproduto e
D = {excelente,bom,razovel, pobre,insuficiente}

Variaveis intervalares

Define-se Y como uma varidvel simbdlica intervalar se Vk € E, o subconjunto U :=Y (k) é
um intervalo em R ou um intervalo relacionado a uma dada ordem < em D : Y (k) = [ct, B], tal
que, o, B € D, < B e a < B. Por exemplo, seja Y o tempo de estudo semanal de um estudante
(em horas), os possiveis valores para individuos poderiam ser Y (¢) = [0,2] ou Y (v) = [5,6].
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Variaveis modais

A varidvel simbdlica ¥ também pode ser definida como modal, com dominio D sob o con-
junto de objetos simbdlicos E = a,b, ..., ¢ uma varidvel multi-valorada que, para cada objeto
a € E, apresenta ndo apenas um conjunto de categorias Y (a) C D, mas também uma freqiiéncia,
probabilidade ou peso w(y), associado a cada categoria y € Y (a), que indica o quio freqiiente,
tipico ou relevante a categoria y € para o objeto a. Por exemplo, seja Y a distribui¢do das agén-
cias bancdrias em k cidades. Entdo, para uma cidade ¢, Y (1) = {Banco do Brasil(0.5),Bradesco
(0.4),Banco Real(0,1)}.

2.2.3 Técnicas de aprendizagem supervisionada estendidas para dados simbdlicos

Virias ferramentas de aprendizagem supervisionada foram estendidas para lidar com dados
simbdlicos: Ichino, Yaguchi e Diday [6] introduziram um classificador simbdlico utilizando
uma abordagem baseada em regides para dados multi-valorados. Nessa abordagem os exem-
plos de classes sdo descritos por uma regido ou conjunto de regides obtida através da utilizacdo
de uma aproximacdo de um grafo de vizinhanca mitua (Mutual Neighbourhood Graph - MNG)
e um operador de junc¢do simbolico. Souza [7] propds uma aproximagdo de MNG para reduzir
a complexidade da etapa de aprendizado sem reduzir o desempenho do classificador em termos
de precisdo da predicdo. D’Oliveira, De Carvalho e Souza [¢] apresentaram uma abordagem
orientada a regides em que cada regido € definida pela casca convexa dos objetos pertencentes
a uma classe. Ciampi, Diday, Lebbe, Perinel e Vignes [9] introduziram uma generalizagdo das
arvores de decisdo bindrias para predizer o conjunto dos membros de classe de dados simbdli-
cos. Rossi e Conan-Guez [10] generalizaram as redes neurais MLP para trabalhar com dados
intervalares. Mali e Mitra [ 1] estenderam a rede baseada na fun¢do difusa de base radial
(Fuzzy Radial Basis Function - RBF) para trabalhar no dominio dos dados simbdlicos. Appice,
D’ Amato, Esposito e Malerba [12] introduziram uma abordagem de aprendizado preguicoso
(chamada Symbolic Objects Nearest Neighbor SO-SNN), que estende o algoritmo tradicional
de classificacdo k-vizinhos mais proximos ponderados para dados intervalares e modais. Silva e
Brito [ | 3] propuseram trés abordagens para a andlise multivariada de dados intervalares, tendo
como foco a anélise do discriminante linear.



CAPITULO 3

Classificadores Propostos

Gloria verdadeira consiste em se fazer aquilo que merece ser escrito; em
escrever o que merece ser lido.

—PLINIO, O JOVEM (uma carta a T4cito)

Modelos de regressdo t€m se tornado componentes integrais de qualquer anélise de dados
cujo objetivo seja descrever o relacionamento entre uma varidvel resposta € uma ou mais va-
ridveis explicativas. Neste capitulo, serd feita uma introdu¢ao aos modelos de regressao linear
cldssica e regressao logistica cléssica, apresentados trabalhos relacionados e entdo serdao apre-
sentados os 6 classificadores propostos, sendo que 2 deles utilizam modelos de regressdo linear
e os outros 4 utilizam a metodologia de regressao logistica.

3.1 Regressao Linear Classica

A regressao linear cldssica tem como objetivo modelar o relacionamento de uma ou mais varid-
veis preditoras X e uma varidvel resposta, continua, Y, levando em consideracdo uma varidvel
aleatdria €, que representa o erro presente em medicdes ou de varidveis ndo inclusas explicita-
mente no modelo. Segue abaixo o modelo de regressao linear cléssico:

Seja Q = {(x(i),y(i))(i=1,...,N)} um conjunto de dados cldssicos. Cada padrdo i de Q

¢ descrito por um conjunto de p varidveis continuas (x (i) = {X;i,...,Xi,}, chamadas varidveis
preditoras, uma variavel continua Y, que representa as variaveis resposta, tal que ¥ € R e
B = Po,- .., Bp um vetor de pardmetros desconhecidos.

Entao, o modelo de regressao linear classico € definido por:

E(Y|x)=Bo+BiXi+...+BpXp+e (0)

Esta expressdao permite que E(YIx) tome valores no intervalo —eo e +oo. Para ajustar o
modelo, é necessario estimar o valor dos coeficientes de regressdo 3. Tais parimetros sao
estimados tradicionalmente pelo Método dos Minimos Quadrados. Esse método seleciona pa-
rimetros estimados 3 cuja soma das diferencas quadradas com as respostas observadas nos
dados € tao pequena quanto possivel.

Porém algumas suposi¢des sdo necessdrias: a matriz  que redne todos os vetores que
descrevem cada elemento i do conjunto de dados deve possuir posto completo e a varidvel
que representa o erro (&) deve seguir uma distribui¢do normal com varincia constante, o que
implica que a distribui¢do condicional da varidvel Y serd, também, normal, com média E (Y |x)
e variancia constante.
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Seja y um vetor que possui todas as varidveis respostas para os i elementos do conjunto de
dados, a equagdo para estimar os parametros através do método dos minimos quadrados é:

B=("x)""xTy (1)

3.2 Regressao Logistica Classica

O modelo de regressdo logistica [14] tem sido utilizado na estatistica hd muitos anos e recen-
temente tornou-se objeto de estudo da comunidade de aprendizagem de maquina. Essa ferra-
menta tradicional da estatistica surgiu da necessidade de modelar as probabilidades posteriores
dos niveis de classe dada sua observagdo através de fungdes lineares nas varidveis preditoras.
Seja Q = {(«x(i),y(i))(i=1,...,N)} um conjunto de dados cldssicos. Cada padrio i de Q

¢ descrito por um conjunto de p varidveis continuas (x (i) = {X;i,...,Xi,}, chamadas varidveis
preditoras, uma varidvel dicotdmica Y, que representa as varidveis resposta, tal que ¥ = 0 ou
Y=1epB=po,...,B, um vetor de pardmetros desconhecidos.

A forma especifica do modelo de regressao logistica é:

Xi+... X
E(Y|£B)=7Tw= exp(ﬁ0+ﬁ1 1+ +ﬁp P)
1+exp(Bo+BiXi +...+ BpX)p)
Porém alguns aspectos da regressao linear sdo desejados (ser uma funcao linear sobre os pa-

rametros e pode possuir valores continuos dependendo dos valores da matriz x). Tais aspectos
sdo obtidos através da transformacao logit, que é dada a seguir:

2)

1 —7n(x)

No caso logistico o erro € possui uma distribui¢do com média 0 e variancia igual a 7r(x)[1 —
m(x)], o que implica na distribuicao condicional da varidvel Y seguir uma distribui¢ao binomial
com probabilidade dada pela média condicional (). Além disso, a regressdo logistica utiliza
outra metodologia para estimar os coeficientes de regressao, essa metodologia é o método da
méxima verossimilhanga [15].

g(x) = In] | =Bo+BiXi+...+BpX,+& (3)

3.3 Trabalhos Relacionados

Alguns trabalhos relacionados que culminaram no desenvolvimento deste trabalho de gradu-
acdo foram publicados com relacdo a metodologia utilizada para representacdo intervalar e a
utilizacdo de modelos de regressdo para dados simbdlicos intervalares, no artigo [16] os auto-
res propuseram um classificador bindrio baseado na metodologia probit para dados simbdlicos
intervalares. No artigo [!7], os autores utilizam uma abordagem logistica e a comparam com
a abordagem baseada no modelo probit para classificadores bindrios, ja no artigo [18], dois
dos modelos apresentados neste trabalho foram desenvolvidos. Tais artigos foram anexados no
apéndice A deste trabalho.
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3.4 Introducio aos classificadores propostos

Na etapa de aprendizado, modelos de regressao linear e logistica serdao ajustados para modelar
a probabilidade a posteriori das classes de um conjunto de dados simbdlicos de treinamento,
e na etapa de alocacdo ou classificacdo, novos elementos sao classificados como pertencentes
a determinada classe de acordo com o argumento calculado ou a probabilidade a posteriori
estimada.

Suponha que existam K classes de padrdes, rotuladas 1,...,K. Seja Q = {(x(i),y(i))(i =
1,...,N)} um conjunto de dados simbdlicos de treinamento. Cada padrédo i de Q é descrito por
um conjunto de varidveis simbdlicas {Xi, ..., X} e uma varidvel categdrica ¥ que toma um
valor pertencente ao conjunto C = {1,...,K} das K classes. Uma varidvel simbdlica [19] X
¢ uma correspondéncia definida de 3 em R de modo que para cada i de Q, X (i) = [a,b] C 3
onde S = {[a,b] : a,b € R,a < b} é um intervalo.

Aqui, os padrdes de treinamento simbélicos {x(i),y (i)} tém x(i) = ([ai1,bi1], - - ., [aip, bip))
como um vetor de varidveis intervalares covariantes e y(i) como uma resposta multivariada.
Considerando a resposta multivariada, cada uma das categorias € codificada através de uma
variavel indicadora [20].

Entdo se o conjunto C possui K classes, existirdo K varidveis indicadoras Y, k=1,...,K,
sendo que Y, = 1 se Y = k, caso contrdrio ¥; = 0. Cada varidvel indicadora Y; segue uma
distribui¢do de Bernoulli com pardmetro 7.

K fungdes lineares ajustadas fi(x) sdo construidas com o objetivo de modelar os argu-
mentos para as K classes, e K probabilidades posteriores sao estimadas para cada classe m; =
Pr(Y =k/x)=Pr(Yy=1/x).

A idéia € utilizar a abordagem um-contra-todos, utilizando a regressao linear cléssica e a
regressdo logistica clédssica e introduzir andlise de regressao linear e logistica multiclasse para
dados intervalares em que cada classe possui uma ou mais respostas bindrias contra as outras
classes.

3.5 Classificadores Propostos Baseados em Modelos de Regressao
Linear

Nessa secdo, serao apresentados os 2 classificadores de dados simbdlicos intervalares baseados
na metodologia de regressao linear.

3.5.1 Classificador linear baseado no argumento posterior dos limites conjuntamente

O classificador de padrdes para dados intervalares linear baseado no argumento posterior sim-
ples definido para os limites inferior e superior dos intervalos conjuntamente (APSLC) sera
apresentado nessa sec¢do. Esse classificador considera os limites inferior e superior como varia-
veis independentes, ajustando um modelo linear classico para cada classe.

Uma varidvel intervalar X é representada por um par de varidveis quantitativas (xz,xy)
onde x7; = aj e xy; = bj. Assim, cada padrdo de treinamento i possui um vetor de 2p va-
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lores quantitativos & = {xz1,Xy1,...,X1p,Xup} como um vetor de covaridveis. Seja By =
(Bros Bxi, Bk2s - - - Brop) um vetor de pardmetros desconhecidos de dimensdo (2p + 1) para a
classe k,(k=1,...,K) e z = (1,xr1,xy1,...,XLp,Xyp) um vetor de entrada com (2p + 1) com-
ponentes.

Para k = 1,...,K um modelo linear multiclasse para dados intervalares baseados no argu-

mento posterior simples definido para os limites inferior e superior dos intervalos conjunta-
mente € realizado da seguinte forma:

fi (z) = Bz 4)

O modelo multiclasse para dados intervalares baseado no argumento posterior definido para
os limites inferior e superior dos intervalos conjuntamente € especificado em termos de K trans-
formacdes lineares em que z é o vetor de entrada com (2p + 1) componentes. O vetor de co-

eficientes 3, (k =1,...,K), nesse modelo multiclasse é estimado pelo método dos minimos
quadrados.

Seja @ um novo padrdo a ser classificado como pertencente a uma de K classes, e seu vetor
de covaridveis (@) = (XoL1,X0U15- - - XoLp, XoUp) ONde Xpr; = a; € Xeu; = bj.

A regra de classificacdo € definida a seguir: @ pertence a classe k se:
G () = argmaxiecfl (Te) (5)

3.5.2 Classificador linear baseado na associacio dos argumentos posteriores dos limites
separadamente

O classificador de padrdes para dados intervalares linear baseado na associagao dos argumentos
posteriores dos limites inferior e superior dos intervalos separadamente(AAPLS) serd apresen-
tado nessa secdo. A andlise nesse método consiste no ajuste de duas regressoes lineares bindrias
para cada classe. As saidas desses ajustes sdo combinadas com o objetivo de obter um argu-
mento posterior associado.

Esse tipo de andlise tem sido um interessante fato na pesquisa com relacdo a ensembles
de classificadores [21] e resultados experimentais demonstram que € til se os classificadores
cometem erros em diferentes regides do espago de entrada, utilizando diferentes conjuntos de
caracteristicas, assim como, diferentes conjuntos de dados de treinamento.

Cada padréo de treinamento i possui dois vetores de p valores quantitativos 7 = (xz1, ...,
xrp) € (Tyi1,...,Xyp) como vetores de covaridveis onde xz; = a; e xy; = bj. Seja oy =
(0%0s Gt s -- - Ckp) € B = (Bro, Bt - - - Brp) dois vetores de pardmetros desconhecidos, ambos
de dimensdo (p+ 1) para cada classe k e z;, = (1,x1) e zy = (1,xy) dois vetores de entrada,
cada um com (p + 1) componentes.

Nesse método, inicialmente dois modelos lineares multiclasse para os limites inferior e su-
perior sdo planejados separadamente e a média das probabilidades posteriores é computada
para derivar uma decisdo consensual [22]. Entdo, para k = 1,...,K um modelo linear multi-
classe para dados intervalares baseados na associagdo dos argumentos posteriores definida para
os limites inferior e superior dos intervalos é desenvolvida da seguinte forma:
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ka(w) _ ka(',‘cL)—;ka<mU) (6)

onde
fu(Tr) = ouzg, (7)
fuk(zv) = Brzu 8)

O modelo multiclasse para dados intervalares baseados na associacdo do argumentos pos-
teriores definida para os limites inferior e superior dos intervalos separadamente € especificada
em termos de K transformacgdes lineares relacionadas aos limites inferiores em que zy € o ve-
tor de entrada com (p + 1) componentes e K transformacdes lineares relacionadas aos limites
superiores em que zy € o vetor de entrada com (p + 1) componentes. Os vetores de coeficien-
tes oy e B, (k= 1,...,K) nesse modelo multiclasse, também sdo estimados pelo método dos
minimos quadrados.

Seja @ um novo padrdo, que serd alocado a uma de K classes, e seu vetor de varidveis
xp = (x1(w),x(®)) , que podem ser descritas como x7(®) = (XeLl,---,XwLj,- -+ XoLp) €
xy(®) = (Xou1s---,XoUj>-- - XoUp) ONde Xprj = a;j € xou; = bj. A regra de classificagdo é
definida a seguir: @ € alocado na classe k se:

Gz((o) = argmaxkecsz(a:w) 9)

3.6 Classificadores Propostos Baseados em Modelos de Regressao
Logistica

O modelo de regressao logistica é mais flexivel em suas suposi¢des que a analise do discrimi-
nante. Pois ele ndo requer a suposi¢do de que as varidveis independentes estejam distribuidas
segundo uma distribui¢cdo normal, sejam linearmente relacionadas, ou que possuam variincia
igual dentro de cada grupo. Estando livre das suposicdes da andlise de discriminante, o modelo
de regressdo logistica pode ser utilizado em muitas situacdes.

A principal diferenca entre a regressao logistica e o0 modelo cldssico de regressdo linear €
que a varidvel resposta na regressdo logistica € binaria ou dicotdmica, enquanto na regressao
linear € um valor numérico continuo.

3.6.1 Classificador logistico baseado na probabilidade posterior simples baseada nos
centros dos intervalos

O classificador de padroes para dados intervalares logistico baseado na probabilidade posterior
simples definida para os centros dos intervalos (LPPSC) serd apresentado nessa secao.

Nesse classificador, um intervalo [a,b] é representado pelo seu ponto médio (a + b)/2.
Cada padrdo de treinamento i possui um vetor de p centros . = (x,... ,xpc) como um vetor
de covaridveis onde x§ = (aj+0b;)/2. Seja Br = (Bro,Pxi,- -, Prp) um vetor de pardmetros
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desconhecidos de dimensdo (p+1) paraaclasse k (k=1,....K) e z = (Lx,....x/,...,x;)
um vetor de entrada com (p + 1) componentes.
Para k = 1,...,K o modelo logistico para dados intervalares baseados na probabilidade
posterior simples definida para os centros dos intervalos € calculado da seguinte forma:
71 (6) = Pr(Ye — 1)) — —<PB2)_ (10)
: g 1+ exp(B] 2)
A equagdo (1) pode ser reescrita como:
PrYy=1/x¢
log LM /m):Bsz (11)

Pr(Yk = O/CBC)

Na etapa de aprendizado, o modelo multiclasse para dados intervalares baseados na proba-
bilidade posterior simples definida para os centros dos intervalos é especificada em termos de
K transformagdes logisticas cldssicas em que z € o vetor de entrada com (p + 1) componentes.

O vetor de coeficientes By, (k= 1,...,K) nesse modelo multiclasse é estimado pelo método da
méxima verossimilhancga.

Desse modo, seja @ um novo elemento, que deve ser alocado a uma das K classes do con-
junto C, e seu vetor de intervalos (@) = ([ap1,be1); - -, [@wp, bop))- Seja z (@) = (x4, .-, XG))
onde x(,; = (dwj+bw;)/2 € um vetor de covaridveis de .

Na etapa de alocagao, a regra de classificacdo é definida a seguir: @ ¢é classificado como
pertencente a classe k se:

71 (k) = Pr(Y; = 1/2¢(@)) > mi (m) = Pr(Yy = 1 /2°(@)),¥ m € C (12)

3.6.2 Classificador logistico baseado na probabilidade posterior simples definida para
os limites conjuntamente

O classificador de padrdes para dados intervalares logistico baseado na probabilidade posterior
simples definida para os limites inferior e superior dos intervalos conjuntamente (LPPSLC)
serd apresentado nessa secdo. Esse classificador considera os limites inferior e superior como
varidveis independentes, ajustando um modelo logistico cldssico para cada classe.

Uma varidvel intervalar X é representada por um par de varidveis quantitativas (xz,xy)
onde x;; = aj e xy; = bj. Assim, cada padrdo de treinamento i possui um vetor de 2p va-

lores quantitativos @& = {xz1,Xy1,...,X1p,Xyp} como um vetor de covaridveis. Seja Gy =
(Bro, Bk1s B2, - - - s Brap) um vetor de pardmetros desconhecidos de dimensdo (2p + 1) para a
classe k,(k=1,...,K) e z=(1l,xp1,Xy1,...,XLp,Xup) um vetor de entrada com (2p+ 1) com-
ponentes.

Para k= 1,...,K um modelo logistico multiclasse para dados intervalares baseados na pro-

babilidade posterior simples definida para os limites inferior e superior dos intervalos conjun-
tamente € realizada da seguinte forma:

T (k) = Pr(Y = 1 far) = <P Pi)

= Ve 1
1+exp(,8,{z) (13)
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A equacdo (13) pode ser reescrita como:
Pr(Y,=1/x)
Pr(Y,=0/x)

Como no modelo anterior, 0 modelo multiclasse para dados intervalares baseado na pro-
babilidade posterior definida para os limites inferior e superior dos intervalos conjuntamente
¢ especificado em termos de K transformacgdes logisticas em que z é o vetor de entrada com
(2p + 1) componentes. O vetor de coeficientes 3, (k = 1,...,K), nesse modelo multiclasse €&,
também, estimado pelo método da maxima verossimilhanca.

Seja @ um novo padrdo a ser classificado como pertencente a uma de K classes do conjunto
C, e seu vetor de covaridveis (®) = (XoL1,XoU1, - - -sXoLp;XoUp) ONde X1 j =aj € Xeu; = bj.

A regra de classificacdo € definida a seguir: @ pertence a classe k se:

log =Bl 2 (14)

(k) = Pr(Yy = 1 /2(0)) > m(m) = Pr(Yy = 1 /z(0)),Y me C (15)

3.6.3 Classificador logistico baseado na probabilidade posterior simples definida para
os vértices dos padroes

Nessa secao, o classificador de padrdes para dados intervalares logistico baseado na probabi-
lidade posterior simples definida para os vértices dos hipercubos (LPPSV) seré introduzido.
Nesse método, um vetor de intervalo simbdlico x = ([ay,b1],...,[ap],b,) visualizado no es-
pago de descrigao RP por um hipercubo R com 2p vértices, pode ser descrito por uma matriz
de todos os vértices do hipercubo no R”. Tal metodologia foi utilizada por Chouakria e Diday
[23] para sua extensdo de andlise de componentes principais (Principal Components Analysis
- PCA) e por Silva e Brito [ 3] para sua extensao de analise do discrimante linear. Entdo, para
p =2, 0 vetor x = ([ay,b1],az,b2]) pode ser descrito pela matriz:

a a?f

M= : . :
bt ... P

Entdo, agora cada padrao de @ tem uma matriz de 2p linhas que sdo vetores p numéri-

cos, correspondendo a todas as possiveis combinagdes dos limites dos intervalos [a;,b;],(j =

l,...,p) e um modelo logistico cldssico bindrio é ajustado sobre o conjunto de padrdes de

treinamento ®* com n X 2p elementos.
Cada padrio de treinamento i resultante do conjunto de padrdes de treinamento @* tem um

vetor de p valores quantitativos ” = (x7,...,x},) como um vetor de covaridveis onde x%, (j =
1,...,p) é uma coordenada de um vértice de um hipercubo no R”. Seja By = (Bro, Br1; - - - > Brp)
um vetor de pardmetros desconhecidos de tamanho (p + 1) para a classe k,(k=1,...,K) e
z=(1,x},... Xy ,X,) um vetor de entrada com (p + 1) componentes.
Para k= 1,...,K um modelo logistico multiclasse para dados intervalares baseados na pro-
babilidade posterior definida para os vértices dos intervalos € ajustado da seguinte forma:
exp(B{ z)

m(k) =Pr(Yy=1/x") =

~ 14exp(Blz (16)
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A equacdo (7) pode ser reescrita como:

Pr(Yk = 1/$V)

_ T
D 17

log

Esse modelo logistico multiclasse para dados intervalares baseados na probabilidade pos-
terior definida para os vértices dos intervalos é especificado, também, em K transformacdes
logisticas em que z é o vetor de entrada com (p + 1) componentes. O vetor de coeficien-
tes By, (k =1,...,K) nesse modelo multiclasse é, também, estimado pelo método da maxima
verossimilhanca.

Seja @ um novo padrio, que serd classificado como pertencente a uma das K classes do
conjunto C, e seu vetor de intervalos ¢ = ([¢w1,bw1],--,[dwp,bwp]). Realizando a represen-
tagdo dos vértices, esse padrdo possui 2p vetores de covaridveis xg,(t) = (xp, (t), .-, Xg, (1))
onde x;,;(#),(t =1,...,27) € uma coordenada de um vértice do hipercubo & no R?.

Na etapa de alocagdo, a regra de classificagdo € definida a seguir: @ pertence a classe k se

TI(k) > I(m),Y m € C (18)

I1(k) é uma probabilidade definida segundo um dos métodos seguintes:

(k) = max{m3 (k) = Pr(Y, = 1/x,(1))},Vve{l,... 2"} (19)
(k) = min{m3 (k) = Pr(Yp = 1/, (¢)) },Vve{l,...,2°P} (20)
op
(k) = o5 3 (75(K) = Pr(te = 1 /(1)) Q1)
t=1

3.6.4 Classificador logistico baseado na associaciao da probabilidade posterior definida
para os limites

O classificador de padrdes para dados intervalares logistico baseado na associa¢do da proba-
bilidade posterior dos limites inferior e superior dos intervalos separadamente(LAPPLS) sera
apresentado nessa se¢do. A andlise nesse método consiste no ajuste de duas regressodes logisti-
cas bindrias para cada classe. As saidas desses ajustes sdo combinadas com o objetivo de obter
uma probabilidade posterior associada. Quando os limites inferiores ndo estdo correlacionados
com os limites superiores de alguma maneira, o esquema de combinacdo da regressdo logistica
pode melhorar o desempenho.

Cada padrio de treinamento i possui dois vetores de p valores quantitativos &y = (xz1, ...,
X1p) € (wUl,‘..,xUp) como vetores de covaridveis onde x;; = a; € xy; = b;. Seja o =
(00, Okt - - - Ckp) € Bk = (Bro, Bkt - - -, Pip) dois vetores de pardmetros desconhecidos, ambos
de dimensdo (p+ 1) para cada classe k e z;, = (1,x) e zy = (1,xy) dois vetores de entrada,
cada um com (p + 1) componentes.

Nesse método, inicialmente dois modelos logisticos multiclasse para os limites inferior e
superior sdo planejados separadamente e a média das probabilidades posteriores € computada



3.7 CONSIDERACOES FINAIS 17

para derivar uma decisdo consensual [22]. Entdo, para k = 1,...,K um modelo logistico
multiclasse para dados intervalares baseados na associacao da probabilidade posterior definida
para os limites inferior e superior dos intervalos é desenvolvida da seguinte forma:

Pr(Y =1/x)+Pr(Y =1/xy)

(k) = _ (22)
onde
explaf 1)
Pr(Y =1 = 23
' /) 1+ exp(alzr) (23)
exp(B{ zv)
Pr(Y =1/xy) = (24)
( ) 1~|—exp(,BszU)
As equagdes (23) e (24) podem ser reescritas, respectivamente, como:
Pr(Y =k/xp)
log——F—F—"F< =00+ & .. ta 25
og Pr(Y £ kL) %0 + Ok1xL1 + - .-+ QpXLp (25)
Pr(Y =k/xy)
log ———F—F-—"F = 26
og Pr(Y # kjay) Bro + Brixu1 + .. + Brpxup (26)

O modelo multiclasse para dados intervalares baseados na associacdo da probabilidade pos-
terior definida para os limites inferior e superior dos intervalos separadamente é especificada
em termos de K transformacodes logisticas relacionadas aos limites inferiores em que zy, € o ve-
tor de entrada com (p + 1) componentes e K transformacdes logisticas relacionadas aos limites
superiores em que zy € o vetor de entrada com (p + 1) componentes. Os vetores de coefici-
entes oy e By, (k=1,...,K) nesse modelo multiclasse, também sdo estimados pelo método da
maxima verossimilhanga.

Seja @ um novo padrdo, que serd alocado a uma de K classes do conjunto C, e seus vetores
de covaridveis 7 (@) = (XoL1;-- -, XoLj, - - -sXoLp) € TU(®) = (XoU1,---,X0Uj,---XoUp) Onde
XpLj = dj € Xeuj = bj. A regra de classificagdo € definida a seguir: @ € alocado na classe k se

my(k) = Pr(Ye=1/xo) > m4(k) = Pr(Yn =1/x0),YmeC 27)

3.7 Consideracoes Finais

Nesse capitulo foram introduzidos 6 classificadores de dados simbdlicos de tipo intervalo ba-
seados nas metodologias de regressdo linear e regressao logistica. Os seis classificadores logis-
ticos diferem entre si pelo modo como a representacao intervalar € utilizada e pelo modelo de
regressao utilizado.

O primeiro modelo linear (APSLC) ajusta uma equacao de regressao linear para cada classe
utilizando os limites inferiores e superiores de cada intervalo como varidveis independentes,
porém de forma conjunta.
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O segundo modelo linear (AAPLS) ajusta duas equacdes de regressdo linear para cada
classe utilizando os limites inferiores e superiores como varidveis independentes de maneira
separada, combinando os resultados através de uma média.

O primeiro modelo logistico (LPPSC) ajusta uma equacgao de regressao logistica para cada
classe utilizando os centros os intervalos como varidveis independentes, para predizer a classe
de um novo elemento.

O segundo modelo logistico (LPPSLC) ajusta uma equacao de regressao logistica para cada
classe utilizando os limites inferiores e superiores de cada intervalo como varidveis indepen-
dentes, porém de forma conjunta.

O terceiro modelo logistico (LPPSV) ajusta uma equacao de regressdo logistica para cada
classe utilizando os vértices dos hipercubos que representam os intervalos como variaveis in-
dependentes, combinando os resultados através de trés métodos (regra dos minimos, regra dos
maximos e regra da média).

O quarto modelo logistico (LAPPLS) ajusta duas equagdes de regressao logistica para cada
classe utilizando os limites inferiores e superiores como varidveis independentes de maneira
separada, combinando os resultados através de uma média.

E importante ressaltar que todos os modelos utilizam uma transformaco nas varidveis inter-
valares, para varidveis cldssicas, sendo que no primeiro modelo logistico, o nimero de varidveis
(dimensao) é mantido, no primeiro e segundo lineares e segundo e quarto logisticos, € o dobro
do ndmero inicial, no terceiro modelo, € igual a 27, onde p € o nimero de varidveis inicial.

A diferenga entre o primeiro modelo linear e o segundo modelo linear, assim como no
segundo modelo logistico € no quarto modelo logistico € que no primeiro modelo linear e
no segundo modelo logistico as novas varidveis sdo ajustadas de maneira conjunta, enquanto
que no segundo modelo linear e no quarto modelo logistico as varidveis sao ajustadas para o
modelo de regressdo de forma separada, sendo uma regressao para os limites inferiores e outra
regressdo para os limites superiores, para cada classe.



CAPITULO 4

Experimentos e Resultados

Uma teoria é algo que ninguém acredita, exceto a pessoa que a fez . Um
experimento é algo que todos acreditam, exceto a pessoa que o fez .

—ALBERT EINSTEIN (prémio Nobel de Fisica em 1921)

Para avaliar o desempenho dos classificadores propostos, foram realizados experimentos
com dois conjuntos de dados simbdlicos intervalares sintéticos, tais conjuntos foram gerados
com baixo e moderado graus de sobreposi¢do. Também foram realizados experimentos com um
conjunto de dados simbdlicos intervalares real. Neste capitulo, serdo apresentados os resultados
dos classificadores propostos quando utilizados sobre os conjuntos de dados sintéticos e real.

A precisdo dos classificadores para os conjuntos de dados sintéticos € aferida através da
taxa de erro de classificagdo, que € estimada na estrutura de uma simulacdo de Monte Carlo
onde o conjunto de teste e de treinamento sdo selecionados aleatoriamente de cada conjunto de
dados sintético.

Métodos de Monte Carlo s@o uma classe de algoritmos computacionais que se baseiam
na repeticdo de amostragem aleatdéria para computar seus resultados. Neste trabalho, os ex-
perimentos com dados sintéticos utilizam a abordagem de um método de Monte Carlo, onde
conjuntos de dados sdo gerados e classificados 500 vezes, para entdo, a taxa de erro média ser
obtida.

O conjunto de treinamento corresponde a 75% do conjunto de dados original e o conjunto
de teste corresponde a 25% do conjunto de dados original. No conjunto de dados real, foi uti-
lizada a abordagem "leave-one-out".

4.1 Experimentos com conjuntos de dados sintéticos

Inicialmente, dois conjuntos de dados cldssicos quantitativos no R? sdo gerados (Figuras 4.1
e 4.2). Esses conjuntos de dados tém 450 pontos dispersos entre trés classes de tamanhos
diferentes: uma classe com forma de elipse e tamanho 200 e duas classes de formato esférico,
possuindo tamanhos 150 e 100 respectivamente.

Cada classe nesses conjuntos de dados intervalares sintéticos foi gerada através de duas
distribui¢cdes normais independentes. Cada ponto (z;,z2) de cada um desses conjuntos de da-
dos classicos quantitativos € utilizado como "semente"para um vetor de intervalos (retingulo),
como definido a seguir:

(;1=n/2,z21+1/2), 2 = 12/2,22+ 12/2]) (19)

19
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Figura 4.1 Conjunto de dados cldssicos quantitativos 1
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Figura 4.2 Conjunto de dados classicos quantitativos 2

onde os parametros Y e}, sao selecionados aleatoriamente de um mesmo intervalo pré-definido.

O conjunto de dados simbdlicos intervalares sintéticos 1 foi construido através do conjunto
de dados cldssicos quantitativos 1, de acordo com os seguintes parametros (doravante chama-
dos configuracdo 1):

Classe 1: iy = 50, p =25, 67 =9 e 05 = 36;
Classe 2: ] =45, lp = —2, 06} =25¢ 05 =25;
Classe 3: ] =38, , =40, 67 =9 e 07 = 9;

A figura 4.3 mostra o conjunto de dados intervalares sintéticos 1, no qual y; e 9> foram se-
lecionados aleatoriamente do intervalo [1,10]. Esse conjunto de dados intervalar mostra baixo
grau de sobreposicao.

O conjunto de dados simbolicos intervalares sintéticos 2 foi construido a partir do conjunto
de dados cléssicos quantitativos 2 de acordo com os seguintes parametros (doravante chamados
configuragdo 2):

Classe 1: iy = 50, p =25, 67 =9 e 05 = 36;
Classe 2: ] =45, 1, =5, 062 =25¢ 05 =25;
Classe 3: uy =45, up =40, 612 =9e 622 =9
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Figura 4.3 Conjunto de dados simbdlicos intervalares 1

A figura 4.4 mostra o conjunto de dados intervalares sintéticos 2, no qual y; e » foram
selecionados aleatoriamente do mesmo intervalo [1,10]. Esse conjunto de dados intervalar
mostra um grau moderado de sobreposicao.

Figura 4.4 Conjunto de dados simbdlicos intervalares 2

Na estrutura da simulacdo de Monte Carlo, 500 replicacdes desse processo de geracdo sdao
realizados. Os parametros J; e 9 sdo escolhidos aleatoriamente 100 vezes de cada um dos
intervalos: [1,10], [1,20], [1,30], [1,40] e [1,50].

Além disso, esse processo foi repetido para as sementes dos conjuntos de dados classicos
quantitativos (configuragdes 1 e 2). Os classificadores APSLC, AAPLS, LPPSC, LPPSLC,
LPPSV e LAPPLS foram aplicados aos conjuntos de dados simbdlicos intervalares 1 e 2. A
taxa de erro de classificacdo € calculada para o conjunto de teste e a taxa de erro estimada
de classificagdo corresponde a média das taxas de erro encontradas nas 100 replicagdes do
conjunto de teste para cada intervalo de y; e 7.

As tabelas 4.1 e 4.2 mostram os valores das médias e desvios padrdo (em parénteses) da taxa
de erro de classificacao obtidas com os classificadores lineares (tabela 4.1) e logisticos (tabela
4.2) para a configuracdo 1 para cada y; e y» escolhidos dos intervalos [1,10], [1,20], [1,30],
[1,40] e [1,50]. Dados intervalares nessa configuragdo mostram baixo grau de dificuldade.

Entre os classificadores lineares, o melhor desempenho foi alcangado pelo classificador de
padrdes para dados intervalares baseado na associagdo da probabilidade posterior dos limites
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inferior e superior dos intervalos separadamente (AAPLS), o seu desempenho melhorou com o
aumento do tamanho dos intervalos, enquanto o classificador APSLC se manteve relativamente
estavel em relacdo ao tamanho dos intervalos.

Entre os classificadores logisticos, o melhor desempenho foi alcangado pelo classificador
de padrdes para dados intervalares logistico baseado na associacdo da probabilidade posterior
dos limites inferior e superior dos intervalos separadamente(LAPPLS). Além disso, analoga-
mente ao classificador linear AAPLS, o desempenho do LAPPLS melhorou com o aumento do
tamanho dos intervalos. Como esperado, o pior desempenho foi obtido pelo classificador de
padrdes para dados intervalares logistico baseado na probabilidade posterior simples definida
para os centros dos intervalos (LPPSC).

E interessante ressaltar que a taxa de erro para o método LPPSC nio foi afetada pelo tama-
nho dos intervalos. Esse resultado pode ser explicado pelo fato de que a estrutura dos pontos
que pertencem aos conjuntos de dados 1 e 2 sao preservados durante as replicagcdes realizadas
na estrutura da simula¢do de Monte Carlo.

Com respeito ao classificador para dados intervalares baseados na probabilidade posterior
simples definida para os vértices dos hipercubos (LPPSV), a taxa de erro piorou quando o
tamanho do intervalo cresceu para todas as regras de classificacdo. A segunda melhor taxa de
erro foi alcangcada pelo método LPPSLC. Além disso, é importante perceber que o desempenho
do classificador LPPSLC foi afetado sutilmente pelo tamanho dos intervalos.

Tamanho APSLC AAPLS
paray;,i=1,2

[1,10] 3.64 3.48
(0.01797759) (0.01787968)

[1,20] 3.67 2.84
(0.01929960) (0.01738624)

[1,30] 3.64 2.26
(0.01691604) (0.01460347)

[1,40] 3.69 1.90
(0.01924696) (0.01505071)

[1,50] 3.68 1.84
(0.01833132) (0.01621484)

Tabela 4.1 A média (%) e o desvio padrio (entre parénteses) da taxa de erro para o conjunto de dados simbélicos

intervalares sintéticos 1 (classificadores lineares)
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Tamanho LPPSC | LPPSLC LPPSV LAPPLS
paray,i=1,2 Regra do minimo | Regra do mdximo | Regra da média

[1,10] 57.42 1.66 1.69 1.72 3.10 1.29
(0.0303) | (0.0131) (0.0109) (0.0135) (0.0144) (0.0096)

[1,20] 57.89 1.72 4.45 3.05 9.41 1.58
(0.0321) | (0.0121) (0.0215) (0.0145) (0.0269) (0.0118)

[1,30] 58.24 1.35 12.20 5.51 18.24 1.20
(0.0355) | (0.0111) (0.261) (0.0217) (0.0307) (0.0118)

[1,40] 57.87 1.67 19.38 7.60 22.95 0.93
(0.0308) | (0.0132) (0.0261) (0.0290) (0.0347) (0.0102)

[1,50] 58.03 1.33 25.31 9.81 25.90 0.87
(0.0339) | (0.0108) (0.0218) (0.0298) (0.0343) (0.0099)

Tabela 4.2 A média (%) e o desvio padrio (entre parénteses) da taxa de erro para o conjunto de dados simbélicos
intervalares sintéticos 1 (classificadores logisticos)

As tabelas 4.3 e 4.4 mostram os valores das médias e desvios padrdo (em paréteses) das
taxas de erro de classificacdo obtidas pelos classificadores lineares e logisticos aplicados na
configurag@o 2 assim como para cada y; e » escolhidos dos intervalos [1,10], [1,20], [1,30],
[1,40] e [1,50]. Dados intervalares nessa configuragio apresentam grau moderado de dificul-
dade de classificacao.

Tamanho APSLC AAPLS
paray,i=1,2

[1,10] 12.51 11.33
(0.03064123) (0.02980246)

[1,20] 12.95 10.37
(0.03353984)  (0.02808535)

[1,30] 12.84 9.20
(0.03066527)  (0.02717949)

[1,40] 12.72 8.16
(0.03348891) (0.02921632)

[1,50] 12.43 8.07
(0.03193513)  (0.02899221)

Tabela 4.3 A média (%) e o desvio padrio (entre parénteses) da taxa de erro para o conjunto de dados simbélicos
intervalares sintéticos 2 (classificadores lineares)

Entre os classificadores lineares, o melhor desempenho foi novamente alcangado pelo clas-
sificador AAPLS. No segundo conjunto ambos os classificadores lineares apresentaram o mesmo
comportamento em relagdo ao comportamento apresentado no primeiro conjunto.

Entre os classificadores logisticos, o melhor desempenho também foi alcangado pelo clas-
sificador LAPPLS. Contudo, o desempenho do classificador baseado na metodologia LAPPLS
foi apenas ligeiramente superior aquele alcancado pela metodologia LPPSLC. Além disso, o
desempenho de ambos é afetado levemente quando o tamanho dos intervalos aumenta. Esse
fato sugere que esses métodos s@o estdveis quanto ao tamanho dos intervalos.

Como esperado, o pior desempenho foi novamente obtido pelo classificador LPPSC. Porém
¢ interessante ressaltar que as médias e desvios foram os mesmos para as configuragdes 1 e 2.
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Tamanho LPPSC | LPPSLC LPPSV LAPPLS
paray,i=1,2 Regra do minimo | Regra do mdximo | Regra da média

[1,10] 57.42 5.60 7.74 7.22 10.53 5.10
(0.0303) | (0.0220) (0.0225) (0.0244) (0.0314) (0.0195)

[1,20] 57.89 5.73 15.36 12.42 20.54 4.96
(0.0321) | (0.0191) (0.0280) (0.0287) (0.0344) (0.0182)

[1,30] 58.24 5.78 25.16 17.83 27.42 4.78
(0.0355) | (0.0250) (0.299) (0.0311) (0.0343) (0.0211)

[1,40] 57.87 5.63 32.11 20.44 29.00 4.96
(0.0308) | (0.0236) (0.0296) (0.0374) (0.0358) (0.0224)

[1,50] 58.03 5.49 38.01 23.37 31.00 5.08
(0.0339) | (0.0246) (0.0315) (0.0368) (0.0379) (0.0229)

Tabela 4.4 A média (%) e o desvio padrio (entre parénteses) da taxa de erro para o conjunto de dados simbélicos
intervalares sintéticos 2

Esse resultado é explicado pelo fato de que os conjuntos de dados quantitativos 1 e 2 sd3o muito
parecidos.

Com respeito ao classificador LPPSV, como na configuracao 1, a taxa de erro foi degradada
a medida que o tamanho dos intervalos aumentou para todas as regras de classificacao.

Os resultados das tabelas 4.1 e 4.2 demonstraram a importancia de levar em consideracdo a
informacdo presente nos limites inferiores e superiores dos intervalos tanto de forma conjunta
como separadamente em modelos baseados em regressao linear e logistica para classificagdao
de dados simbdlicos intervalares. Para comparar os métodos APSLC e AAPLS e os métodos
LPPSLC e LAPPLS, dois testes t de Student foram executados a um nivel de significancia de
5%.

As tabelas 4.5 e 4.6 mostram as hipdteses nula e alternativas e os valores observados da
estatistica dos testes seguindo uma distribui¢do t de Student com 198 graus de liberdade. Nessa
tabela l; e Uy sdo, respectivamente, a taxa de erro média para as abordagens APSLC e AAPLS
(Tabela 4.5) e LPPSLC e LAPPLS (tabela 4.6).

Tamanho Hy: =W

paray;,i=1,2 Hy:up <y

Conjunto de dados 1 Decisdo Conjunto de dados 2 Decisdo

Y€ [1,10] -79.22 Rejeitar Hy -276.26 Rejeitar Hy
Y € [1,20] -321.15 Rejeitar Hy -590.92 Rejeitar Hy
Y€ 1,30 -617.91 Rejeitar Hy -890.51 Rejeitar Hy
Y€ (1,40 -734.66 Rejeitar Hy -1027.85 Rejeitar Hy
y € [1,50] -752.85 Rejeitar Hy -1012.90 Rejeitar Hy

Tabela 4.5 Estatisticas do teste t de Student comparando os métodos APSLC e AAPLS

Desses resultados nés podemos rejeitar a hipétese de que o desempenho médio (medido
pela taxa erro) do método APSLC € igual ao desempenho médio da abordagem AAPLS e que o
desempenho médio do método LPPSLC € igual ao desempenho médio da abordagem LAPPS.
Sendo as abordagens AAPLS e LAPPLS superiores.
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Tamanho Hy: =W

paray;,i=1,2 Hy:up <y

Conjunto de dados 1 Decisdo Conjunto de dados 2 Decisdo

Y€ [1,10] -227.81 Rejeitar Hy -170.07 Rejeitar Hy
y € [1,20] -82.83 Rejeitar Hy -291.85 Rejeitar Hy
Y € [1,30] -92.98 Rejeitar Hy -305.67 Rejeitar Hy
y € [1,40] -443.59 Rejeitar Hy -205.91 Rejeitar Hy
Y € [1,50] -313.97 Rejeitar Hy -121.99 Rejeitar Hy

Tabela 4.6 Estatisticas do teste t de Student comparando os métodos LPPSLC e LAPPLS

4.2 O método Leave-One-Out

O método Leave-One-Out, € um caso particular da técnica N-Fold Cross-Validation, que é uma
técnica de validagdo clédssica da drea estatistica e de aprendizagem de méaquina. O método
Leave-One-Out € geralmente utilizado para estimar a taxa de erro sobre conjuntos de dados de
tamanho pequeno. O nimero de conjuntos construidos (Folds) é igual ao nimero de elementos
do conjunto original, ou seja, N = K, onde K € igual ao nimero de individuos no conjunto de
dados original. Apés a divisdo, um dos K subconjuntos, ou seja, um elemento, é selecionado
aleatoriamente para o conjunto de teste, e os outros sdo utilizados no conjunto de treinamento,
apOs a classificagdo € calculada a taxa de erro. O processo € repetido até que todos os elementos
tenham sido utilizados no conjunto de teste e entdo a média das taxas de erro obtida para cada
iteracdo do algoritmo € calculada.

4.3 Experimentos com conjuntos de dados reais

O conjunto de dados intervalares sobre carros tem sido aplicado para validar diferentes mé-
todos de classificacdo supervisionada e ndo-supervisionada na literatura da Andlise de dados
Simbdlicos, como por exemplo [13],[24], [25], [26], [27], [28]. Neste trabalho, os classifica-
dores APSLC, AAPLS, LPPSC, LPPSLC, LPPSV e LAPPLS foram aplicados a esse conjunto
de dados e os resultados da taxa média de erro obtidos pelo processo de validag¢do cruzada uti-
lizando o método Leave-One-Out. Além disso, uma comparagdo entre esses classificadores e
um classificador linear introduzido na literatura de SDA é considerado.

O conjunto de dados intervalares sobre carros possui 33 modelos de carros, cada um des-
crito por 8 varidveis intervalares e uma varidvel categoérica que define a classe de cada modelo.
Contudo, quatro varidveis (Passo, Comprimento, Largura e Altura) tém valores de seus limites
inferiores iguais aos valores de seus limites inferiores para quase todos os 33 modelos de car-
ros. Além disso, existem alguns pares de padrdes do conjunto de dados que possuem valores
idénticos para essas varidveis. Esse fato afetou a convergéncia do classificador linear APSLC e
do classificador logistico LPPSLC , que consideram a andlise conjunta dos limites inferiores e
superiores.

Entdo, duas aplicac¢des do classificador APSLC e do classificador LPPSLC foram realiza-
das. Na primeira aplicagdo os limites superiores para as varidveis Passo, Comprimento, Largura
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e Altura foram removidos e a taxa de erro obtida pelo classificador APSLC foi 39.39% e a taxa
de erro obtida pelo classificador LPPSLC foi 48.48%. Na segunda aplicacdo, os limites inferi-
ores para as varidaveis Passo, Comprimento, Largura e Altura foram removidos e a taxa de erro
obtida para o classificador APSLC foi 33.33%, ja para o classificador LPPSLC a taxa de erro
obtida foi 57.57

Com respeito aos classificadores AAPLS, LPPSC, LPPSV e LAPPLS, cada aplicagdo foi
realizada utilizando o conjunto de dados original. Os valores para a taxa de erro obtidos foram:
36.36% para o classificador LPPSC, 30.3%, 36.4% e 30.3% para o classificador LPPSV con-
siderando as regras do minimo, maximo e média, respectivamente, 27.2% para o classificador
LAPPLS e, também, 27.2% para o classificador AAPLS.

Os resultados mostram que o desempenho do classificador LAPPLS foi melhor que o dos
outros classificadores. Com relacdo a comparagdo com o classificador linear baseado na abor-
dagem distribucional introduzido em [!3], o classificador LAPPLS apresentou um nivel de
precisao tao bom quanto o demonstrado por [13].



Elemento Preco Motor Velocidade Maxima Altura Categoria
Alfa 145 [27806; 33596] [1370; 1910] [185;211] [143; 143] | Utilitario
Alfa 156 [41593; 62291] [1598; 2492] [200; 227] [142; 142] Berlina
Alfa 166 [64499; 88760] [1970; 2959] [204; 211] [142; 142] Luxo
Aston Martin [260500; 460000] | [5935; 5935] [298; 306] [124; 132] Esporte
Audi A3 [40230; 68838] [1595; 1781] [189; 238] [142; 142] | Utilitario
Audi A6 [68216; 140205] [1781; 4172] [216;250] [145; 145] Berlina
Audi A8 [123849; 171417] | [2771;4172] [232; 250] [144; 144] Luxo
Bmw 3 [45407; 76392] [1796; 2979] [201; 247] [142; 142] Berlina
Bmw 5 [70292; 198792] [2171; 4398] [226; 250] [144; 144] Luxo
Bmw 7 [104892; 276792] | [2793; 5397] [228; 240] [143; 143] Luxo
Ferrari [240292; 391692] | [3586; 5474] [295; 298] [130; 130] Esporte
Punto [19229; 30885] [1242; 1910] [155; 170] [148; 148] | Utilitario
Fiesta [19242; 24742] [1242; 1753] [155; 170] [132; 132] | Utilitario
Focus B [27492; 34092] [1596; 1753] [185; 193] [143; 143 ] Berlina
Honda NSK S [205242; 215242] | [2977;3179] [260; 270] [129; 129] Esporte
Lamborghini S [413000; 423000] | [5992; 5992] [335; 335] [111;111] Esporte
Lancia YU [19837;29034] [1242; 1242] [158; 174] [144; 144] | Utilitario
Lancia KL [58806; 81306] [1998; 2959] [212;220] [146; 146] Luxo
Maserati GTS [155000; 1595001 | [3217;3217] [280; 290] [131; 131] Esporte
Mercedes SLS [132800; 2625001 | [2799 : 5987] [232;250] [129; 129] Esporte
Mercedes Classe CB | [55902; 115248] [1998; 3199] [210; 250] [143; 143] Berlina
Mercedes Classe EL | [69243; 389405] [1998; 5439] [222; 250] [144; 144] Luxo
Mercedes Classe SL | [128202; 394342] | [3199; 5786] 210: 240 144 : 144 Luxo
Nissan Micra U [18492; 24192] [998; 1348] 150: 164 144 : 144 | Utilitario
CorsaU [19212; 30612] [973; 1796] [155;202] [155;202] | Utilitario
Vectra B [36492; 49092] [1598; 2171] [193; 207] [143; 143] Berlina
Porsche S [147704; 246412] | [3387;3600] [280; 305] [130; 131] Esporte
Twingo U [16992; 23492] [1149; 1149] [151; 168] [142; 142] | Utilitario
Rover 75U [21492; 33042] [1119; 1994] [160; 185] [142; 142] | Utilitario
Rover 75 B [50490; 65399] [1796; 2497] [195; 210] [143; 143] Berlina
Skoda Fabia [19519; 32686] [1397; 1896] [157; 183] [145; 145] | Utilitario
Skoda Octavia [27419; 48679] [1585; 1896] [190; 191] [143; 143] Berlina
Passat [39676; 63455] [1595; 2496] [192; 220] [146; 146] Luxo

Tabela 4.7 Conjunto de dados intervalares sobre carros.




CAPITULO 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

Nem todo fim é o objetivo. O fim de uma melodia ndo é seu objetivo, e
ainda assim se uma melodia ndo chegou ao seu fim, ela ndo chegou ao seu
objetivo.

—FRIEDRICH NIETZSCHE

5.1 Conclusao

A principal contribuicao desse trabalho foi a introdugdo de seis classificadores de padrdes base-
ados na metodologia de regressdo linear e logistica para dados simbdlicos do tipo intervalo. Os
dados de entrada sao classes de padrdes descritos por vetores de caracteristicas, para os quais
cada valor de caracteristica € um intervalo.

Todos os classificadores apresentados comeg¢am com a constru¢@o de fungdes lineares para
modelar a probabilidade posterior das classes, sendo que dois deles baseiam-se na metodologia
de regressao linear e os outros 4 baseiam-se numa distribui¢ao logistica, apds isso, essas proba-
bilidades sdo utilizadas para classificar novos padrdes em uma dessas classes. Trés diferentes
representacOes da informacao contida nos dados intervalares sdo consideradas nesse trabalho e
os classificadores diferem na maneira em que utilizam essas representacdes. Sdo elas: interva-
los representados pelos centros, intervalos representados por um par (conjunto ou separado) de
varidveis quantitativas e, cada intervalo também € representado pelos seus vértices.

Experimentos com conjuntos de dados simbdlicos intervalares sintéticos, variando de casos
faceis a moderados de sobreposi¢ao de classes e uma aplicagdo com o conjunto de dados in-
tervalares sobre carros foi realizada. A precisdo dos resultados fornecidos pelos classificadores
foi analisada pela taxa média de erro de classificaciao e o melhor resultado foi alcangado com os
classificadores que realizam duas regressdes (lineares e logisticas) separadas sobre os limites
inferior e superior dos intervalos, respectivamente (APPLS e LAPPLS) e utiliza a média das
probabilidades posteriores para obter uma probabilidade posterior associada.

Com relacdo a comparagdo desse método com um classificador baseado na metodologia de
discriminante linear j4 introduzido na literatura da Anélise de Dados Simbédlicos, foi observado
que para o conjunto de dados intervalares sobre carros, os classificadores provéem praticamente
os mesmos resultados de taxa de erro.

28
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5.2 Trabalhos futuros

A abordagem todos contra todos utilizada para decompor o problema multiclasse em K proble-
mas de classificacio bindrios, onde K € o nimero de classes do problema multiclasse inicial,
apresenta um problema quando o nimero de classes cresce, pois a medida que isso acontece,
mais classificadores bindrios sdo necessdrios para resolver cada parte decomposta. Essa des-
vantagem poderia ser resolvida utilizando um método de regressdo linear multivariada, que
permitiria o ajuste simultdneo para todas as classes em um tnico modelo de regressao.

Também € interessante pesquisar por que os classificadores baseados nos limites inferiores
e superiores separadamente apresentaram melhora em suas taxas de erro a medida que os in-
tervalos de geracdo dos conjuntos sintéticos cresce, pois tal procedimento dificulta a etapa de
classificagdo, visto que aproxima os elementos de todas as classes, tornando as fronteiras entre
essas classes sobrepostas.

Além disso, realizar experimentos com o modelo linear em que toda a variabilidade é con-
siderada. Nesse modelo, os coeficientes das regressdes para as classes sdo estimados conjunta-
mente.
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