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Resumo

Os numeros primos sdo estudados ha milénios, e ainda ocultam varios mistérios que pouco a
pouco sdo desvendados. Desde os primitivos métodos de forca bruta para definir a primalidade de
um numero até os modernos algoritmos desenvolvidos atualmente, varios estudiosos dedicaram
suas vidas a desenvolver métodos mais eficientes para realizar esta tarefa. Em 2002, um grupo de
pesquisadores indianos conseguiu demonstrar através do algoritmo AKS que este problema pode ser
resolvido deterministicamente e em tempo polinomial. Desde o anuncio deste algoritmo, varios

outros pesquisadores refinaram o método proposto, ou criaram novos testes, baseados nesta idéia.

O objetivo deste trabalho é analisar o algoritmo AKS e as melhorias propostas desde sua
publicagdo, focando nos fundamentos computacionais envolvidos. Também é fornecido um estudo
dos algoritmos que historicamente foram e sdo utilizados na pratica para realizar testes de
primalidade, visto que o conhecimento destes métodos é um agente facilitador para a compreensao
dos conceitos que baseiam o algoritmo AKS. Através de uma ferramenta de comparag¢do com
diversos testes implementados, é possivel demonstrar e comparar varios destes algoritmos em

funcdo do tempo.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros, Testes de primalidade, Algoritmos, Complexidade

Computacional.
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CApiTULO 1

Introducao

Os numeros primos sdo objeto de estudo da matematica desde a antiguidade, e varios
matematicos dedicaram suas vidas a investigar suas propriedades em busca de padrdes comuns.
Antes mesmo dos gregos iniciarem o estudo formal da matemdtica, os primos ja despertavam a
curiosidade de povos da regido mesopotamica, por sua indivisibilidade por qualquer outro nimero
além de 1 e ele mesmo. Alguns resultados desta curiosidade sobre os nimeros primos influenciam
nosso cotidiano até hoje, como o sistema de base 60, amplamente usado pelos Babildnios e
Sumérios [1]. A base 60 tem a vantagem de ser um produto dos trés menores primos (60 =2 x 2 x 3 x

5), e é usada até hoje, na contagem das horas.

Apesar de todo o tempo que foi dedicado ao estudo dos primos desde Euclides, um uso pratico
para tais numeros foi encontrado apenas recentemente. Até os anos 1970, o estudo de
caracteristicas dos primos, testes de primalidade e a descoberta de grandes nlimeros primos eram
atividades realizadas apenas por pesquisadores da matematica pura. Entre eles, o pacifista G. H.
Hardy chegou a afirmar durante a Segunda Guerra Mundial que se orgulhava de ser um dos poucos
cientistas da época trabalhando em pesquisas que nunca poderiam ser usadas para guerras. Em seu

livro A Matematician Apology [2], Hardy chegou a escrever:

“I have never done anything 'useful’. No discovery of mine has made, or is likely to make,

directly or indirectly, for good or ill, the least difference to the amenity of the world”.

Hardy estudava Teoria dos NUmeros, e participou de pesquisas relacionadas aos numeros
primos, que hoje sdo o nucleo de varios sistemas criptograficos, considerados pela legislacdo de

varios paises como armas.

Dada a provavel dificuldade do problema da fatoracdo, e o fato conhecido desde os antigos
gregos de que todo numero natural possui uma Unica fatoracdo prima, ou seja, pode ser escrito
como o produto de varios primos, Rivest, Shamir e Adleman [3] publicaram o algoritmo de
criptografia de chave publica RSA, que depende da geragdo de nimeros primos grandes para seu

funcionamento. Usando estes primos como chave privada, RSA gera uma chave publica que possui



uma probabilidade desprezivel de ser quebrada sem o conhecimento dos primos usados em sua
geracdo. Desta forma, apenas as partes legitimamente envolvidas sdo capazes de encriptar e

decriptar as mensagem, pois tendo em maos a chave privada, reverter o processo é simples.

A descoberta de um uso pratico para numeros primos, principalmente numa area estratégica,
de extremo interesse por parte de governos e grandes empresas foi um grande incentivo para que
mais pesquisas se realizassem na area. Varias destas pesquisas se voltaram para um dos problemas
mais intrigantes daquele momento: Nao se sabia se PRIMO, o problema de afirmar que um nimero é
ou ndo primo, estava na classe de complexidade P, os problemas resolvidos deterministicamente em
tempo polinomial. Além dos métodos triviais, de tempo exponencial, existiam alguns algoritmos que
resolviam ou probabilisticamente em tempo polinomial, ou deterministicamente, mas ndo gerais,

funcionando apenas para alguns primos com determinadas caracteristicas.

Varios estudos foram conduzidos para se encontrar um algoritmo deterministico e polinomial
gue pudesse mostrar que o problema PRIMO é um membro de P. Resultados que utilizam estruturas
complexas e matematica avangada foram encontrados, possuindo custo muito perto de polinomial,
mas ndo conseguiram alcangar a classe P, como o algoritmo APR. Para outros ainda n3do se sabe o
custo exato, como ECPP. Outros, como o algoritmo de Miller, sdo deterministicos e polinomiais na
dependéncia de teorias ainda ndo provadas, como a hipdtese de Riemann. Encontrar um algoritmo
de tempo polinomial e deterministico, utilizando uma matemadtica simples ndo parecia ser algo

possivel, dado todo o tempo que ja havia sido dedicado ao tema.

Em 2002, trés indianos, dois deles que haviam acabado de concluir a graduagdo em Ciéncia da
Computagdo, conseguiram projetar um algoritmo que provou que PRIMO esta em P, sem depender
de conjecturas [4]. O algoritmo AKS, nome formado pelas iniciais de seus trés idealizadores, utiliza
matemadtica bdsica em sua estrutura, e apenas na sua prova original, dependia de um conceito
avancado. Com as melhorias propostas por varias pessoas, os autores disponibilizaram uma versao
atualizada de seu artigo [5], mostrando uma prova da correcdo de AKS apenas com matemadtica

basica também.

A grande importancia de AKS na drea tedrica, resolvendo um problema que hd muito tempo
povoava o imagindrio daqueles que se dedicam a pesquisas em testes de primalidade, ndo encontra
ainda grandes resultados praticos. Apesar de ser um algoritmo polinomial, seu expoente e sua
constante ainda sdo muito altos para permitir o uso na maioria das aplicagdes. Os testes
probabilisticos ainda sdo mais rdpidos e promovem resultados com um grau de certeza muito além

do que a maioria das aplicagcdes necessita. Para encontrar primos titanicos, aqueles primos de 1.000



digitos ou mais, testes focados em primos com caracteristicas especiais, como os numeros de

Mersenne, também sdo muito mais eficientes do que o AKS.

Este trabalho tem como objetivo expor de maneira sucinta os algoritmos de teste de
primalidade desenvolvidos ao longo da histéria. Também apresenta um estudo aprofundado do AKS,
das melhorias ja propostas para este algoritmo e de algoritmos que surgiram apds a publicacdo de

Agrawal, Kayal e Saxena.

No Capitulo 2, serdo definidos alguns dos principais topicos necessdrios para o pleno
entendimento deste trabalho. O Capitulo 3 ird descrever diversos algoritmos de teste de primalidade
considerados classicos, que foram desenvolvidos entre 300 a.C. e 1980 d.C. O Capitulo 4 tras alguns
algoritmos desenvolvidos entre 1980 e 2001, que possuem caracteristicas diferentes dos algoritmos
classicos em relagdo as suas complexidades computacionais e nivel matematico. O Capitulo 5 é
totalmente dedicado ao Teste AKS, explicando seu histérico, conceito, funcionamento e melhorias
propostas desde sua publicagcdo. O Capitulo 6 descreve de forma sucinta a ferramenta desenvolvida
neste trabalho, que executa diferentes algoritmos para um dado nimero e plota um gréfico

comparando os desempenhos obtidos.



CAPITULO 2

Preliminares

Nesta secdo, serdo descritos alguns tdpicos importantes para a compreensao deste trabalho. O
tratamento dado a estes tdpicos serd superficial, caso haja a necessidade de mais aprofundamento,

consulte as referéncias citadas no texto.

2.1. Teoria dos Numeros

A teoria dos nuUmeros teve seu inicio com a matematica grega, aproximadamente em 500 a.C.
O principal foco desta area da matematica é o estudo das propriedades dos nimeros em geral, com
um enfoque principal nos inteiros. Apesar de ser estudada por dois milénios e meio, ainda existem
algumas questdes muito simples sem resposta nesta area. Alguns outros problemas aparentemente
simples foram solucionados apenas ha poucos anos atras, como o problema de descobrir se um

numero é ou ndo primo deterministicamente em tempo polinomial [6].

Este ramo da matematica estd diretamente ligado as propriedades dos nimeros primos. Um
dos primeiros resultados da Teoria dos Numeros foi o teorema fundamental da aritmética, que prova
gue todo nuimero inteiro maior que 1 pode ser decomposto em um produto de nimeros primos, e
gue esta decomposicdo é Unica. Outro resultado importante é o Teorema de Euclides, que prova que

existem infinitos nUmeros primos.

Apenas recentemente, como ja foi citado, foram encontradas aplicabilidades para nimeros
primos que resolvem problemas do mundo real. Outro tépico da Teoria dos NUmeros que tem
encontrado aplicacdo sdo os residuos quadraticos. As ferramentas criadas a partir deste topico sdo

usadas em Engenharia Acustica, fatoragdo de nimeros grandes e também em Criptografia.

Uma caracteristica interessante de alguns dos tépicos abordados pela Teoria dos Numeros é
gue estes sdo de facil entendimento ao publico leigo, sendo até apresentados a alunos de ensino
fundamental. As provas destes mesmos tdpicos por sua vez podem ser tdo complexas que
necessitam de séculos de trabalho conjunto e continuo de varias geragGes de pesquisadores para
serem formuladas, e muito tempo e conhecimento em matematica para serem entendidas

posteriormente.



Um tépico da Teoria dos NUmeros relevante para este trabalho é a aritmética modular, usada

extensivamente na maioria dos testes de primalidade e apresentada na préxima sec¢do.

2.2. Aritmética Modular
Este tdpico trata da congruéncia de numeros inteiros. Dados os inteiros a, b e m, dizemos que
a é congruente a b modulo m quando possuem o mesmo resto na divisdo por m. Formalmente,

escreve-se a = b (mod m) e diz-se que a é equivalente a b médulo m.
Esta equivaléncia ocorre por respeitar as seguintes propriedades:

e Reflexividade - a = a (mod m)
e Simetria-a=b (modm) = b =a (modm)

e Transitividade-a = b (modm); b =c (modm) = a =c (modm)

Para testes de primalidade, outra propriedade importante da aritmética modular é a

distributividade, a saber:
c=a.b(modm) = c= (a (mod m)) . (b (mod m)) (mod m).

A distributividade permite que o cdlculo de uma potenciagdo modular, cujo expoente iria
causar a necessidade de lidar com nimeros muito grandes, seja realizado apenas na quantidade de

bits necessarios para representar m. Por exemplo:

a®(modm) = (a? (modm)).(a (modm)) (mod m)

(a (mod m)) . (a (mod m)) .(a (mod m)) (mod m)

Por evitar a computagdo com numeros muito grandes, este método além de economizar na
memdadria necessdria para representar os numeros, é consideravelmente mais rdpido do que

simplesmente exponenciar e depois aplicar a fungdo mddulo.

2.3. Complexidade Computacional e Analise de Algoritmos
Com o surgimento dos computadores, a percep¢ao do custo, ou seja, da quantidade de tempo
e/ou espaco necessarios para a resolugdo de um problema em uma maquina se tornou essencial.
Através do calculo do custo é possivel determinar aproximadamente a quantidade de recursos
necessaria quando o tamanho da entrada cresce. Este custo é a complexidade computacional para a

resolugao de um problema.



Para representar a complexidade, utiliza-se uma funcdo sobre o tamanho da entrada.
Dependendo do custo de um problema, pode ser vidvel ou ndo resolvé-lo, ou seja, caso a fungao
tenha uma taxa de crescimento muito alta, uma instancia relativamente pequena do problema pode
necessitar de uma quantidade de recursos que inviabilize o célculo de uma resposta. Por exemplo,

necessitar de varios milénios ou de alguns Yottabytes (10**) para oferecer a solucdo.

O que define a pertinéncia de um problema a uma classe de complexidade é a existéncia de
uma solugdo de custo compativel com a classe em questdo. Cada classe descreve de maneira geral
qudo viavel é a melhor solugdo existente para este problema. Aqueles que podem ser resolvidos em
tempo polinomial em uma maquina de Turing deterministica sdo classificados como pertencentes a
classe P e sdo conhecidos como problemas trataveis ou para os quais se conhece uma solugdo

eficiente.

Uma solugdo para um problema é descrita por uma sequéncia finita de passos. Esta sequéncia
é denominada como um algoritmo para o respectivo problema. Um algoritmo computacional é uma
estratégia de resolugdo que executa em uma maquina de Turing fazendo-a parar em um estado final,

que descreve a resposta.

A analise da complexidade de um algoritmo ndo necessita geralmente explicitar a exata fungdo
que descreve o seu custo. Como foi deixada implicita anteriormente, a informagdo que esta fungdo
deve passar é que, para uma entrada de tamanho n suficientemente grande, um algoritmo irad se
comportar de uma determinada maneira. Desta forma, o algoritmo descrito pela funcdo f(n) = 3n*
ira crescer de forma suficientemente parecida com outro de custo f(n) = 7n* ou mesmo com outro

algoritmo de custo f(n) = n* + 2n? + 5.

Para representar este comportamento assintético, é comum utilizar a notacdo Big-O. Em
resumo, esta notagdo ignora as constantes aditivas e multiplicativas e termos de menor grau em
detrimento do termo que apresenta o maior expoente, de forma que represente um limitante
superior para o custo do algoritmo. Desta forma, é possivel comparar os algoritmos
independentemente do tamanho da entrada, pois a medida que esta cresce, a quantidade de
recursos necessaria ird crescer de maneira similar para algoritmos de custo representado de forma
idéntica pela notacdo Big-O. Assim, pode-se dizer, por exemplo, que os custos dos algoritmos

definidos pelas trés fungdes do paragrafo anterior possuem 0(n*), onde n é o tamanho da entrada.

A notagio Big-O representa um limite superior, logo, pode-se dizer que se a = O(+/x), o valor
a cresce na mesma medida que a raiz quadrada de x, mas n3o é necessariamente igual a Vx, pois

como dito anteriormente, a notagdo Big-O pode ocultar alguma constante ou termo de menor grau.
6



Outra notacdo importante no contexto de testes de primalidade é a Soft-O, escrita pela forma
O(f(x)). Através desta notagdo é possivel ocultar termos multiplicativos logaritmicos, logo,

0(x%logx) = 0(x?), ou O(log® x .loglog x) = O(log? x).

Para maiores detalhes sobre andlise de algoritmos, recomenda-se a leitura de Cormen et al. [7]

e das se¢Oes 1.2.10 e 1.2.11 de Knuth [8].

2.4. Nimeros Primos

Numeros primos sdo aqueles inteiros p > 1 tal que p ndo é divisivel por qualquer outro
nUmero natural positivo além de 1 e o préprio p. Uma definigdo mais rigorosa cita que um ndmero é
primo se possui apenas e exatamente dois divisores distintos, desta forma, o nimero 1 ndo é primo.
Numeros inteiros n > 1 que possuem divisores diferentes de +1 e +n sdo chamados nimeros
compostos. Devido ao Teorema Fundamental da Aritmética, os primos sdo também conhecidos como
os blocos basicos dos inteiros, dado que qualquer inteiro pode ser escrito como o produto de primos.
O teorema fundamental da aritmética é outro motivo para o nimero 1 ndo ser primo, dado que este
teorema define que existe apenas uma decomposi¢do prima para qualquer nimero, o que seria falso

caso 1 fosse primo (o nimero 2 poderia ser escrito como (2), (2 x 1), (2 x 1 x 1), por exemplo).

Varias tentativas de encontrar caracteristicas comuns aos primos foram realizadas ao longo do
tempo. A maioria delas, no entanto levou a resultados que realmente sdo propriedades vélidas para
todos os primos, mas que alguns compostos também possuem. Estes nimeros compostos que
possuem alguma caracteristica em comum com os primos sdo chamados de pseudoprimos. Existem
algumas classes famosas, como os pseudoprimos de Fermat, que sdo aqueles nimeros compostos
que satisfazem o pequeno teorema de Fermat em alguma base e os nimeros de Carmichael, que sdo

aqueles compostos que satisfazem o pequeno teorema de Fermat para qualquer base.

Também existem algumas propriedades que sdo validas apenas para alguns primos. Estas
caracteristicas definem subconjuntos dentro dos primos, que podem ser muito Uteis. Os nimeros de
Mersenne, por exemplo, sdo aqueles na forma M,, = 2™ — 1, onde n é um inteiro. Os primos de
Mersenne sdo os numeros primos que satisfazem esta formula. Uma caracteristica importante dos
primos de Mersenne, é que quando M,, é primo, entdo n deve ser também primo. De acordo com
[9], apesar de serem conhecidos poucos primos de Mersenne até o momento, existem algoritmos
suficientemente eficientes em encontrar primos de Mersenne grandes, e isto estd diretamente
relacionado a esta ultima caracteristica citada. Atualmente, dos 10 maiores primos conhecidos, nove

sdo numeros de Mersenne.



Existem também os certificados de primalidade, que sdo informacdes geradas por alguns
algoritmos de teste de primalidade que ndo rodam em tempo polinomial, que permitem que um
primo previamente testado seja certificado como primo em tempo polinomial, sem a necessidade de
rodar novamente todo o algoritmo. Hoje, com a existéncia do algoritmo AKS, estes certificados
podem ser considerados de pouco valor, visto que o préprio nimero primo é seu certificado, dado

gue pode ser testado em tempo polinomial.

Um conceito relacionado aos nimeros primos sdo os coprimos, ou numeros mutuamente
primos. Os numeros inteiros de um conjunto de tamanho maior ou igual a 2 sdo considerados
coprimos se seu maximo divisor comum é 1. Obviamente, um primo é coprimo em relagdo a
qualquer outro primo. Para conjuntos com apenas numeros compostos, ou numeros compostos e
numeros primos misturados, deve-se verificar o maximo divisor comum (mdc) para poder classificar
0s numeros como coprimos ou ndo. Outro conceito é o de nimeros coprimos dois a dois, ou primos
entre si. Neste caso, ndo basta que o mdc do conjunto seja 1. E necessério que o mdc de cada
possivel dupla de elementos do conjunto também seja igual a 1. Por exemplo, o conjunto {4,6,7} é
coprimo, pois mdc(4,6,7) = 1. Este mesmo conjunto no entanto ndo é coprimo dois a dois, pois

mdc(4,6) = 2.

2.5. 0 Problema da Fatorac¢ao
E um fato comum as pessoas confundirem o problema de decidir se um nimero é ou n3o
primo com o problema da fatoracdo. Apesar disto, estes sdo problemas distintos, e encontrar um
algoritmo que teste a primalidade de um ndimero em tempo polinomial ndo leva imediatamente a
um algoritmo que fatore um numero eficientemente. O inverso, ou seja, um algoritmo que resolva o
problema da fatoragdo deterministicamente em tempo polinomial, obviamente resolve o problema
PRIMO, pois com o resultado deste algoritmo, bastaria verificar que o Unico fator primo para o

nuimero fatorado é ele préprio, retornando assim true para PRIMO, ou false caso contrario.

Atualmente, o problema da fatorag¢do é considerado mais dificil que o do teste de primalidade,
uma vez que AKS mostrou que o segundo problema esta em P, enquanto ainda ndo se conhece um
método eficiente para fatorar. Apenas por curiosidade, é valido lembrar que o algoritmo de Shor
roda em tempo polinomial para resolver o problema da fatoracdo, no entanto, funciona apenas em

computadores quanticos [10].



CAPIiTULO 3

Testes de primalidade

(500 a.C - 1980 d.C.)

Este capitulo descreve varios dos métodos usados para testar se um dado numero é ou nao
primo, criados desde a Grécia antiga até 1980. E importante perceber que com exce¢do ao teste de
Miller-Rabin, todos estes métodos foram desenvolvidos antes de alguma aplicacdo real para os
primos ser descoberta. Estes sdo métodos cldssicos de teste de primalidade. Contudo, apesar de
antigos, neste capitulo sdo descritos os testes mais eficientes na pratica, logo, os mais usados

atualmente em situagdes reais.

3.1. Divisao por Tentativa
A divisdo por tentativa é o método mais trivial para resolver o problema de determinar se um
numero é ou ndo primo. Através da forga bruta, este método varre todo o espago de 2 an, sendon o
numero a ser testado, em busca de algum divisor para n diferente dele préprio. Uma rapida

~ .. . n - ; . .
observag¢do diminui o espago da busca para > E possivel ainda reduzir o espago da busca para apenas

Vn. Ainda assim, este espaco para niimeros muito grandes é inviavel de ser testado por completo.

Obviamente, este método é deterministico, porém sua complexidade é 0(2‘/5). E necessario
lembrar que a complexidade de algoritmos é calculada com base no tamanho da entrada, que neste
caso, é a quantidade de digitos da representagdo binaria do nimero em questdo, e ndo o préprio
nimero. Esta duvida faz algumas pessoas acreditarem inicialmente que a complexidade deste

método é O(+/n). Isto é obviamente falso, pois para um nimero de tamanho 1 (um digito decimal),
temos V10 nimeros a serem testados. Um niimero de tamanho 2 terd v100 = v/ 102 valores a serem

testados, um de tamanho 3 terd ¥1000 = /103, e um de n terd que testar v10™ valores, logo, o
crescimento é exponencial. Embora neste exemplo tenha sido utilizada a base decimal por questdes
didaticas, a base utilizada no calculo da complexidade é 2, pois é considerado o tamanho na

representacdo binaria, e ndo decimal.



Outro problema consideravel para o método da divisdo por tentativa é que ele ndo fornece um
certificado verificavel em tempo polinomial para um primo que tenha passado no teste, logo, para

verificar o seu resultado, seria necessario rodar novamente todo o algoritmo.

Apesar de seu alto custo, a simplicidade da divisdo por tentativa faz com que ela seja uma boa
opgdo para testar a primalidade de um nimero relativamente pequeno. Esta simplicidade também
faz com que este seja 0 método de teste de primalidade ensinado a criangas no ensino fundamental,

junto com os conceitos bdsicos de primalidade.

E possivel ainda aumentar um pouco a velocidade da divisdo por tentativa, diminuindo em trés
vezes o numero de divisGes a serem realizadas. Outra otimizagdo considera a vantagem de que os
inteiros maiores que trés podem ser escritos da forma m = 6k + i, onde m e k sdo inteiros
quaisquer e i é um inteiro pertencente ao intervalo [-1..4]. Quando i = 0, 2, ou 4, m é divisivel por 2,
e quando i = 3, m é divisivel por 3, logo, sobram apenas os inteiros da forma 6k + 1. A otimizagdo
consiste em dividir apenas por 2, 3, e pelos inteiros da forma 6k + 1 até v/n, sendo n o nimero
testado. A complexidade é decrescida apenas de uma constante, logo, o custo continua sendo

exponencial para este algoritmo.

3.2. Crivo de Eratostenes
O Crivo de Eratéstenes é um método muito antigo para encontrar todos os primos em um
dado intervalo. Seu principio basico é a eliminagdo dos multiplos de cada primo, fazendo com que, ao

final do algoritmo, sobrem apenas os primos.

O primeiro passo deste algoritmo é escrever os nimeros de 2 a n, sendo n o final do intervalo.
Depois, deve-se marcar como primo o primeiro nimero ndo marcado, e marcar como cortado todos
os seus multiplos até n, até ndo existirem mais nUmeros ndo marcados. Sua saida sdo os nimeros

marcados como primo.

Observa-se que ao usar o Crivo de Eratdstenes, assim como a divisdo por tentativa so precisa
dividir até v/n para decidir se o niimero é ou n3o primo, este algoritmo estd com todos os nimeros
marcados como primos ou compostos ao chegar em y/n. O Crivo de Eratdstenes é deterministico e
tem custo exponencial de 0(2™logn), maior que o da divisdo por tentativa, mas para encontrar
todos os primos em intervalos cujo limite superior ndo seja muito alto, sua simplicidade o torna uma
escolha aceitavel. Isto faz com que ainda hoje este crivo seja alvo de estudos, como em [11], onde se
desenvolvem versdes do Crivo de Eratdstenes usando arquiteturas paralelas e o modelo BSP (Bulk
Synchronous Parallelism) ou mesmo na contribuicdo para a criagdo de novos algoritmos, como o

Crivo de Atkin [12].
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3.3. Teste de Primalidade de Fermat
As contribui¢des de Pierre de Fermat mais lembradas na matematica sdo aquelas realizadas na
area do cdlculo, tanto geométrico como infinitesimal. Este grande matematico do século XVII

também é lembrado pelo ultimo teorema de Fermat, que levou 358 anos para ser provado.

Um numero é perfeito se a soma de seus divisores positivos excluindo a si mesmo é igual ao
préprio numero. Enquanto estudava os numeros perfeitos, Fermat chegou aquele que hoje é

conhecido como o Pequeno Teorema de Fermat:
Se p é um numero primo, entdo para qualquer nimero inteiro a, temos que,
a? = a (mod p) Equagdo 3.1

Uma versdo equivalente deste teorema é considerar que se p é primo e a é coprimo em

relagdo a p, entdo,
a?~1=1 (mod p) Equagdo 3.2

Fermat ndo provou seu pequeno teorema, o que ficou a cargo de Euler, que publicou uma
prova formal apenas em 1736. Este teorema se mostrou de grande utilidade para a teoria dos
nimeros, sendo usado até hoje como uma etapa em diversos algoritmos, inclusive no AKS. Uma
generalizacdo do Pequeno Teorema de Fermat é utilizada em [3], para demonstrar o funcionamento
do método de criptografia RSA. O primeiro produto deste teorema, no entanto foi o Teste de

Primalidade de Fermat.

Um tépico que geralmente é levantado ao se abordar o Pequeno Teorema de Fermat é a
chamada “Hipdtese Chinesa”, que teria sido proposta em 500 A.C. e afirmaria que se um nUmero é
primo, 2P = 2 (mod p). A Hipd6tese Chinesa é encontrada em varias referéncias sobre testes de
primalidade, no entanto, nunca existiu. Ribenboim esclarece como este mito foi criado em [13],
explicando que o ocorrido foi um erro de compreensdo do assunto por parte de um tradutor. Apesar

deste erro ja ter sido exposto, a hipdtese continua sendo referenciada até os dias atuais.

E importante frisar que o Pequeno Teorema de Fermat é valido apenas em um sentido: Se p é
primo, ele satisfaz a Equagdo 3.1 para qualquer a inteiro. O inverso ndo é verdadeiro, pois existem
ndmeros n tais que para todo a inteiro, a” = a (mod n). Estes nimeros sdo chamados de NUmeros

de Carmichael, e é provado em [14] que apesar de serem raros, existem infinitos destes nimeros.

O Teste de Primalidade de Fermat é um teste probabilistico, dada a existéncia dos nimeros de

Carmichael, que se resume a testar a equagdo do Pequeno Teorema de Fermat uma quantidade k de
11



vezes com valores aleatoriamente escolhidos para a. Quanto maior k, maior a confianca que se pode

ter no resultado, no entanto, esta confianga nunca sera de 100% devido aos nimeros de Carmichael.

Quando um a testado ndo confirma a igualdade da equagdo, este a é uma testemunha de que
0 numero n testado é composto. O teste pode parar e o algoritmo responder com certeza que o
numero é composto. Se a confirma a igualdade, e o teste ainda ndo foi realizado k vezes, deve-se
tentar um novo valor de a. Se apos a execugdo do teste k vezes ndo for encontrada uma testemunha
para comprovar que o numero sendo testado é composto, o algoritmo retorna que o numero

provavelmente é primo.

E comum as implementagdes préticas deste algoritmo usarem um pequeno valor para k, ou
mesmo nao escolher aleatoriamente os valores, dando preferéncia a escolha prévia de valores fixos
para a. De acordo com [7], se o niUmero a ser testado é escolhido ao acaso, basta rodar este teste
uma vez, fixando a = 2. A probabilidade de erro do algoritmo nessas condi¢Ges, para um nimero
aleatoriamente escolhido de 1024 bits é de apenas uma em 10%!, o que para a maioria dos
propésitos praticos, € uma chance de erro aceitavel, logo, o valor de k ndo precisa necessariamente
ser alto para atingir um nivel de confianca aceitdvel com este algoritmo. Alguns programas
vastamente usados se baseiam em Testes de Primalidade de Fermat para a geragdo de numeros
primos. A segunda versdao do PGP, um programa vastamente usado para criptografar emails, usa o
Teste de Primalidade de Fermat com os valores fixos de a = 2, 3, 5 e 7 para encontrar nUmeros

primos de no minimo 128 bits utilizados para gerar as chaves necessarias para a criptografia [15].

Um dos principais motivos para a ado¢do deste teste em varios programas é que juntamente
ao bom nivel de confianga nos seus resultados, este teste possui um tempo de execugdo polinomial

de O(k .log?n) quando se usa exponenciacdo modular, e é muito répido na pratica.

3.4. Teste de Lucas-Lehmer
O teste de Lucas-Lehmer é um método deterministico e polinomial para estabelecer a
primalidade de nimeros de Mersenne. Este algoritmo é fruto do trabalho de Lucas, que em 1876

desenvolveu um teorema posteriormente melhorado por Lehmer em 1930.

O algoritmo é de simples compreensdo, usando em seu corpo apenas aritmética modular e,

para um inteiro n qualquer, uma equagao recursiva da forma:

SO = 4
{Sn = 5121—1 -2 (mod Mp) Equagdo 3.3
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No entanto, a prova original encontrada por Lucas é ndo-trivial, e mesmo utilizando-se de
melhoramentos mais recentes, a prova de correcdo deste teste ainda exige conhecimentos em
Teoria dos Grupos e alguns tépicos em Teoria dos Numeros. Uma prova suficientemente simplificada

para este teorema pode ser encontrada em [16].

Considere uma sequéncia s, com k = 0,1,..., definida recursivamente pela Equagdo 3.3.
Temos que M,, = 2P — 1 serd primo se somente se s,_, = 0 (mod M,). A prova para este teorema
pode ser encontrada em [10]. O teste de Lucas-Lehmer é a aplicacdo deste resultado, e se resume a

calcular s,,_, e retornar true se s,_, = 0 e false caso contrario.

Utilizando uma otimizacdo que permite efetuar adi¢bes no lugar do médulo da equacdo
recursiva [10] e computando a multiplicagdo (s? = s.s) usando a Transformada Rapida de Fourier
(FFT), o custo deste algoritmo é de O(p?logp) [17]. Este baixo custo em comparacdo a outros
algoritmos de teste de primalidade, juntamente as caracteristicas dos nimeros de Mersenne sdo os
principais responsaveis pelo fato ja mencionado de que os maiores primos conhecidos atualmente

sdo primos de Mersenne.

E relativamente rapido testar a primalidade de nimeros de Mersenne usando o teste de Lucas-
Lehmer. O segundo maior primo conhecido até o momento possui quase 13 milhGes de digitos e foi
testado em “apenas” 29 dias em um desktop comum (Intel Core2 3.0GHz), que faz parte da GIMPS —
Great Internet Mersenne Prime Search, uma rede que distribui nimeros de Mersenne a serem
testados para computadores de voluntdrios ao redor do mundo. Cada computador executa o teste
completo para o nimero que lhe foi designado, e comunica a um servidor central, chamado
PrimeNet, o resultado para este nimero. O projeto segue em busca de primos titanicos, e usa uma
politica de distribuicdo dos prémios ganhos com os voluntarios envolvidos. Mais informac¢Ges podem

ser encontradas na pagina do projeto, em [18].

Uma curiosidade, diretamente ligada a baixa complexidade deste método, é que o ultimo
grande primo descoberto totalmente sem o uso de computadores é M;,, (um nimero de 29 digitos),

fato este demonstrado pelo préprio Lucas em 1876, utilizando este teste [13].

3.5. Teste de Solovay-Strassen
O Teste de Solovay-Strassen [19] é um teste probabilistico de tempo polinomial do tipo
Monte-Carlo. Este teste escolhe aleatoriamente parte dos dados da entrada para realizar a
computacdo e fornecer um resultado provavelmente correto. Este método possui uma importancia
historica, pois foi o teste utilizado no artigo seminal de RSA para demonstrar que é possivel

encontrar primos grandes aleatoriamente, necessidade bdsica do algoritmo de criptografia proposto
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no artigo. Atualmente, ele praticamente nao é usado, devido ao surgimento do teste de Miller-Rabin,

mais rapido e com menor probabilidade de erro do que Solovay-Strassen.

Este método utiliza o Critério de Euler, que afirma que para um primo p impar, e qualquer

inteiro a,

p-1 a Equacdo 3.4
az = (—) (mod p)
p
Este critério pode ser considerado uma versdo mais forte do Pequeno Teorema de Fermat

[20]. Neste caso, (g) é o Simbolo de Legendre, que exige que p seja primo e assume os seguintes

valores:

0, casop dividaa
1, caso a seja um residuo quadratico médulo p
—1, caso a ndo seja um residuo quadratico mod p

Um inteiro a é um residuo quadratico, se existe algum valor x que satisfaga x? = a (mod p).
Este critério foi provado por Euler, e leva ao teste de Solovay-Strassen, que verifica para valores

aleatérios de a, se um numero inteiro n é primo com a seguinte congruéncia:

n;l Equagio 3.5

a

a
(—) (mod n)
n
a\ ., , . o . . , . o
Neste caso, (;) é o Simbolo de Jacobi, onde n nao precisa ser primo, e é uma generaliza¢do do

Simbolo de Legendre. O Simbolo de Jacobi é o produto dos Simbolos de Legendre onde p; é cada um

. . a a a a
dos fatores primos de n, assim: (—) = (—) . (—) e (—)
n P1 D2 Pn
Como Euler provou que para todo a seu critério é vélido, se testarmos todos os valores de 1 a
n — 1, e o critério for satisfeito, n é primo. Isto é uma vantagem sobre o Teste de Fermat, pois no
Teste de Solovay-Strassen ndo existem numeros como os de Carmichael, e caso todos os valores
possiveis para a sejam testados, o teste passa a ser deterministico. Testar todos os valores, no

entanto levaria a um custo exponencial, dependente do tamanho de n, o que nao é desejavel.

No algoritmo de Solovay-Strassen, ao escolher aleatoriamente um valor para a, obtém-se dois
possiveis resultados: O numero é composto com certeza, ou o niumero é provavelmente primo. No
caso de ser provavelmente primo, a chance de o nimero ser composto é de no maximo %, como estd
demonstrado em [21]. Executando-se estas operacdes k vezes, se apds o k-ésimo teste a resposta do

algoritmo ainda for provavelmente primo, a chance de o algoritmo estar fornecendo um
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. . 1 . . ,
pseudoprimo é de o Logo, testando-se 100 vezes, a probabilidade de erro é desprezivel, e o

provavel primo pode ser usado para quase todas as aplicagdes.

Outra inovagdo deste algoritmo é que ele foi o primeiro a fornecer uma resposta com baixa
probabilidade de erro para qualquer inteiro com uma execugdo suficientemente rapido. Seu custo
computacional é de O(klog3n) [22], sendo k a quantidade de vezes que o teste sera executado.
Apesar de ter sido revolucionario em seu surgimento, o Teste de Solovay-Strassen foi superado

poucos anos depois pelo Teste de Miller-Rabin, que serd descrito na préoxima secao.

3.6. Teste de Miller-Rabin
O Teste de Miller-Rabin é um método probabilistico de tempo polinomial para determinar a
primalidade de um numero. Assim como o teste de Solovay-Strassen, este é um teste de Monte
Carlo. Sua principal vantagem sobre Solovay-Strassen é que sua probabilidade de erro é
consideravelmente menor. Logo, este algoritmo exige um nimero k de repeticdes menor do que o

teste de Solovay-Strassen para fornecer uma resposta com a mesma confianga no resultado.

Este método foi proposto por Rabin [23], como uma modificacdo de outro teste lancado
poucos anos antes por Miller [24]. Miller prop6s um método polinomial para decidir primalidade, e
deterministico caso a Hipdtese Estendida de Riemann seja verdadeira. A alteragdo de Rabin foi tornar
o algoritmo probabilistico, demonstrando que a probabilidade de erro a cada execugdo do teste é de

no maximo uma em quatro, apesar de que na média, este nimero é bem menor [25].

O algoritmo consiste em, dado um inteiro impar n a ser testado, primeiramente escreve-se
n — 1 na forma de 25.d, sendo s um inteiro qualquer e d um inteiro impar. Por exemplo, para
n = 345, n — 1 seria reescrito como 23 .43 = 344. Com estes dois valores s e d, escolhe-se um

inteiro a < n aleatoriamente. Executam-se entdo os seguintes testes:
at =1 (mod n) Equagido 3.6
e paraivariandodeO0as—1,
a2id = 1 (mod n) Equagdo 3.7

Caso qualquer um destes testes seja verdadeiro, n é declarado pseudoprimo. Caso todos os
testes sejam executados e as igualdades nunca forem satisfeitas, o algoritmo retorna com certeza

gue n é composto.
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O teste de Miller-Rabin possui algumas vantagens sobre o método de Solovay-Strassen. Além
da menor probabilidade de erro, seu custo também é menor, dado que nao existe o cdlculo do
Simbolo de Jacobi neste algoritmo. Usando Transformada Rapida de Fourier para realizar as

multiplica¢des, seu custo é de 0 (k .log *n).

Outra vantagem que encerra qualquer possibilidade de utilizagdo do teste de Solovay-Strassen
é a demonstragdo de que sempre que o algoritmo de Solovay-Strassen retorna COMPOSTO, o teste
de Miller-Rabin ird fornecer este mesmo resultado, logo, sempre que Solovay-Strassen esta certo,

Miller-Rabin também estard [26].
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CAPITULO 4

Testes de primalidade

(1980 - 2002)

Apods a publicagdo do algoritmo RSA, e do surgimento de outras aplicagGes para numeros
primos no contexto da criptografia, a questdo de aprimorar os testes de primalidade passou a ter
uma relevancia pratica. Iniciou-se uma pesquisa por novos algoritmos, mais rdpidos tanto na teoria
como na pratica. Observa-se nesta fase o uso de uma matemdtica mais avancada, e testes

probabilisticos com chances de erro cada vez menores.

4.1. Teste de Baillie-PSW (B-PSW)

Este teste, proposto por Baillie [27] e melhorado por Pomerance et al. [28], é simplesmente a
proposta de executar dois testes probabilisticos de primalidade em sequéncia. Primeiramente, é
usado um teste de primalidade probabilistico forte. O teste usado na proposta em [28] é o teste de
Miller-Rabin, com a base a = 2. Caso o numero sendo testado passe neste teste, é realizado um
teste forte de Lucas, que em resumo, utiliza o Simbolo de Jacobi e Sequéncias de Lucas para verificar
a primalidade de um dado nimero. Se o nimero n passar para este teste também, declara-se que n

é provavel primo.

A maior importancia deste teste é que até a escrita deste trabalho, nenhum contra-exemplo,
ou seja, um n que passe neste teste e seja na verdade composto, foi encontrado. Os autores inclusive
oferecem um prémio, simbdlico (USS 620), para quem fornecer um contra-exemplo ou uma prova de
que tal nUmero ndo existe. Pomerance [29] apresentou um argumento heuristico, mostrando que
podem existir infinitos contra-exemplos para o teste B-PSW. Ninguém, entretanto, conseguiu até o

momento encontrar uma prova formal de tal fato [13].

A probabilidade de erro deste teste é, portanto, desconhecida, mas é sabido que ndo existem
pseudoprimos para o teste B-PSW até 1017. Marcel Martin, autor de um software de teste de
primalidade que utiliza o algoritmo B-PSW, estima que ndo existam nimeros compostos com menos

gue 10.000 digitos capazes de “enganar” o teste de Baillie-PSW [30]. Entre os programas que utilizam
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implementacgdes deste algoritmo, destacam-se o Maple, que possui um método baseado neste teste

[13], e o Primo, que utiliza este teste como passo intermediario.

Quanto ao custo computacional, este algoritmo apresenta o mesmo custo de Miller-Rabin, de
O(log ?n). Sua constante no entanto é mais alta, e nos piores casos, este teste pode ser 4 vezes mais

lento que o teste de Miller-Rabin.

4.2. Teste de Adleman-Pomerance-Rumely (APR)
O teste APR é um marco na histéria dos testes de primalidade. Ele foi o primeiro teste a
realmente necessitar de topicos avangados da teoria dos numeros, na sua definicdo e na prova de
correc¢do [13]. Seu custo ndo é polinomial, mas é baixo o suficiente para na pratica, ser um dos mais

rapidos entre os testes deterministicos [13].

Devido a sua complexidade, este trabalho ndo ira entrar em detalhes sobre este teste.
Recomenda-se a leitura de [31] para aqueles com maturidade matematica suficiente para
compreender este método. Cohen e Lenstra [32] demonstraram uma versdo mais simples deste

algoritmo.

O APR é um teste deterministico, ndo dependente de nenhuma hipdtese ainda ndo provada
como a Hipdtese Estendida de Riemann. Apesar de ser possivel provar sua corre¢do utilizando esta
hipdtese, este teste, ao contrario do teste deterministico de Miller, consegue ser provado sem o uso
de tal hipdtese. Um problema deste método é que este ndo gera um certificado de primalidade, logo,

para a verificagdo de um resultado, é necessario executar todo o algoritmo novamente.

O custo deste algoritmo, subexponencial na ordem de O((logn)clogloglogny [37] ¢
considerado como “quase polinomial”. Este custo cresce assintoticamente de maneira lenta, se
assemelhando a um polinbmio. Para fins praticos, € um valor extremamente interessante, mas
estritamente este ainda ndo é um teste polinomial, logo, a questdo de se PRIMO estd em P se

manteve aberta até a publica¢do do algoritmo AKS.

4.3. Elliptic Curve Primality Proving (ECPP)

Durante a década de 1980, existia uma linha de pesquisa forte sobre métodos de teste de
primalidade que fizessem uso de matematica avancada. Esta linha era motivada pelo pensamento de
gue a resolucdo deste problema ndo viria de conceitos simples, visto que vdrias tentativas foram
realizadas nos ultimos 2.300 anos. Os algoritmos APR e ECPP sdo exemplos dos resultados desta linha

de pensamento.
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O teste ECPP, como o préprio nome ja diz, utiliza Curvas Elipticas para efetuar o teste de
primalidade. Em 1985, Lenstra iniciou o uso destas estruturas para o problema da fatora¢do [13]. Em
1986, Goldwasser e Killian [33] publicaram um teste de primalidade baseado em Curvas Elipticas,
cuja prova é dependente da conjectura de Cramer e da Hipotese Estendida de Riemann. Em 1986, de
maneira independente, Atkin demonstrou um algoritmo deterministico, que usa Curvas Elipticas para
decidir se o nimero é ou ndo primo, sem dependéncias de conjecturas em sua prova [34]. Uma
caracteristica importante deste teste é que é gerado um certificado de primalidade. Logo, o

resultado pode ser verificado com eficiéncia [13].

N3o é conhecido com exatiddo o custo computacional deste método. Conjectura-se que o
custo deste algoritmo é da ordem de O(log®n) [35], e com algumas melhorias propostas no mesmo

artigo, este tempo pode ser diminuido para O(log*n).

4.4. Consideracoes Finais
Todos os algoritmos vistos até o momento tém algum tipo de relevancia, seja ela histérica ou
pratica. Embora nem todos sejam vastamente usados na prdtica, como Solovay-Strassen ou mesmo o
Crivo de Eratdstenes, a maioria dos softwares que necessitam verificar primalidade utilizam algum
dos outros algoritmos citados previamente neste trabalho, por vezes utilizando mais de um. E uma
pratica comum, por exemplo, utilizar Divisdo por Tentativa com alguns primos pequenos antes de

executar qualquer outro teste [13].

A pratica de utilizar outros testes como etapas para um novo algoritmo é comum. Alguns dos
algoritmos mostrados neste trabalho, como Baillie-PSW, sdo exemplos da utilizagdo em sequéncia de
diferentes testes, ou ao menos da reutilizacdo de outro teste, comumente o Teste de Primalidade de

Fermat.

Os métodos vistos até o momento foram se tornando mais dificeis de entender e provar de
acordo com a cronologia de seu surgimento. E obviamente mais dificil entender ECPP do que o Crivo
de Eratdstenes, ou mesmo o Teste de Fermat. A tendéncia aparentava que os pesquisadores haviam
desistido de testes mais simples, buscando em elementos complexos da matematica a resposta para
definir se PRIMO estd ou ndo em P. Contudo, o algoritmo AKS, apresentado em detalhes no préximo

capitulo, retoma a simplicidade para os testes de primalidade.
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CAPITULO 5

O Algoritmo AKS

Este capitulo ird focar em descrever o algoritmo AKS, o primeiro teste de primalidade a ser

provado deterministico e de tempo polinomial, inserindo o problema PRIMO na classe P.

5.1. Histodrico
O nome AKS vem das iniciais de seus trés autores, os indianos Manindra Agrawal, Neeraj Kayal
e Nitin Saxena. Agrawal é doutor em Ciéncia da Computacdo, na area de Complexidade
Computacional, e professor do Indian Institute of Technology Kanpur (lITK). Kayal e Saxena haviam
participado em 1997 do time indiano na Olimpiada Internacional de Matematica e haviam acabado

de concluir o curso de Ciéncia da Computagdo no lITK quando publicaram o algoritmo [36].

O algoritmo AKS se aproveita do trabalho de conclusdo de curso de Kayal e Saxena [37], cujo
titulo, Towards a deterministc polynomial-time Primality Test, ja indicava que eles vislumbravam o
gue estava por vir. Este trabalho mostra a correc¢do do algoritmo proposto por Agrawal e Biswas em
[38]. Este algoritmo é probabilistico, porém diferente dos outros testes citados anteriormente, pois
sempre acerta caso a resposta seja que o nimero é primo. Se a saida determinar que o nimero é
composto, o teste tem 1/3 de chance de estar errado. O algoritmo de Agrawal e Biswas é baseado no

Pequeno Teorema de Fermat, e foi utilizado como base para a idéia do AKS.

A importancia do resultado mostrado por Agrawal, Kayal e Saxena [4] foi comprovada pela
rapidez com que a comunidade de pesquisadores em Teoria dos NUmeros revisou, comentou e
melhorou o algoritmo AKS. Bornemann [36] menciona que poucos dias depois da distribuicdo’ do
artigo seminal que descreve o algoritmo, varios especialistas como Pomerance, Lenstra, Goldwasser
e Bernstein ja haviam se pronunciado sobre o artigo, ou mesmo proposto simplificacdes para a
prova. O Capitulo 4 de [39] mostra a cronologia das principais contribui¢des mostradas até 4 meses
apo6s o AKS se tornar publico, e que conseguiram um ganho na ordem de 2.10° em relacdo ao

algoritmo originalmente proposto.

Uma prova da relevancia pratica do AKS foi a submissdo de uma proposta de patente ao
Escritério Americano de Patentes em 2003, realizada pelos autores. Esta patente foi concedida em
20

! £ usado o termo distribuigdo, pois inicialmente o artigo ndo foi publicado, mas apenas distribuido em
forma eletronica para especialistas e posteriormente disponibilizado online.



2008. No documento da patente [40] com a descri¢do do algoritmo, além do detalhamento realizado
de maneira similar ao artigo [4], os autores referenciaram as aplica¢Ges de testes de primalidade no
contexto de criptografia e apresentaram como algumas operag¢Ges devem ser realizadas para
alcangar custos mais baixos. Além disto, propuseram um gerador de numeros primos baseado no

teste AKS.

5.2. Visao Geral

O algoritmo AKS é simples e ndo faz uso de nenhum conceito avancado de matematica,

podendo ser executado manualmente para valores pequenos.

Cada etapa do AKS elimina nimeros compostos com alguma caracteristica em comum. Desta
forma, apenas numeros compostos de uma determinada forma sdo capazes de chegar a ultima

etapa, que por sua vez, consegue identificar definitivamente se o nimero é primo ou composto.

O passo principal do AKS consiste em um teste baseado na seguinte generalizagdo do Pequeno

Teorema de Fermat:
Paraa € Z,n € N,n = 2,(a,n) = 1, n é primo se somente se:

(x+a)" =x" + a (mod n) Equagdo 5.1

Para a prova formal desta generalizagdo, consultar o Capitulo 2 de [4]. Esta prova se baseia no
fato de que, no tridangulo de Pascal, caso n seja primo, a n-ésima linha do triangulo ird conter apenas
o numero 1 e multiplos de n. Se n for composto, obrigatoriamente a n-ésima linha ira conter algum
valor ndo-multiplo de n [41]. Isto faz com que, ao expandir o polindmio do lado esquerdo da Equagdo
5.1, se n for primo, apenas os coeficientes de x™ e x° n3o serdo zerados ao ser aplicado o médulo
em n. Logo, a Equacgdo 5.1 sera valida sempre que n for primo. Para n composto, como algum dos
fatores (?) ndo sera divisivel por n, algum dos coeficientes ndo sera zerado e a igualdade da Equacao

5.1 ndo sera verdadeira.

Observando o lado esquerdo da equacgdo, percebe-se que o custo de realizar a potenciagdo em
n é muito alto, tanto em termos de tempo para calcular, como em espago para armazenar os
coeficientes. Para resolver este problema, ambos os lados sdo calculados médulo um polinbmio na
forma x" —1, com r suficientemente pequeno. O formato deste polindmio permite uma
computagdo muito rapida da operagdo de moédulo. Para mais detalhes, consulte Implementagdo do

AKS, na Secdo 6.1 deste trabalho. A Equagdo 5.2 é escrita, entdo, da seguinte forma:
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x+a)*=x"+a(modx" —1, n) Equagdo 5.2

O previamente citado algoritmo probabilistico proposto por Agrawal e Biswas utiliza uma idéia
similar. Pode-se afirmar grosseiramente que o teste proposto em [38] fixa o valor de a e escolhe
aleatoriamente o valor de r. A mudanca proposta em [4], de calcular um valor fixo para r e variar a,
sendo r cuidadosamente escolhido de forma a crescer polinomialmente com a entrada n,

possibilitou que o AKS seja deterministico e polinomial.

O célculo mddulo (x™ — 1), no entanto, traz a possibilidade de que nimeros compostos
passem neste teste. Agrawal et al. [4] mostra que, calculando-se o valor de r da maneira descrita no
artigo (este calculo sera descrito a seguir), caso a equacdo seja verdadeira para todos os valores de a

k

talquea=>1lea < [2\/7‘ - 1lognJ, n sera uma poténcia prima, ou seja, n = p*, com p primo e

k > 0 inteiro.

Para o calculo de r, é necessario o conceito de ordem de a médulor, pararENea €Ze
mdc(a,r) = 1. A ordem de a mddulo r, ou simplesmente o,.(a), € o menor valor k tal que
a® =1 (modr). A prova de que o,(a) existe para todo a e r tal que mdc(a,7) = 1 é simples: os
valores a® podem assumir os valores 0 < k <1 — 1, logo, existem valores s e t tais que a’ =

at (mod r). Sendo a e r coprimos, a®~t = 1 (mod r).

Um fato importante para o calculo da complexidade computacional do AKS é a existéncia de
um valor de r < O(log®n). Agrawal et al. [4] afirmam que a prova da existéncia de r sob esta
restricdo se encontra em [42], e tais provas ndo se encontram no escopo deste trabalho e por esta

razao ndo serao detalhadas aqui.

5.3. 0 Algoritmo AKS
Nesta sec¢do, apresenta-se o pseudocddigo do Algoritmo AKS originalmente proposto, sendo

detalhados o funcionamento e o custo de cada etapa.

No
No



Entrada: inteiro n > 1

1. Se n é uma poténcia perfeita a® com b > 1
retorne COMPOSTO
2. Faca r := 2
3. Enquanto r < n
4. Se (mdc(r,n) '= 1)
retorne COMPOSTO

5. Se r é primo:
6. Faga q := maior fator primo de (r-1)
7. Se (g > 4 * sqrt(r) * log n) e
n”*((r-1)/q) !'= 1 (mod r))
8. break
9. r++
10. Se n=r

retorne PRIMO
11. De a := 1 até 2 * sqgrt(r) * log n
12. Se (x - a)*n !'= (x*n - a) (mod (x*r - 1), n)
retorne COMPOSTO
13. retorne PRIMO

Figura 1 - O Algoritmo AKS original

O primeiro passo é a verificagdo de que o numero sendo testado ndo é uma raiz perfeita. Um
ndmero inteiro é uma raiz perfeita se puder ser escrito na forma a’ para a inteiro e b > 1.
Obviamente, caso o numero possua esta caracteristica ele é composto, logo, o teste retorna
COMPOSTO. Esta verificacdo é realizada com o objetivo de filtrar as poténcias primas, de forma que

apenas aquelas com b = 1 possam chegar ao passo 11.

O valor ideal para r é calculado pelos Passos de 2 a 9. Como queremos encontrar o menor r
possivel, iniciamos r = 2 no Passo 2. O Passo 3 inicia a iteragdo que encontrard o valor de r até n. O
Passo 4 verifica se o maximo divisor comum entre r e n é diferente de 1. Caso afirmativo,
obviamente mdc(r, n) divide n, logo, o algoritmo retorna COMPOSTO. Caso contrario, o algoritmo
segue para o Passo 5. Este passo necessita verificar a primalidade de um nimero, e o mesmo é valido
para o Passo 6. Observe que, caso sejam usados algoritmos probabilisticos nestes passos, todo o

teste AKS passa a ser probabilistico. O uso de algoritmos probabilisticos, no entanto, ndo é
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necessario. Podemos usar um método por forca-bruta como a Divisdo por Tentativa para esta

verificagdo, pois 7 < 0(log®n), logo, assintoticamente r «< n.

A verificacdo de que o r escolhido satisfaz as condi¢cdes necessarias para que seja valido ocorre
no Passo 7. O maior fator primo de (r-1) deve ser um q = 4vrlogn e o,(n) =7 —1, q|o,(n).
Caso ambas as condicOes sejam verdadeiras, o valor de r foi encontrado, e o Passo 8 sai do loop.
Caso contrario, o algoritmo segue sua execuc¢do, chegando ao Passo 9, onde r é incrementado, e

volta ao Passo 3 para continuar a iteragdo.

O Passo 10, que ndo consta no artigo original, garante que o algoritmo retorne corretamente
seu resultado para valores n < 11807. Para tais valores, um r < n ndo é encontrado, e para todos

os valores de r testados, mdc(r,n) = 1, logo n é primo.

A etapa final inicia-se no Passo 11. Através de uma itera¢do, sera buscado algum 1 <a <
2+/r logn que n3o satisfaca a Equacdo 5.2 no Passo 12. Se este valor for encontrado, obviamente n é
COMPOSTO e o algoritmo para. Caso todos os valores possiveis para a sejam testados e todos
satisfacam o Passo 12, o algoritmo segue, retornando PRIMO no Passo 13. Observe que, como ja foi

b

dito, para a Equagdo 5.2 ser satisfeita, n deve ser uma potencia prima a”, e como todas as potencias

primas com b > 1 foram excluidas no Passo 1, restam apenas os a' = a, logo, a é primo.

O custo computacional demonstrado por Agrawal et al. [4] é de O(log?n), mostrando que o
passo do teste para verificar que n n3o é uma poténcia perfeita tem um custo de O(log3n), no
entanto, Bernstein [43] apresenta um algoritmo para esta finalidade possui um custo de

0(logt*+°Mp).

O Passo 3 pode deixar a falsa impressdo de que é executado n vezes, devido a condigdo r < n.
O fato previamente citado de que r < 0(log®n), no entanto, nos fornece a garantia de que os
passos dentro deste loop sejam executados ho maximo apenas ¢ .log®n, onde c é uma constante
ndo dependente de n, oculta na notagdo Big-O, e que pode ser desprezada nos cdlculos de

complexidade.

O célculo de mdc(r,n), pode ser realizado em O(loglogr) [4]. Utilizando for¢a bruta para
decidir se o  sendo testado é primo, o custo do Passo 5 é O(v/r). Encontrar o maior fator primo de r
também possui este custo utilizando um algoritmo de forga bruta. Os Passos 7, 8 e 9 possuem custos
baixos (O(loglogn)) quando comparados ao do Passo 5 ou 6, logo, o custo do loop inteiro é

0(log®n .+/r). Como v < c.log®n , o custo deste loop é O(log°n).
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O Passo 11 é a etapa mais custosa do algoritmo. Como fica claro no algoritmo, este loop se
repete 2.\/?.10gn vezes. Caso seja utilizada potenciacdo binaria para a exponenciagdo e
Transformada Rapida de Fourier para calcular as multiplicacbes, cada iteracdo tem o custo de
O(logn.rlogn). Desta forma, novamente utilizando /7 < c.log3n, o loop se repete O(log*n),
tendo cada iteracdo o custo de O(log®n). Assim, este loop tem um custo de O(log*?n), que por

dominar os custos anteriormente citados, é o custo de todo o algoritmo.

Desta forma, estd demonstrado que o algoritmo AKS retorna uma resposta correta e em
tempo polinomial. O seu principal problema é que tanto o seu expoente, visivel na notacao Big-O,
como sua constante ndo mostrada nesta notagdo, sdo muito altos. Enquanto para nimeros grandes,
testes probabilisticos como Miller-Rabin conseguem fornecer uma resposta com uma probabilidade
de erro baixissima em segundos, o teste AKS pode levar horas, ou até mesmo dias para fornecer a

resposta para o mesmo numero [44].

O principal desafio nas melhorias de AKS, portanto, é diminuir o expoente de seu custo. Este
objetivo foi alcangado até o momento limitando-se o valor maximo de r, logo, diminuindo o custo da
fase final do algoritmo, e do préprio cdlculo de r. As melhorias em AKS que serdo demonstradas a

seguir ja conseguiram baixar o custo do algoritmo para O(log®n).

Outros algoritmos também foram desenvolvidos utilizando AKS em algum dos seus passos. Um
deles, proposto em [45], utiliza ECPP e AKS de uma maneira que atinge um custo calculado
heuristicamente em O(log*n), por n3o ser conhecido até o momento uma maneira de avalia-lo

rigorosamente.

5.4. Melhorias e testes baseados no algoritmo AKS
O alto custo do AKS original, juntamente com sua importancia tedrica por estar em P, motivou
varios pesquisadores da drea em torno do problema de reduzir o custo do AKS proposto inicialmente.
Além disto, foram desenvolvidas novas maneiras de determinar a primalidade de um numero se

baseando nas técnicas desenvolvidas para este algoritmo.

5.4.1. A ultima versao do AKS
Uma das primeiras melhorias foi proposta por Lenstra, em um artigo ndo publicado, cujo
conteudo é utilizado e detalhado em [5] e [39]. O avanco trazido por esta modificacdo é significativo,
visto que além de conseguir demonstrar através de uma prova simples um limite de 0(log'%°n),

com um pouco de matematica avangada é capaz de mostrar que AKS tem o custo de O(log”n).
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Esta melhoria de Lenstra consiste em mudar o cdlculo do valor de r, de forma que é facil
mostrar que um r vélido existe tal que r = O(log®n), enquanto na vers3o original, 7 = 0(log®n).
Este valor de r também é mais facil de ser calculado, ndo exigindo que r seja primo ou que a
fatoragdo prima de r — 1 seja conhecida. Na Figura 2, apresenta-se o algoritmo AKS proposto na 62

versdo do artigo de Agrawal et al. [5], que utiliza esta melhoria.

Entrada: inteiron > 1

1. Se n é uma poténcia perfeita a° comb > 1

retorne COMPOSTO

2. Faga r := O menor valor r tal que o,(n) > logzn
De a := 1 até r
4. Se mdc(a,n) > 1 E mdc(a,n) < n

retorne COMPOSTO
5. Se n<=r
retorne COMPOSTO
6. De a := 1 até sqgrt(e(r)) * log n
7. Se (x - a)*n '= (x*n - a) (mod (x*r - 1), n)
retorne COMPOSTO
8. retorne PRIMO

Figura 2 - O Algoritmo AKSv6

A definigdo do valor de r no Passo 2 necessita do célculo de o,(n), de forma a encontrar o
. . s . A\ 7
valor ¢ da maneira que o teste necessita. Este calculo pode ser realizado em tempo O(log’n),

através do algoritmo da Figura 3.

Entrada: inteiro n > 1

De r := 2 até n
2. De k := log’n até r-1
3. Se nf =1 (mod r)

retorne k e r

Figura 3 - Algoritmo para calcular um valor q apropriado
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Como ja foi dito, Agrawal et al. [5] prova que existe um valor  em até O(log®n). O Passo 2

executa O(log?n), logo, o custo deste algoritmo serd, como dito anteriormente, de O(log’n).

Os Passos 3, 4 e 5 da Figura 2 sdo triviais, e seus custos ja foram explicados ao descrever o

método original, logo, voltaremos nossa atenc¢do para o Passo 6, que inicia a uUltima e novamente

mais custosa parte do teste. Este passo esta limitado agora por \/(p(—r).log n, que é menor do que o
2.4/ logn usado no paper original. Assintoticamente, no entanto, ndo ha ganho, visto que, para r
primo, @(r) = r — 1. Observando que o Passo 7 do algoritmo na Figura 2 é idéntico ao Passo 12 da
Figura 1, pode-se afirmar entdo que o passo final do algoritmo da Figura 2 possui ganho apenas pois
o valor maximo de r agora é menor. Cada iteragdo continua tendo o custo de O(logn .rlogn), mas
agora, com r = O(log® n), cada iteragdo tem o custo de O(log’n). O loop continua se repetindo
0(v/rlogn), mas com o novo valor de 7, se repete 0(log3>n), desta forma, o custo do algoritmo

passa a ser 0(log'%>n).

Com o mesmo algoritmo da Figura 2, Agrawal et al. mostram em [5] que, através do uso de
uma demonstragdo de Fouvry [42] valida para o intervalo em que o teste AKS opera, o valor maximo
de r é O(log3n). Uma pequena manipulagdo algébrica nos calculos realizados anteriormente mostra

que o custo deste algoritmo entdo é O(log”°n).

5.4.2. Lenstra-Pomerance
A melhoria proposta por Lenstra em conjunto com Pomerance em [46] se baseia na troca do
polindmio (x™ — 1) utilizado para as operagdes de modulo realizadas no Passo 12 do algoritmo AKS,
por outro polindmio cuidadosamente escolhido, que permite um custo de O(log®n) para qualquer

inteiro n testado.

As restricOes para que este polindbmio possa ser utilizado neste algoritmo, assim como os
passos necessarios para encontra-lo estdo descritos em [46], mas como os préprios autores
mencionam, o teste ndo é trivial e exige o conhecimento de assuntos como periodos Gaussianos e
diversos teoremas sobre a distribuicdo dos nimeros primos, varios deles fazendo uso da funcao zeta

de Riemann.

O esbogo do algoritmo em si é similar ao AKS, sendo o calculo do valor r substituido pelas
etapas que escolhem o polinbmio a ser utilizado. Estes passos possuem custo menor do que os

utilizados no AKS original e na versdo atualizada de AKS para encontrar o valor de r (a saber,
~ ~ 24 ~
O(log®n) e 0(log”n) respectivamente). De acordo com [46], este custo é O (logun) + O(log3n) +

A Z Y = Bloot2
O(logsn) = 0(og**n).
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Tendo este polindmio, digamos f(x), em maos, a Equagdo 5.2 é modificada para ser escrita da

seguinte forma:
(x+a)* =x"+a (mod f(x),n) Equagdo 5.3

Lenstra e Pomerance mostram que f(x) tem grau d = O(log?n), e que o Passo 12 de AKS
original deve ser verificado utilizando a Equagdo 5.3 de 1 até V. logn. Assim como nas versdes

anteriores, mas substituindo r por d, o custo de cada iteragdo do ultimo loop é de O(logn .dlogn),

~ 3 ~
logo, o custo do loop é 0(dz .log3n). Substituindo d por O(log?n), chegamos ao custo de O(log®n).

5.4.3. Berrizbeitia
Assim como a modificacdo proposta por Lenstra e Pomerance, esta melhoria proposta por
Berrizbeitia em [47] altera o polindmio sobre o qual é efetuado o médulo no Passo 12 do algoritmo
original. Esta modificacdo, no entanto, é dependente de algumas propriedades da entrada para

poder funcionar.

De maneira similar ao algoritmo de Lucas-Lehmer, que funciona apenas para numeros de
Mersenne, o algoritmo de Berrizbeitia necessita de uma restricdo em sua entrada, no caso, este teste

precisa que a entrada n seja de alguma das seguintes formas’:

[ ]
S
1l

1 (mod 4) para os quais existe um a tal que (%) =-1

e n = -1 (mod4) para os quais existe um a tal que (%) = (1_7“) =-1

O custo deste algoritmo é pior do que o custo da melhoria de Lenstra e Pomerance, mas para
algumas entradas n com n = 1 (mod 4) e o valor n — 1, onde algum dos fatores seja uma poténcia
de 2 maior que 2.loglogn, ou o n = —1 (mod 4) e o valor n + 1 possuindo um fator que seja uma

poténcia de 2 maior que 2.loglogn, este algoritmo possui um custo de O(log*n).
A melhoria realizada por este algoritmo é a troca da Equacdo 5.2 pela seguinte:

(mx 4+ 1)" = mx™ + 1 (mod x¥ —q, n) Equagdo 5.4

Nesta equacdo, a é um valor que torna (%) =—-1ou (%) = (1_Ta) = —1, de acordo com qual

das condigOes faz com que n possa ser verificado por este algoritmo, s = 2loglogn e mvariade 1 a

2max(s=k0) onde k é a maior poténcia de 2 que pode dividir n — 1 ou n + 1, novamente de acordo

com a condi¢do que faz n ser uma entrada valida para este algoritmo.

A prova de corregao e os calculos da complexidade deste algoritmo se encontram em [47].
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5.4.4. ECPP + AKS
Este algoritmo proposto por Cheng [45], dependendo do nimero dado como entrada executa
uma versao modificada do AKS e partes do algoritmo ECPP, além de algum teste probabilistico que

sempre esteja certo ao retornar COMPOSTO.

Como ja foi citado, o método ECPP ndo possui até o momento um calculo formal de sua
complexidade, tendo sido este custo heuristicamente determinado como O(log*n) utilizando as
melhorias em [35]. A versdo do AKS utilizada neste algoritmo se baseia em uma melhoria sobre a
proposta de Berrizbeitia [47], de forma que mais nimeros possam ser verificados através deste teste.
Apenas os valores de n que o algoritmo de Berrizbeitia pode determinar a primalidade em O(log*n)

sdo testados utilizando o mesmo.

Este algoritmo, obviamente, executa heuristicamente em tempo O(log*n). Ele é capaz de
determinar a primalidade da entrada, mas ndo pode ser considerado deterministicamente polinomial
devido ao uso do ECPP. Sua maior importancia, entretanto, é o uso de passos do AKS em conjunto a
outros testes, de uma maneira que é tdo diferente do AKS original que pode ser considerado um

algoritmo a parte, como se pode dizer sobre o AKS em relagao ao teste de Fermat por exemplo.

O funcionamento deste algoritmo, de maneira resumida, consiste em verificar se a entradan é
uma poténcia perfeita. Se o numero passar por este teste, é executado um algoritmo probabilistico
como Miller-Rabin. Se a entrada ainda ndo foi detectada como composto, verifica-se se n possui
algum fator primo entre log?n e 2 log?n e executa-se a operagdo de redugio do algoritmo ECPP [34]
caso esta condi¢do ndo seja verdadeira, substituindo n pelo valor retornado por esta parte do ECPP.
Executa-se entdo, com o valor atual de n, uma versdo modificada do algoritmo AKS melhorado por
Berrizbeitia. Caso ndao seja retornado composto durante esta execugdo e o ECPP ndo tiver sido
executado, retorna-se primo. Caso ndo seja retornado composto, mas o passo do ECPP foi executado
anteriormente, executa-se o final do método ECPP para se obter a prova de que n é primo e é
retornado primo. E importante observar que sempre que o algoritmo retorna composto, apresenta-
se alguma testemunha que facilita a verificagdo. Quando se retorna primo através da modifica¢do de

AKS, esta prova ndo é fornecida (nem necessaria, como ja foi discutido anteriormente).

E interessante citar que de maneira similar ao trabalho de Cheng neste algoritmo, Bernstein
[48] também desenvolveu um método baseado nas modificagGes de Berrizbeitia e que também roda
em tempo O(log* n), mas funciona para qualquer entrada n, no entanto, este teste de Bernstein é
aleatdrio (classe RP, aleatoriamente polinomial), e possui % de probabilidade de retornar um

resultado [49]. Assim como Miller-Rabin ou Solovay-Strassen, cada execu¢do do método de Bernstein
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é independente, logo, a probabilidade deste teste ndo retornar uma resposta apds 100 execugdes é
uma probabilidade completamente desprezivel. Vale ressaltar que quando o algoritmo de

2100’

Bernstein retorna uma resposta, esta é correta.

30



CAPITULO 6

Ferramenta de Comparacao

Para concluir os estudos sobre o Algoritmo AKS, foi implementada uma ferramenta para
comparagoes, usando diversos dos algoritmos citados neste trabalho. Esta ferramenta possui uma
finalidade didatica, de maneira que seja possivel expor as pessoas sem afinidade com o tema Testes
de Primalidade, as diferencas nos principais algoritmos que foram utilizados ao longo da histéria. E
notavel, como ja foi citado no Capitulo 3 ao explicar o método de Divisdo por Tentativa, que muitas
pessoas acreditam que a Unica maneira de testar a primalidade de um nimero n é o método da forca
bruta, e outras ainda acreditam, a partir de uma compreensdo incorreta de complexidade
computacional, que este método de forga bruta é rapido e possui custo O(n). Desta forma, uma
ferramenta que ajude a visualizar os tempos de execuc¢do dos diversos algoritmos é de grande valor

para elucidar estes pontos, e pode ser um facilitador para professores ao abordar esta drea.

O software foi implementado sobre o .NET Framework, utilizando a linguagem C#. Os
principais motivos para esta escolha foram a familiaridade do autor deste trabalho com o ambiente e
a linguagem, além da facilidade de criacdo de interfaces gréficas que este ambiente de programacao
oferece. Até o momento, o autor desconhece uma implementagdo de cédigo aberto do algoritmo

AKS em C#.

Para agilizar o desenvolvimento deste software, foi utilizado como base a classe Biginteger de
Chew Keong Tan, disponivel livremente para uso, alteracbes e redistribuicdo em

http://www.codeproject.com/KB/cs/biginteger.aspx. Esta implementacdo para tratamento de

numeros muito grandes (nUmeros acima de 64 bits) foi escolhida por ter sido construida com foco
em testes de primalidade, logo, ao contrario de outras classes e bibliotecas que lidam com nimeros
muito grandes como [50] e [51], esta possui prontos métodos usados com freqliéncia em algoritmos

de teste de primalidade, como radiciacdo destes nimeros e computagdo do Simbolo de Jacobi.

Outra vantagem desta Classe é que além dos métodos comumente usados, ela possui alguns
testes de primalidade prontos. Os testes ja implementados na classe Biginteger de Tan sdo o Teste de
Primalidade de Fermat, o teste de Solovay-Strassen, o teste de Miller-Rabin e uma versao do teste
Baillie-PSW. Além da refatoragdo destes métodos para as necessidades da ferramenta, inclusdo de
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métricas de tempo e adequagdes para os padrdes de projeto utilizados na arquitetura do software,
foram implementados neste trabalho os testes de Divisdo por tentativa, o teste de Lucas-Lehmer e o

algoritmo AKS.

A principal desvantagem desta classe é o uso de um algoritmo lento para executar
multiplicagdes, da ordem de 0(n?), enquanto as bibliotecas [50] e [51] utilizam métodos rapidos
para multiplicagdes. Como o objetivo deste método é simplesmente realizar uma comparacdo, e
todos os algoritmos serdo executados utilizando o mesmo método de multiplicagdo, o uso desta

classe serd justo para todos os testes, ndo havendo interferéncia no resultado comparativo.

Outra desvantagem da classe Biginteger é que, por trabalhar apenas com inteiros, ndo existe
um método capaz de calcular o logaritmo de um numero representado como Biglnteger, o que
inviabiliza o uso desta classe para a implementagdo de AKS. Como o teste AKS ndo é eficiente para
nuimeros suficientemente grandes, foi decidido usar o tipo System.Int64 do .NET Framework, que
representa um inteiro de 64 bits. Ao utilizar este tipo para representar os nimeros a serem testados
em AKS, é possivel utilizar o método Math.Log(), também parte do Framework, para calcular os

logaritmos necessarios no algoritmo.

Com os algoritmos prontos, foi criada uma interface grafica (GUI) para facilitar o uso da
ferramenta, e a compreensao dos dados gerados. Nesta GUI, o usudrio pode observar e comparar os
tempos gastos para o teste usando cada um dos algoritmos escolhidos. Esta caracteristica é desejavel
para ilustrar o fato de que mesmo algoritmos lentos, como Divisdo por tentativa, podem ser a melhor

opc¢do dependendo do tamanho da entrada.

6.1. Implementacao do AKS
A implementagdo do algoritmo AKS em si é uma atividade que ndo envolve uma dificuldade
muito grande. Para esta ferramenta, foi escolhida a versdo original do algoritmo, ja explicada no
Capitulo 0 deste trabalho, e descrita pela Figura 1. Codificar, testar e depurar o algoritmo é uma
atividade que contribui para o entendimento do teste e dos conceitos utilizados, além de facilitar a

compreensado do calculo do custo do algoritmo.

Para a verificagdo de que a entrada é ou ndo uma poténcia perfeita é utilizado um teste
baseado no método de Newton. O cddigo para esta verificagdo foi baseado na implementagdo escrita
em C++ existente em [52], com algumas modificagbes para o cédigo em C# e para lidar com a

imprecisdo da operagdo Math.Pow resultada pelo uso do tipo double.

32



O célculo de r na implementacdo deste trabalho foi levemente otimizada, através do uso de
uma lista de nimeros primos até 10, logo, economiza-se a verificacdo por forca bruta na busca por
um r primo para varios casos. A busca pelos fatores primos de r foi realizada utilizando-se forga
bruta, escolha aceitavel de acordo com [4]. De resto, a implementagdo seguiu as orienta¢des dadas

no algoritmo original.

Para o ultimo passo do algoritmo, foi utilizada uma técnica proposta em [53] para facilitar a
operagdo de mddulo entre um polinémio f(x) qualquer de grau s e o polinémio x™ — 1. Esta técnica
consiste em, para cada i tal que 0 <i <s, o coeficiente do termo de expoente i (modr) do
polindmio referente ao resto da divisdo de f(x) por x™ — 1 sera a soma dos coeficientes de todos os
termos cujos expoentes sejam equivalentes a i (mod r). O cddigo da Figura 4 deixa esta técnica

mais clara.

Entrada: Polindémios a e b, de graus grauA e grauB respectivamente.

Poly ret = new Poly(grauB) ;
for (int i = grauA; i >= 0; i--)
{

ret.coeficientes[i % grauB] += a.coeficientes[i];

return CortarZeros (ret) ;

Figura 4 - Técnica para calcular f(x) mod x-1

Além de simples de implementar, esta técnica obviamente é mais rdpida do que efetuar a

divisdo dos polinGmios e obter seu resto, e foi usada sempre que possivel neste teste.

O cddigo da ferramenta, assim como executaveis compilados foram disponibilizados pelo autor

deste trabalho em http://primalidade.codeplex.com/. O cddigo é de facil leitura e foi projetado de

forma a utilizar alguns padrdes de projeto que facilitam a inclusdo de novos testes. No caso de
duvidas, sugestdes ou informacoes de erros, é possivel entrar em contato com o autor deste trabalho

através do enderego previamente citado.
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CAPITULO 7

Conclusao e Trabalhos Futuros

Como foi possivel observar durante a realizagdo desta pesquisa, o problema de decidir se um
dado nimero é ou nao primo foi alvo constante de estudos, e mesmo apds o desenvolvimento de um
algoritmo polinomial e deterministico para resolvé-lo, os esforcos continuaram no sentido de

melhorar sua eficiéncia e utilizar este novo algoritmo como um modelo para novos testes.

O custo ainda alto do algoritmo AKS e de suas varia¢gdes faz com que na pratica, os testes
probabilisticos como Miller-Rabin continuem dominando as aplicagdes. Pesquisas continuam sendo
desenvolvidas em busca de algoritmos que possam reduzir ainda mais o custo das solu¢des para
PRIMO e talvez tornar um algoritmo deterministico e polinomial uma escolha mais atraente para fins

praticos.

E vélido lembrar também que além de melhorias e variacBes baseadas no teste AKS, outras
linhas de pesquisa podem causar o surgimento de tal algoritmo, tal como a comprovacao da

Hipdtese Estendida de Riemann, que tornaria o teste de Miller [24] polinomial e deterministico.

A Ferramenta de Comparac¢do desenvolvida confirma a superioridade pratica dos algoritmos
amplamente usados em relacdo ao AKS, e através da visualizagdo dos graficos gerados pelo software,
fica bem claro que mesmo tendo custo assintoticamente menor do que a Divisdo por Tentativa, por

exemplo, o teste AKS na prdtica é mais lento do que o método de forgca bruta para valores

relativamente grandes.

Pretende-se melhorar o software desenvolvido apds a conclusdo deste trabalho. A inclusdo do
projeto da ferramenta em uma rede de projetos open-source como o CodePlex tem como objetivos
tanto a disseminacdo do conhecimento através do cddigo como a prospeccdo de possiveis
colaboradores que possam melhorar a ferramenta. As principais melhorias que o autor deseja

realizar na ferramenta s3o:

e Utilizagdo de threads para executar os algoritmos para melhorar a usabilidade, ndo deixando a
aparéncia de que a aplicagdo esta travada, enquanto ela estd na realidade executando os
algoritmos;
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e Desenvolvimento de versdes que fagam uso de processamento em paralelo de algoritmos que
permitam este tipo de processamento, como o método da Divisdo por Tentativa e o préprio
AKS, cuja etapa final presente em todos os algoritmos baseados em AKS pode ser dividido
entre vdrios processadores [54];

e Uso de alguma biblioteca que permita trabalhar com nimeros nao-inteiros arbitrariamente
grandes, permitindo que a implementagdo de AKS possa testar inteiros de tamanho maior do

gue a implementagdo atual admite.

Além de melhorias na ferramenta, pretende-se estudar a combinacdo de testes de primalidade
ja conhecidos, com o objetivo de desenvolver um novo algoritmo como B-PSW ou ECPP+AKS, que

possa ter alguma vantagem pratica ou tedrica sobre os testes atualmente conhecidos.
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