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Resumo

A logica possui diversas &reas, dentre elas, a &rea da teoria da prova que estuda os
conceitos de provas formais e os fundamentos relacionados. A teoria da prova pode ser utilizada
em diversas aplicagdes, nas mais diversas areas, tais como: matematica, filosofia e computacao.

Dentre os varios temas relacionados a computacédo, destaca-se a prova automatica de
teoremas, objeto de estudo do presente trabalho de graduacdo. Os provadores sdo formas
automatizadas que tentam provar sistemas em diversas logicas e utilizando-se de diversos
métodos e formas para isso.

Além de apresentar os fundamentos teéricos para a constru¢ao de provadores automaticos
de teoremas, este trabalho mostra o estado da arte dos provadores, ou seja, estuda alguns dos
principais provadores automaticos de teoremas existentes atualmente e qual o estado atual da

area.

Palavras-Chave: Légica, Teoria da Prova, Provadores Automaticos de Teoremas, Estado

da Arte



Abstract

The logic has several areas, among them, the area of the theory of proof that studies the
concepts of evidence and the formal pleas related. The theory of proof can be used in various
applications, in various areas such as: mathematics, philosophy and computation.

Among the various issues related to computation, highlights the proof automatic of
theorems, object of study of this work of graduation. The provers are automated forms that trying to
prove systems in various logics and using various methods and ways to do it.

In addition to presenting the theoretical foundations for the construction of automatic
theorem provers, this work shows the state of the art of provers, that is, studying some of the main

automatic theorem provers currently available and what the current status of the area.

Keywords: Logic, Theory of Proof, Automatic Theorem Provers, State of the Art
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Introducao

As pesquisas direcionadas a &rea de teoria da prova buscam estudar os conceitos de
provas formais e os fundamentos relacionados. O desenvolvimento de sistemas dedutivos e de
técnicas como a normalizacao de provas sao exemplos de relevantes investigagdes na area.

Um outro tépico de investigagdo é a construcao de provas formais, que pode de forma
grosseira, ser classificada da seguinte maneira [1]:

- Prova dirigida por humanos: Neste tipo de prova, ela é feita no estilo de uma prova
matematica, geralmente manuscrita, de maneira informal e usando linguagem natural.
Geralmente é considerada uma boa prova aquela que é legivel e é entendida por outros
leitores humanos.

Os estudiosos da area mostram que a ambiglidade inerente na linguagem natural
permite que erros sejam dificilmente encontradas em tal tipo de prova. Freqientemente, erros
sutis podem estar presentes em detalhes de baixo nivel, tipicamente negligenciados por tais
provas. Além disso, o trabalho para produzir este tipo de prova requer um alto nivel de
sofisticacao e especializacdo matematica.

- Prova automatizada: Na area da computagéo, ha um grande interesse por parte dos
estudiosos da area em produzir provas de sistemas por meios automatizados. Neste tipo de
prova, o sistema tenta produzir uma prova formal, sendo dada uma descricdo do sistema, um
conjunto de regras de inferéncia e um conjunto de axiomas logicos. Geralmente, este tipo de
prova requer orientagdo sobre quais as propriedades sao desejaveis para prosseguir. E,
costuma-se chamar esse tipo de sistema de prova automatizada, de provador automatico de
teoremas.

Desta maneira, o uso de provadores automaticos de teoremas é bastante difundido na
area de construgéo de provas formais, e eles podem ser em: légica de primeira ordem, l6gica
classica proposicional, lI6gica modal, Iégica intuicionista, entre outras, e eles podem utilizar-se
de métodos tais como: resolugdo, tableaux, célculo de sequientes, anéis booleanos, dedugéo
natural, etc..

Também podem ser utilizados para verificar se um sistema particular apresenta uma
propriedade especifica, o0 que é uma atividade complexa, que envolve o tratamento das
especificagdes, muitos passos de inferéncias e a geréncia de muitas informacgdes.

Com isso, pode-se resumir o conceito de prova automatica de teoremas da seguinte
maneira: um programa computacional que mostra se a conjectura € uma conseqiiéncia légica
de um conjunto de sentencas (os axiomas e hipéteses). A linguagem utilizada pelos programas
de provas automaticas de teoremas deve ser formal de modo a nao permitir ambigiidade.

E a verificagdo de uma sentenga produzida por este programa computacional é
conhecida como prova. Esta prova descreve uma seqliéncia de consequiéncias logicas que
validam uma conjectura. Os passos seguidos pelo programa acima citado podem ser

entendidos e seguidos por outras pessoas ou programas [2].
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1.1 Objetivos

Levando em conta o contexto acima citado, o objetivo deste Trabalho de Graduacéo
consiste em estudar os fundamentos tedricos para a construgédo de provadores automaticos de
teoremas, pesquisar sobre os mesmos e analisar alguns e suas aplicacdes, para entdo esbocar

uma proposta de pesquisa na area.

1.2 Organizagao do documento

Além do capitulo inicial, este trabalho estéd organizado em mais quatro capitulos:

Capitulo 2: Contém um estudo aprofundado dos fundamentos tedricos para a
construgdo de provadores automaticos de teoremas, principalmente o teorema de Herbrand,
fundamental para concepcao dos provadores automaticos de teoremas.

Capitulo 3: Inclui um estudo aprofundado sobre alguns provadores de légica de
primeira ordem.

Capitulo 4: Apresenta um estudo sobre alguns provadores de outras logicas.

Capitulo 5: Descreve as conclusdes obtidas e as consideragdes finais, as dificuldades
encontradas, e possiveis trabalhos futuros.

Por fim, seguem os apéndices e as referéncias bibliograficas utilizadas no

desenvolvimento deste trabalho.
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2. Provadores automaticos de teoremas: fundamentos
tedricos

Desde que surgiu o primeiro computador moderno, a tecnologia computacional se
desenvolveu rapidamente. Hoje em dia, ndo se vé computadores sendo utilizados apenas para
resolver problemas de dificil computagdo, como realizar rapidamente uma transformada de
Fourier, ou inverter uma matriz de alta dimensdo, mas também sendo capazes de realizar
tarefas que podem ser chamadas de inteligentes se feitas pelo ser humano. Algumas dessas
tarefas podem ser: escrever programas, responder perguntas e provar teoremas [3].

A segunda metade dos anos 60 foi fenomenal no campo da inteligéncia artificial pelo
crescimento do interesse na prova automatica de teoremas. O interesse intenso generalizado
em provadores automéaticos de teoremas néo foi causado apenas pela crescente sensibilizagdo
de que a habilidade de realizar dedugdes I6gicas é uma parte integral da inteligéncia humana,
mas foi talvez mais um resultado do status das técnicas mecéanicas de provas de teoremas
desenvolvidas nos anos 60.

A base dos provadores automaticos de teoremas foi desenvolvida por Herbrand em
1930. Seu método era impraticavel de se aplicar até a invengéao do computador digital. Foi apés
o marcante artigo de J.A.Robinson em 1965, junto com o desenvolvimento do principio da
resolugcdo, que foram tomadas medidas importantes para se conseguir realisticos provadores
de teoremas implementados em computadores. Desde 1965, muitos refinamentos do principio
da resolucao foram feitos.

Paralelamente ao progresso nas melhorias das técnicas de provas automaticas de
teoremas ocorreu o progresso na aplicacdo de técnicas de provas de teoremas a vérios
problemas de inteligéncia artificial. Elas foram aplicadas inicialmente para responder questdes
dedutivas e posteriormente em resolver problemas, sintese de programas, andlise de
programas e muitas outras [3].

Desta forma, segue abaixo um detalhamento maior do teorema de Herbrand, onde
Herbrand basicamente afirma que em uma l6gica de primeira-ordem formal, se uma férmula na
forma prenex é satisfativel, entdo ela é satisfativel em um modelo que interpreta simbolos
I6gicos usando termos da prépria l6gica.

Por definicdo, uma férmula valida é uma férmula que é verdade sobre todas as
interpretacées. Herbrand desenvolveu um algoritmo para encontrar uma interpretacdo que
pode falsificar uma dada férmula. No entanto, se a dada férmula mantém-se valida, ndo pode
existir nenhuma interpretacdo e seu algoritmo ird parar depois de um ndmero finito de
tentativas. O método de Herbrand é a base para os mais modernos procedimentos de prova
automatica.

Desta forma, ao invés de provar se uma formula é valida, o algoritmo prova que a
negacéo da férmula é inconsistente. E apenas uma forma de conveniéncia. Ndo ha perda de
generalidade em usar procedimentos de refutacdo. No entanto, esses procedimentos de

refutacdo sdo aplicados a uma “forma padrdo” de uma férmula. Essa forma padrdo foi
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introduzida por Davis e Putnam. O que eles fizeram basicamente foi explorar as seguintes
idéias [3]:

1. Uma formula de l6gica de primeira ordem pode ser transformada na forma
normal prenex (ver apéndice 1) onde a matriz ndo contém nenhum
quantificador e o prefixo é uma seqiiéncia de quantificadores.

2. A matriz, desde que ndo contenha quantificadores, pode ser transformada em
uma forma normal conjuntiva (vide apéndice 1).

3. Sem afetar a propriedade de consisténcia, os quantificadores existenciais (3x)
no prefixo podem ser eliminados usando as fungbes de Skolem.

Resumindo, dado uma férmula na forma prenex, o processo de Skolemizacao resulta
da aplicagédo repetida da seguinte transformagédo que remove o primeiro dos quantificadores
existenciais [4]:

Vedy.R(z,y) <= Jfvz.R(z, f(x))

onde f € um novo simbolo de funcéo.

A seguir sdo dadas algumas definicbes para que se tenha um melhor entendimento do

trabalho:

Definicdo 1: Em l6gica matematica, um atomo ou férmula atémica é uma férmula que
ndo pode ser dividida em sub-férmulas, ou seja, uma férmula sem conectivos que representa

uma proposi¢ao.
Definicdo 2: Um literal em l6gica matematica € um atomo ou a negagao de um atomo.
Definicdo 3: Uma clausula é uma disjuncgéao de literais.

Definicdo 4: Uma constante é um valor fixo que pode ou néo ser especificado. Durante

o decorrer do texto seréo utilizadas as letras a, b, ¢ para denotar constantes.

Definicdo 5: Um termo em um dado sistema légico € o nome para um objeto do
universo de discurso (Indica o conjunto relevante de entidades as quais os quantificadores se
referem). Um termo é definido recursivamente como:

e Uma constante é um termo;
¢ Uma variavel &€ um termo;
¢ Um simbolo de funcdo aplicada a um termo é um termo.

Definicdo 6: Predicados sdo nomes que expressam propriedades ou relagdes a cercas

de objetos de um determinado dominio.

Entdo, Seja S um dado conjunto de formulas bem formadas e suponha que G seja uma
consequéncia ldgica de S (ou seja, que G segue logicamente de S), e relembrando um pouco
mais de légica, mais especificamente da definicdo de conseqiiéncia l6gica, se | € um modelo
de S, | é um modelo de G (em outras palavras, toda interpretagao que satisfaz S, satisfaz G

também). Nenhum dos modelos de S pode ser um modelo de =G e, portanto, nenhum modelo
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pode satisfazer S A {—G}. Desta forma, S A {—=G} deve ser insatisfativel. Portanto, se G é
consequéncia légica de S, S A {—G} é insatisfativel. Sabe-se que [5]:

Definicdo 7: Um conjunto de clausulas é insatisfativel (ou inconsistente) se e somente
se for falso sob todas as interpretagdes, em todos os dominios [5].

Dada a definicdo acima, pode-se perceber que é praticamente impossivel considerar
todas as interpretagfes sobre todos os dominios, e que seria uma boa possibilidade a de se
fixar em um dominio especial H, onde S é inconsistente se e somente se S é falso sob todas as
interpretagbes sobre este dominio. Felizmente, existe esse dominio que é chamado de
universo de Herbrand de S, definido como:

Definicdo 8: Seja S um conjunto de clausulas e Hy o conjunto de constantes que
aparecem em S:

e se nenhuma constante aparece em S, entao seja Hy = {a}
e parai=0,1,...., seja
Ho=HuT

onde T é o conjunto de todos os termos da forma f,(ty,t,...,t,) para todos os simbolos

de fungbes f, ocorrendo em S, onde t;, para j=1,...,n sdo elementos de H..

Cada H; é chamado de conjunto constante de nivel i de S e He (ou simplesmente H) é
chamado de Universo de Herbrand de S.

Na seqliéncia, por expressao pode-se entender um termo, um conjunto de termos, um
atomo, um conjunto de atomos, um literal, uma clausula, ou um conjunto de clausulas. Quando
nenhuma variavel aparece em uma expressao, ela € chamada de expressao basica (“ground”,
do inglés).

Assim, o Universo de Herbrand, coincide com o conjunto de termos basicos que sao
gerados a partir dos simbolos de constantes e dos simbolos funcionais que aparecem em S.
Podem acontecer trés situacoes [5]:

1. Se S contém ambos, constantes e fungdes (simbolos funcionais), entdo o Universo
de Herbrand sera sempre um conjunto infinito enumeravel.

2. Se S contém apenas constantes, o Universo de Herbrand serd o conjunto finito
daquelas constantes.

3. Se S nado contém constantes, uma constante, por exemplo a, é escolhida
arbitrariamente. Dependendo da presenca ou auséncia de simbolos funcionais em S, o
Universo de Herbrand sera infinito ou nao, respectivamente.

Exemplo 1: Seja S= {—p(f(X),g(X),h(Y)) v a(X),r(Y)}

Desde que nédo exista constante em S, seja entdo H, = {a}. Assim

Hi = Ho U {f(a),9(a),h(a)}

Hz = Hy U {f(f(a)), f(g(a)), f(h

Hy = Hx u { f(f(f(a))), f(f
, f(h(h(a))), g(f(f(a))), g(f(g(a)
» 9(h(h(a))), h(f(f(a))), h(f(g(a
» h(h(h(a)))}

f(h(g(a)))
g(h(g(a))
)

(h(g(a)))
h(h(g(a)))



Exemplo 2: Seja S= {p(a,b,f(X),g(Y),c)}
Uma vez que existe trés constantes — a, be c —em S, entao:
Ho = {a, b, ¢}
Hi = Ho L {f(a), g(a), f(b), g(b), f(c), g(c)}
Hz = Hq u {f(f(a)), f(g(a)), f(f(b)). f(a(b)), f(f(c)). H(a(c)), g(f(a)), g(a(a)), g(f(b)), g(a(b)),
g(f(c)), a(g(c))}

H.. = {a, b, ¢, f(a), g(a), f(b), g(b), f(c), g(c), f(f(a)), ...}

Definicdo 9: Seja S um conjunto de clausulas e seja H o Universo de Herbrand de S. O
conjunto dos atomos bésicos da forma P"(t;,t5,...,t,) para todos os predicados P" ocorrendo em
S, onde ty, t,, ..., t, sd0 elementos do Universo de Herbrand de S, é chamado de Base de
Herbrand, ou conjunto atémico de S e é denotado por Bs[5].

Exemplo 3: Seja S= {p(X) v q(X), r(f(X))}

Entdo, Bs = {p(a), a(a), r(a), p(f(a)), q(f(a)), r(f()),...}
Exemplo 4: Seja S= {—p(X,a,Y) v =p(b,X,Z) v q(Y,Z)}

Desde que S ndo tem simbolo funcional, o Universo de Herbrand de S é He = {a,b}.
Entao,

Bs = {p(a,a,a), p(a,a,b), p(a,b,a), p(a,b,b), p(b,a,a), p(b.a,b), p(b,b.a), p(b,b,b), a(a,a),
a(a,), a(b,a), a(b,b)}

Definicdo 10: Uma instancia basica de uma clausula C de um conjunto S de clausulas
€ uma clausula obtida pela substituicdo das variaveis em C por elementos do Universo de
Herbrand de S [5].

Exemplo 5: Seja S= {p(X),q(f(Y)) v r(Y)}, He = {a, f(a),f(f(a)),....}

A tabela 1 mostra algumas das instancias basicas das duas clausulas C1 e C2, de S.

C1: p(X) C2: q(f(Y)) v r(Y)
p(a) qa(f(a)) v r(a)

p(f(a)) q(f(f(a))) v r(f(a))
p(f(f(a))) q(f(f(f(a)))) v r(f(f(a)))

Tabela 1 — Instincias basicas das clausulas C1 e C2
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Definicdo 11: Seja S um conjunto de clausulas. Uma instanciagdo basica de S é o
conjunto de todas as instancias basicas de todas as suas clausulas e é denotada por Gs.

A seguir sera definida uma interpretacdo especial sobre o Universo de Herbrand de S,
chamada de Interpretagdo de Herbrand de S.

Definicdo 12: Seja [3]:

S — um conjunto de clausulas

H — o Universo de Herbrand de S

| — uma interpretagéo de S sobre H

| € uma Interpretacdo de Herbrand de S se satisfaz as seguintes condigoes:

1. | mapeia todas as constantes de S nelas préprias

2. Seja f um simbolo funcional n-ario e sejam hy, hy, .., h, elementos de H. Em |, af é
atribuida uma funcado que mapeia (h4, h,, .., h,) — um elemento de H, — a f(hy,h,,..,h,) — um
elemento de H.

Nao existe restricao com relagdo a atribuicdo para cada simbolo predicado em S, de
maneira que diferentes Interpretacbes de Herbrand podem existir dependendo de tais
diferentes atribuicbes. Desta forma, uma Interpretagdo de Herbrand | de um conjunto de
cldusulas S é qualquer subconjunto de Bs (a Base de Herbrand).

Uma Interpretacao de Herbrand é desta forma uma livre atribuicdo de valores verdade
(verdadeiro ou falso) a todos os atomos da Bs.

Definicdo 13: Seja [5]:

S — um conjunto de clausulas

H — o Universo de Herbrand de S

| — uma Interpretacdo de Herbrand de S sobre H

Se S é verdade em |, entdo | € um Modelo de Herbrand de S.

Exemplo 6: Seja S={p(X) v —=q(X), m(Y) v =g(a), q(Z)} um conjunto de cldusulas.

Desde que S tem Bs = {p(a),q(a),m(a),g(a)}, as possiveis 2|Bs| = 16 Interpretacdes de

Herbrand de S sao:

% {9(a)} {a(a).m(a)} {p(a).a(a),9(a)}
{p(a)} {p(a),q(a)} {a(a).g(a)} {p(a),m(a),g(a)}
{a(a)} {p(a),m(a)} {m(a),9(a)} {a(a),m(a),g9(a)}
{m(a)} {p(a),g(a)} {p(a),a(a),m(a)} {p(a),a(a),m(a),g(a)}

Tabela 2 — As dezesseis Interpretacoes de Herbrand de S
As interpretacdes que s@o modelos estao em negrito.

Um dos aspectos mais importantes da interpretacdo de Herbrand é que ndo é mais
necessario considerar o universo de todas possiveis interpretagdes e usar os objetos de cada
universo de toda forma possivel, dado que as interpretagées de Herbrand representam todas
as outras. Todas as interpretacdes de Herbrand compartiiham o mesmo universo — o Universo
de Herbrand. Isso significa que é apenas necessario considerar instancias obtidas substituindo

variaveis por elementos do Universo de Herbrand [5].
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Ao introduzir o universo de Herbrand, pode-se também considerar arvores semanticas.
Conseqlentemente encontrar uma prova de um conjunto de cladusulas é equivalente a gerar
uma arvore dessas.

Definicdo 14 [3]: Se A é um atomo, entédo os dois literais A e —A séo ditos ser um o
complemento do outro, e o conjunto {A, —A} é chamando par complementar.

Definicdo 15 [3]: Dado um conjunto S de clausulas, seja A o conjunto atdbmico de S.
Uma arvore seméntica de S é uma arvore T, onde cada ligacdo estd conectada com um
conjunto finito de atomos ou negacdes de atomos de A de tal forma que:

1 — Para cada no N, existem apenas finitas ligacdes imediatas L,...L, de N. Seja Q; a
conjungao de todos os literais no conjunto conectado a L, i=1, ..., n. Entdo, Q; v Qo v ... vQ, é
uma férmula proposicional valida.

2 — Para cada né N, seja I(N) a unido de todos os conjuntos conectados as ligagbes do
galho de T para baixo e incluindo o N. Entao I(N) ndo contém nenhum par complementar.

Definicdo 16 [3]: Seja A = {A4, Az, ..., A, ...} 0 conjunto atémico de um conjunto S de
cldusulas. Uma arvore semantica de S é dita completa se e somente se para cada né ponta N
da arvore semantica, que €, um n6 que nao possui ligacées saindo dele, I(N) contém ou A, ou
—Ajparai=1,2,....

Exemplo 7 [7]: Considere S = {P(x), Q(f{(x))} e o conjunto atdmico de S seja {P(a), Q(a), P(f(a)),

Q(f(a)), P(f(f(a))),...} a &rvore seméntica de S é a seguinte:

Qf(a) ~Q(f(a)) Qifta)/ * ~Qif(a)

P(f(a)) ~Pif(a))

Tlustracdo 2.1 — Arvore semantica do exemplo 7

Definicdo 17 [3]: Um n6 N é um n¢ de falha se |(N) falsificar alguma instancia basica
de uma clausula em S, mas I(N’) nao falsificar nenhuma instancia basica de uma clausula em S
para todo né N que é ancestral de N.

Definicdo 18 [3]: Uma arvore seméantica T é dita fechada se e somente se todo galho
de T terminar em um no de falha.

Definicdo 19 [3]: Um ndé N de uma arvore seméntica fechada é dito um né de

inferéncia se todos os nés imediatamente descendentes de N sido ndés de falha.
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Exemplo 8 [7]: Seja S = {P, Qv R, =P v —=Q, =P v =R}. O conjunto atémico de S é A = {P, Q,
R}. A figura 2.2(a) € uma arvore semantica completa de S, enquanto a figura 2.2(b) € uma

arvore semantica fechada de S.

Fig. 2.2 (a)

Tlustracdo 2.2 — Arvore semantica completa de S e Arvore semantica fechada de S do exemplo 8

Desta forma, para testar se um conjunto S de clausulas é insatisfativel, é preciso
apenas considerar interpretacdes sobre o universo de Herbrand S. Se S é falso sob todas as
interpretagbes sobre o universo de Herbrand de S, entdo é possivel concluir que S é
insatisfativel. Desta forma, podemos organizar as possiveis interpretacées de duas maneiras:

1 — Um conjunto S de clausulas é insatisfativel se e somente se, correspondendo a
toda arvore semantica completa de S, exista uma arvore semantica finita fechada.

2 — Um conjunto S de clausulas ¢ insatisfativel se e somente se existe um conjunto
finito insatisfativel S’ de instancias de cldusulas basicas de S.

A segunda versao do Teorema de Herbrand sugere um procedimento de refutagao. Isto
€, dado um conjunto insatisfativel de clausulas S para provar, se existe um procedimento
mecanico que gere sucessivamente conjuntos Sy, S, ... , S,, ... de instancias basicas de
clausulas em S e pode sucessivamente testar Sy’, Sy, ... para a insatisfatibilidade, entdo, como
€ garantido pelo teorema de Herbrand, esse procedimento pode detectar um N finito que Sy’ é
insatisfativel [3].

Com base nas teorias acima, Gilmore foi uma das primeiras pessoas a implementar o
procedimento de Herbrand em um computador. Seu programa foi desenvolvido para detectar a
inconsisténcia da férmula dada. Durante a execugéo do seu programa, eram gerados conjuntos
sucessivos de Sy, S¢’,... onde S é o conjunto de todas as instancias basicas obtidas trocando
as variaveis em S pelas constantes do conjunto de constantes nivel-i H. Como cada S; é uma

conjuncado de clausulas basicas, pode-se usar qualquer método disponivel na Ildgica
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proposicional para checar a sua insatisfatibilidade. Ele utilizou o método da multiplicagéo (ver
apéndice 1) [3].

O programa de Gilmore foi feito para provar férmulas simples, mas encontrou
dificuldades decisivas com a maioria das outras férmulas da I6gica de primeira ordem. Estudos
cuidadosos do seu programa revelaram que seu método de testar a inconsisténcia de uma
férmula proposicional era ineficiente. O método de Gilmore foi melhorado por Davis e Putnam
(1960), meses depois de seus resultados serem publicados. No entanto, esses melhoramentos
nao foram suficientes. Muitas férmulas validas da légica de primeira ordem ainda ndo puderam
ser provadas por computadores em uma quantidade razoavel de tempo.

Um grande avanco foi feito por Robson (1965), que introduziu o chamado principio da
resolugdo. O procedimento de prova por resolugcdo é muito mais eficiente que os
procedimentos anteriores. Desde a introducao do principio da resolugao, muitos refinamentos

foram sugeridos como tentativas de aumentar a sua eficiéncia.
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3. Estado da arte: Provadores automaticos de teoremas
em légica de primeira ordem

Antes de falar sobre os provadores automaticos de teoremas em logica de primeira
ordem, é necessario falar da “Conference on Automated Deduction (CADE)" que é o principal
férum internacional para a apresentacdo de pesquisas em todos os aspectos da deducéo
automatica. A primeira conferéncia realizou-se em 1974 no “Argonne National Laboratory”
proximo de Chicago. Os CADEs anteriores eram geralmente bienais, mas desde 1996 que o
CADE passou a ser anual. E desde 2001, o CADE juntou-se com outras conferéncias para
formar a “International Joint Conference on Automated Reasoning (IJCAR)” [6].

Para estimular a pesquisa e desenvolvimento de sistemas na &rea dos provadores
automaticos de teoremas e para expor sistemas de provas automaticas para dentro e fora da
comunidade dos provadores automaticos de teoremas, uma competicao, a “CADE ATP System
Competition (CASC)”, é realizada a cada conferéncia da CADE. A CASC avalia o desempenho
dos sistemas provadores automaticos de teoremas, totalmente automaticos, em légica de
primeira ordem. A avaliacdo é em termos de:

e O numero de problemas resolvidos;

e 0 numero de problemas resolvidos com uma solugéo de saida;

e e a média de tempo de execucgao dos problemas resolvidos.

No contexto de:

e Um ndmero limitado de problemas qualificados, escolhidos da “TPTP (“Thousands of
Problems for Theorem Provers”, que em portugués significa: milhares de problemas
para provadores de teoremas) Problem Library”, cuja descricdo segue abaixo;

e e um determinado tempo limite para cada tentativa de solugéo.

A TPTP é uma biblioteca de testes para os problemas de provas automaticas de
teoremas (cuja sigla em inglés é ATP (Automated Theorem Proving)). O TPTP abastece a
comunidade de ATP com [8]:

e Uma biblioteca completa de problemas para testar provadores automaticos que estao
disponiveis hoje, a fim de proporcionar um resumo e um simples mecanismo claro de
referéncia;

e uma lista completa de referéncias e outras informagbes interessantes para cada
problema;

e novas variagcbes generalizadas de problemas cuja apresentagcao inicial € para um
provador automatico especifico;

e instancias de tamanhos arbitrérios de problemas genéricos (por exemplo, o problema
das n-rainhas);

e um utilitario para converter os problemas para formatos de provadores automaticos

existentes.
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Além disso, a competicdo CASC possui divisdes por areas. Durante os anos o nimero
de divisdes foi mudando e as préprias divisdes também. Mas no ultimo CASC, que ocorreu no
dia 17 de julho de 2007 em Bremen na Alemanha, a competi¢ao se dividiu em seis classes [9]:

e Adivisdo FOF (“first-order form non-propositional theorems”): axiomatica FOF com uma
conjectura provavel
o Duas categorias de problemas (para andlise da especificacao);
o Duas classes de classificagao (para andlise da capacidade);

e Adivisdo CNF (“mixed clause normal form really non-propositional theorems”): conjunto

de clausulas insatisfativeis
o Cinco categorias de problemas;
o Duas classes de classificagéo;

e A divisdo FNT (“first-order form non-propositional non-theorems”): possiveis axiomas
FOF(“Problemas formulados na sintaxe completa de légica de primeira ordem”) com
conjecturas que nao podem ser provadas

o Duas categorias de problemas;
o Duas classes de classificagdo;

e A divisdo SAT (“clause normal form really non-propositional non-theorems”): conjunto

de clausulas satisfativeis
o Duas categorias de problemas;
o Duas classes de classificagdo;

e A divisdao EPR (“effectively propositional clause normal form theorems and non-

theorems”): conjunto de clausulas finitas
o Duas categorias de problemas;
o Uma classe de classificagao;

e A divisdo UEQ (“unit equality clause normal form really non-propositional theorems”):

clausulas de unidade equitativas insatisfativeis
o Uma categoria de problema;
o Uma classe de classificagao;

Baseado na competicdo e suas divisbes acima citadas, segue um detalhamento de

alguns dos vencedores das categorias e alguns dos melhores provadores autométicos de

teoremas em logica de primeira ordem.

3.1 E-SETHEO

O E - SETHEO é um provador automatico de teoremas composicional com estratégia
paralela. Combina uma variedade de provadores de teoremas de alto desempenho e
procedimentos de decisdo especializados em um dos mais poderosos sistemas ATP
disponiveis. A idéia central do framework E - SETHEO é deixar diferentes procedimentos de

busca de provas competirem por recursos para resolver um determinado problema.
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O E - SETHEO utiliza uma série de diferentes mecanismos de inferéncia para realizar
diferentes célculos e utiliza diferentes heuristicas para isso. Existem dois modos distintos de
prova: modo de treinamento e modo de aplicacdo. No modo aplicagéo, o provador é totalmente
automatico. Ele é executado em trés diferentes fases:

e Normalizagédo do problema;
e classificagdo do problema e selecédo do cronograma;
e e busca da prova (estratégia paralela).

No modo de treinamento, uma interagdo minima do usudrio é necessaria. O
treinamento consiste de uma Unica etapa complexa (envolvendo normalizagao e classificacdo
para todos os conjuntos de problema):

e Otimizagao do cronograma

A seguir, sera explicada cada uma das fases [10]:

e Normalizagdo do problema - Numa primeira etapa, o formato do problema é
reconhecido, e o problema é transformado na forma normal de clausula. Além
disso, este problema é ainda mais simplificado o tanto quanto for possivel. O
resultado & uma representacao do problema da prova em um formato que é
(apds eventuais transformagoes triviais) acessivel para todas as maquinas de
inferéncia de propdsito geral do sistema.

e (lassificacdo do problema e selecao do cronograma — Na segunda fase, o
problema é classificado de acordo com um conjunto de propriedades simples
do problema. O sistema verifica essas propriedades e define qual a classe do
problema. Para cada uma das classes resultantes, o provador seleciona um
cronograma para as diferentes estratégias. Esse cronograma contém uma
lista de tuplas (estratégia, limite de tempo), de tal forma que a soma de todos
os tempos limites individuais € igual ao limite de tempo total para cada
tentativa de prova.

e Busca da prova — Na fase final, o provador executa cada estratégia com o
tempo limite atribuido. Ela para logo que uma das estratégias puder
determinar o status do problema (por encontrar uma prova ou, mostrando que
0 problema ndo tem uma prova). Em principio, as estratégias podem ser
executadas em paralelo, quer em um Unico processador, em um sistema
SMP, ou em um conjunto de computadores. No entanto, na experiéncia dos
desenvolvedores, a sobrecarga para a distribuicdo do problema, e um grande
esforco para a manutencdo da versdo paralela, ndo valem a pena. Na
implementacao atual, o E-SETHEO faz a pesquisa da prova seqglencialmente,
ou seja, as estratégias sdo executadas uma apds a outra, em uma ordem fixa.

e (Otimizagdao do cronograma — Sabe-se que diferentes dominios de aplicacdo
exigem diferentes estratégias de busca da prova. A fim de adaptar o E -
SETHEO a um determinado dominio, todas as estratégias sdo executadas em

uma amostra representativa de problemas. Em seguida, aplica-se uma
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combinagdo de otimizagao genética e escalonamentos (“hill-climbing”) para
encontrar um (aproximadamente) 6timo conjunto de cronogramas para esta
amostra. Se a amostra é bem escolhida (ou suficientemente grande), os
cronogramas gerados geralmente mostram um excelente desempenho ao

longo de todo o dominio.

O sucesso do E - SETHEO pode ser parcialmente explicado pelo conceito de

estratégias paralelas e pela facil adaptacdo a um determinado dominio exigido. No entanto,

uma outra importante razdo € o nimero de excelentes maquinas de inferéncia utilizadas para

as diferentes estratégias. E - SETHEO emprega provadores em trés paradigmas muito

diferentes. Cada um destes provadores estéd entre os melhores sistemas de alto desempenho

em sua classe. Além disso, ele também usa procedimentos de decisdes especiais para

problemas proposicionais e finitamente bésicos, bem como estratégias de cooperagao

baseadas no lema de intercAmbio entre os diferentes sistemas [10]:

SETHEO - SETHEO é um provador de teoremas baseado no modelo do
célculo de eliminacdo. No E - SETHEO, varias versées do SETHEO com
diferentes estratégias de busca e diferentes pré-processadores sao utilizados
como estratégias distintas.

E — E é um provador de teoremas baseado em saturacdo numa visao
puramente equacional. Combina superposicdo com reescrita e um grande
ndmero de técnicas de eliminacao de redundancia. Atualmente, o E é utilizado
no modo automatico como uma estratégia Unica do E - SETHEO.

DCTP — DCTP é o mais recente motor de inferéncia. Trata - se de um provador
de teoremas baseado no calculo de tableaux desconexos, estendido com
regras de igualdade de tratamento. A forca especial do DCTP é a capacidade
de encontrar modelos para uma classe bastante grande de conjuntos de
clausulas satisfativeis.

Eground e SEMPROP — O procedimento de “grouding” chamado Eground e
o0 (estendido) provador proposicional SEMPROP, juntos, formam um
procedimento de decisdo para a classe de problemas CNF em um universo
finito de Herbrand. O Eground transforma tais problemas em (espera-se que
em pequenos) problemas proposicionais, utilizando técnicas baseadas em
constantes, divisdo de clausulas, e simplificacdes para lidar com os problemas
gue ainda sao impossiveis de resolver com abordagens simples. SEMPROP é
entdo usado para decidir o problema resultante.

Estratégias complexas - Além de estratégias baseadas em um Unico célculo
ou idéia, o E - SETHEO utiliza também estratégias complexas, em que
diferentes provadores colaboram entre si para resolver o problema. A maioria
delas é escolhida com base em um conjunto de provadores, onde um sistema

€ usado como um pré-processador para simplificar o problema para o outro
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sistema, ou no lema da troca, onde o problema é modificado pela adigao de
resultados intermediérios de outros provadores.

Além disso, o E-SETHEO venceu algumas competi¢cdes tais como o CASC-17 nas
classes MIX e na SEM e ficou em terceiro lugar na classe FOF. J4 no CASC-JC, o E-SETHEO
venceu nas classes FOF, MIX, classe essa onde dividiu o prémio com o Vampire, e na classe
EPR. Além disso, ficou em terceiro lugar nas classes UEQ e SAT da mesma competicdo acima
citada.

3.2 Vampire

O intuito inicial do Vampire era o de criar um protétipo de provador que pudesse
ajudar na pesquisa de algoritmos eficientes e estruturas de dados para resolucdo e
paramodulacao (ver apéndice 2). Inicialmente esse prot6tipo serviu para dois propdésitos [11]:

e Com a analise do comportamento do sistema, permitiu aos desenvolvedores identificar
gargalos de desempenho, formular problemas de implementacdo relacionados e
verificar quais técnicas poderiam funcionar melhor.

e Verificar a necessidade de otimizagdes propostas, onde em muitos casos poderiam ser
feitas medindo o progresso global em termos do nimero de problemas que poderiam
ser resolvidos com os recursos computacionais disponiveis.

Depois dessa fase, quando o Vampire ganhou maturidade e provou ser eficiente na
resolucdo de problemas ndo-triviais, os desenvolvedores analisaram e viram que 0 mesmo
poderia ser usado como base para desenvolver um provador automatico de teoremas que
poderia ser usado em um grande nimero de d&reas de aplicagdo, em particular, no
desenvolvimento formal em hardware e software e na representacdo de conhecimento.

Apds essa fase, como 0 escopo era grande, os desenvolvedores decidiram refina-lo
para que o Vampire fosse principalmente eficiente em encontrar boas solugbes para problemas
algoritimicamente basicos de busca de provas, utilizando resolu¢édo e paramodulagédo. E num
nivel mais baixo de importancia, encontrar formas de melhorar o desempenho do sistema.

Com o escopo definido, pode-se falar do projeto Vampire propriamente dito. O projeto
foi originado na universidade Uppsala onde o PhD Andrei Voronkov criou de 1993 até 1995 o
primeiro proto6tipo, que basicamente implementava uma resolugéo binaria.

Em 1998, o Dr. Alexandre Riazanov que também fazia parte do projeto nessa época,
decidiu que o sistema poderia ser mais robusto e poderia suportar um calculo mais eficiente de
resolugdo ordenada e superposicao. O projeto original foi inspirado na implementacdo do
OTTER (primeiro provador de teoremas de alto desempenho largamente utilizado). A
prioridade mais alta foi dada ao desenvolvimento e experimentacdo com algoritmos eficientes e
estrutura de dados para operagdes basicas de busca de provas baseado em saturagao (ver
apéndice 2), em particular técnicas de indexacdo de termos e procedimentos praticos de
saturagdo. A competitividade foi aumentando na mesma medida que o projeto progredia, e
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desde 0 ano de 1999 o projeto Vampire vem participando de todas as competigcbes do CASC
[11].

Em 1999, com a total re-implementacdo do protétipo, surgiu a versdo 0.0 que
implementava o método de resolugdo ordenada e de superposi¢do, com algumas técnicas de
simplificacdo basicas. Desde entdo a arquitetura do sistema ficou estavel e o desenvolvimento
passou a ser incremental.

A implementagdo do Vampire 0.0 caracterizava-se pelo uso de varias técnicas de
indexagdo, nem sempre muito eficientes, para implementar todas as operagbées de busca
requeridas em conjunto de termos e clausulas. Segundo os desenvolvedores, provavelmente a
caracteristica mais importante introduzida nessa versao foi a da estratégia de recursos
limitados, destinada a tornar mais eficiente a busca de provas na presenga de um tempo limite.

No CASC-16 (1999), o Vampire ficou em segundo lugar em uma das mais importantes
divisbes da época, a divisdo CNF (problemas de varios tipos na forma normal de clausulas).
Posteriormente, o vencedor E-SETHEO (acima citado) foi desqualificado por alguns problemas,
e desta forma, o prémio ficou com o Vampire.

A versdo do ano 2000, Vampire 1.0, melhorou significativamente as técnicas de
indexacéo, conhecidamente como maior gargalo de desempenho. E, além disso, passou a ter
um procedimento alternativo de saturacéo, o algoritmo DISCOUNT, inspirado no SPASS e E
(outros provadores automaticos de teoremas).

A performance do Vampire no CASC-17 ndo foi muito boa, ficando apenas com o
quarto lugar na divisdo CNF, embora, combinado com o gerador de clausulas FLOTTER,
venceu a divisdo FOF.

Até 2001, os desenvolvedores do Vampire deram pouca atencédo a flexibilidade das
estratégias de definicdo. No Vampire 2.0 eles deram mais atencdo a essa area e definiram
varios esquemas de selecédo de literais e com isso garantiram um aumento em termos de
nuameros de problemas resolvidos. Junto com uma série de mudangas menos importantes, o
Vampire 2.0 passou para o primeiro lugar no CASC-JC nas classes de seguranga (apenas a
resposta “insatisfativel” e “satisfativel” é requerida) e na classe de provas (a prova de alguma
forma é requerida) [11].

Durante o periodo anterior de 2001, o Vampire sé trabalhava com formas normais de
clausulas. Mas ap6s esse periodo, especificamente no ano acima citado, Andrei Voronkov
implementou um componente pré-processador que fazia conversdao em cldusulas e algumas
transformagées simplificadoras adicionais, como expansdes de alguns predicados e definigdes
de fungbes. Com isso, o Vampire tratava-se basicamente de um sistema que consistia de um
nucleo baseado em resolugao e superposicao e do pré-processador. Apesar da pouca idade do
pré-processador o sistema ficou na terceira colocagao na divisdao FOF do CASC-JC.

Em 2002, os esforgos dos desenvolvedores se concentraram na melhoria da eficiéncia
em problemas com igualdade, mais especificamente em problemas de igualdade unitaria.
Desta forma, o Vampire 5.0 caracterizou-se pela implementagdo altamente melhorada da

indexacdo modulada e pela checagem refinada de ordenacao de constantes. Nas demais
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versées do Vampire, o pré-processador foi conectado ao nucleo através de alguns codigos
desenvolvidos pelos programadores do Vampire [11].

No CASC-18, o Vampire 5.0 ganhou ambas as classes da divisdo CNF e da divisao
FOX. A partir dai, o Vampire vem ganhando em todos os anos as divisdes CNF e FOF. No ano
de 2007, a versao do Vampire que venceu a divisdo CNF foi a 8.1 e a que venceu a FOF foi a
9.0.

Desde 2002 para ca muitos melhoramentos foram feitos, mas todos mantendo a
mesma base. Desta forma, a Ultima versdo do Vampire funciona utilizando-se de muitas
técnicas eficientes para realizar a maioria das operagdes nos conjuntos de termos e cldusulas.
Além disso, um algoritmo em tempo de execug¢ao é utilizado para acelerar algumas operagdes
custosas (outro melhoramento), tal como, controlar a ordenacao das constantes.

E apesar do nucleo do Vampire continuar trabalhando apenas com formas normais de
clausulas, o pré-processador aceita o problema em sintaxes especificas de cada area,
transforma-o em clausulas e faz uma série de transformagbes, onde apds isso, passa o
resultado para o nicleo. Quando o teorema é provado, o sistema produz uma prova verificavel
que atende as exigéncias das classes do CASC que ele disputa [12].

Abaixo, segue uma imagem do Vampire em execugao:

"=+ MIV - Minimal Interface to Vampire

File Help
Query Form
(parent ?x ?y) Ask
Ask
Bindings :
Timeout: :
Proof Result
I[ Clear ]
Bindings:

(?Y = henry, ?X = peter)

Proof:

1 [KB]

(parent peter henry)

2 [KB]

(not (parent ?X0 ?X1))

3[2]

(or (not (parent ?X0 ?X1)) ($ answer ?X1 ?X0))
4[1,3]

($ answer henry peter)

Ilustracdo 3.1 — Interface criada para a utilizacio do Vampire

3.3 Paradox

O Paradox € um provador automético de teoremas desenvolvido por Koen Lindstrém
Claessen e Niklas Sérensson na “Chalmers University of Technology”. Ambos utilizaram a
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linguagem Haskell no seu desenvolvimento e o Paradox é regido pelos termos da licenga GNU

(software livre) [13].

Tlustracéo 3.2 — Simbolo do Paradox

Existem muitos métodos para encontrar modelos finitos de conjuntos de clausulas de
l6gica de primeira ordem (FOL). Os dois estilos mais bem sucedidos de métodos séao
usualmente chamados: estilo de métodos MACE, chamado dessa forma apés a ferramenta
MACE de McCune, bem como o estilo de métodos SEM, chamado dessa maneira apds a
ferramenta SEM de Zhang e Zhang [14].

O estilo de métodos MACE transforma o conjunto de clausulas FOL e um tamanho de
dominio em um conjunto de clausulas de logica proposicional através da introdugao de
variaveis proposicionais representando a funcao e tabelas de predicado, e consecutivamente
achatando e instanciando as clausulas do conjunto de clausulas. Um provador de teoremas de
l6gica proposicional, também chamado solucionador SAT, é entdo usado para atacar o
problema resultante.

O estilo de métodos SEM realiza uma busca diretamente sobre o problema sem
converté-lo em uma simples logica. Uma busca de “backtracking” basica apoiada por
poderosos métodos de propagacao, baseados principalmente na exploragdo da igualdade, sao
utilizados para a busca de interpretacées de funcdes e tabelas de predicado. Um principio
denominado reducdo simétrica é usado para evitar buscas por modelos isomérficos
repetidamente.

No Paradox, os desenvolvedores implementaram um conjunto de novas técnicas de
geracdao de modelos finitos para l6gica de primeira ordem desordenada. Estas técnicas
melhoraram consideravelmente a idéia béasica por tras do programa MACE. As principais
contribuicdes do Paradox no MACE sao [14]:

e O principal problema no estilo de métodos MACE ¢ a instancia¢do de clausulas, que é
exponencial no nimero de variaveis de primeira ordem em uma clausula. No Paradox,
foi criada uma nova heuristica polinomial para a quebra de clausulas. Além disso, uma
técnica completamente nova de reducdo de variaveis foi criada, denominada
definicbes de termos.

e A busca de um modelo passa por fases consecutivas de tamanhos de dominios
crescentes. Nos algoritmos atuais, ndo existe quase nenhuma ligagédo entre as buscas

por modelos de diferentes tamanhos. O Paradox faz uso de um verificador de

28



satisfatibilidade incremental, a fim de reutilizar informagdes sobre buscas falhas de um
modelo de tamanho s na busca de um modelo de tamanho s + 1.

e Os buscadores de modelos do estilo SEM fazem uso de técnicas a fim de reduzir as
simetrias na busca do problema. O Paradox foi o primeiro a adaptar as mesmas
técnicas num framework de estilo MACE. A contribuicdo do Paradox é que quando se
utiliza um resolvedor SAT, o Paradox aplica a reducéo de simetria estaticamente, isto
€, adicionando constantes extras, enquanto os métodos do estilo SEM aplicam-na
dinamicamente, ou seja, durante a busca.

e Sabe-se que informagbes ordenadas podem ajudar na busca por modelos. No
entanto, o Paradox trabalha com problemas desordenados, e por isso, necessita criar
modelos desordenados. Os desenvolvedores do Paradox implementaram uma espécie
de algoritmo de inferéncia, que automaticamente encontra informagées ordenadas
apropriadas para problemas desordenados. Este tipo de informag&o pode ser utilizado
de diversas formas para reduzir a complexidade do problema de busca do modelo,
enquanto ainda é buscado um modelo desordenado.

Além disso, o mais popular algoritmo béasico para resolver SAT é o procedimento DPLL,
que é um procedimento de “backtracking” baseado em propagacdo unitaria. Versdes mais
modernas deste algoritmo normalmente incluem diversas melhorias, tais como heuristicas para
selecao de variaveis, “backjumping”, aprendizagem de conflitos, etc..

No contexto do Paradox, a aprendizagem de conflitos € o principal interesse. Ela
permite que o processo possa aprender a partir de erros anteriores. Concretamente, para cada
contradigcdo que ocorre durante a busca, a razdo do conflito € analisada, resultando em uma
cldusula aprendida que pode evitar situagdes semelhantes em partes de buscas futuras. Desta
forma, um conjunto de clausulas de conflitos é recolhido durante a busca, representando
informacgdes sobre aquela busca.

Como parte do Paradox, os desenvolvedores implementaram uma versao do algoritmo
DPLL, estendido com a possibilidade de resolver incrementalmente uma sequéncia de
problemas. A idéia que o sistema quer se beneficiar € com a semelhancga entre a seqiiéncia de
instancias SAT, geradas pelas codificagdes proposicionais que foram criadas pelo Paradox
para cada tamanho de dominio. Isto é feito pela manutencdo das clausulas aprendidas que
foram geradas pela busca de uma insténcia na préxima busca.

Resumindo, o Paradox € um buscador de modelos em dominios finitos de légica de
primeira ordem com igualdade. Além disso, ele € um buscador de modelos do estilo MACE,
gue basicamente traduz um problema de primeira ordem em uma seqiiéncia de problemas
SAT, que séo resolvidos por um solucionador SAT [15].

O Paradox venceu a classe SAT dos CASC dos anos de 2003, 2004, 2005 e 2006. No

ano de 2007, ele venceu tanto a classe SAT quanto a classe FNT do CASC-21.

29



3.4 Darwin

Darwin € um provador automatico de teoremas para légica de primeira ordem. Ele
aceita problemas formulados nos formatos TPTP ou TME, onde problemas nao clausais sao
convertidos em problemas clausais usando o provador E (provador de teoremas equacional,
que ja foi citado anteriormente). A igualdade ndo é construida na versdao atualmente
implementada do calculo, € ao invés disso, automaticamente axiomatizada para um
determinado problema. O Darwin é um procedimento de decisdo para conjuntos de clausulas
livres de funcdo, e é em geral mais répido e tem um desempenho melhor sobre esses
problemas do que abordagens proposicionais [16].

O Darwin é a primeira implementagao do célculo de evolugdo de modelos. O célculo de
evolucao de modelos eleva o procedimento proposicional DPLL para a loégica de primeira
ordem. Uma das principais motivagbes para esta abordagem foi a possibilidade de migrar para
o nivel de primeira ordem, algumas das técnicas mais eficazes de busca desenvolvidas pela
comunidade SAT para o procedimento DPLL [17].

A versdo atual do Darwin implementa versées de primeira ordem de regras de
inferéncia de unidade de propagacdo analogamente a uma forma restrita de unidade de
resolucdo e inclusédo por clausulas unitarias. Para manter a integralidade, o Darwin inclui uma
versao de primeira ordem da regra de inferéncia proposicional.

A busca de prova no Darwin comeg¢a com uma interpretagdo padrdo de um dado
conjunto de cldusulas, que esta expandindo-se no sentido de um modelo ou, até uma refutagao
ser encontrada. O espaco de busca é explorado por aprofundamento iterativo sobre a
profundidade do termo de literais candidatos. Darwin emprega uma estratégia de busca
uniforme para todas as classes de problemas.

A estrutura central de dados € o contexto. Um contexto representa uma interpretacao
como um conjunto de literais de primeira ordem. O contexto é desenvolvido usando instancias
de literais das cldusulas de entrada. A implementacdo do Darwin destina-se a suportar
operacdes basicas nos contextos de uma forma eficiente. Isso envolve a manipulagéo de
grandes conjuntos de literais candidatos para modificar o contexto atual. Os literais candidatos
sdo computados através de simultaneas unificagbes entre dadas clausulas e literais do
contexto. Este processo é rapido pelo armazenamento parcial dos unificadores para cada
clausula dada, e fundindo-as em diferentes combinagdes de literais do contexto, ao invés de
refazer os calculos dos unificadores parciais [16].

Para aumentar a eficiéncia da filtragem dos candidatos desnecessarios que estao junto
com os literais do contexto, indexagéo por arvores discriminatdrias ou arvores de substituicao
sdo empregadas. A regra de divisdo gera pontos de escolha na derivacao que sao retrocedidas
usando a forma de “backjumping”, semelhante a que foi utilizada no DPLL — provador baseado
no SAT. Também semelhante aos provadores SAT, lemas podem ser aprendidos com ramos
fechados e utilizados para podar o restante do espago de busca [16].

A Versédo 1.3 do Darwin pode ser usada como um buscador de modelos finitos para

l6gica de primeira ordem com igualdade. A abordagem é semelhante a outros buscadores de
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modelos finitos como o Paradox, mas, em vez de transformar um problema em ldgica
proposicional, ele é convertido em I6gica de primeira ordem livre de fungéo [16].

O Darwin 1.3 venceu a classe EPR no CASC - J3, concurso realizado em 2006, e a
variante do buscador de modelos finitos do Darwin conseguiu o terceiro lugar na classe SAT,

da mesma competicado. Além disso, o Darwin 1.3 venceu a classe EPR no CASC-21.

3.5 Waldmeister

O WALDMEISTER é um provador de teoremas para logica equacional de primeira
ordem com cldusulas unitarias como axiomas, baseado no procedimento de complemento de
Knuth-Bendix (ver Apéndice 2) . Durante o desenvolvimento do WALDMEISTER o objetivo
principal foi ser eficiente em todo o processo. Para isso, os desenvolvedores seguiram um
paradigma de abordagem da engenharia, onde analisando provadores tipicos baseados em
saturagao, eles reconheceram uma estrutura légica de trés niveis [18].

Os desenvolvedores analisaram esses trés niveis com respeito aos pontos criticos
responsaveis pela performance global dos provadores. Quando necessario, as questdes de
como atacar esses pontos criticos foram respondidas por experimentagbes extensas e
avaliagbes estatisticas. No contexto do WALDMEISTER, um experimento é uma comparagao
quantitativa de diferentes implementagdes da mesma funcionalidade no mesmo sistema. Isso
foi possivel porque a modularidade foi um dos principios basicos do sistema.

Desta forma, a base para o desenvolvimento do sistema foi o0 modelo de trés niveis
l6gicos dos provadores baseados em completude. Quando se realiza procedimentos de
completude em provadores, isto conduz a um grande conjunto de algoritmos deterministicos e
parametrizados. Dois parametros principais sao tipicos para esse tipo de provador: a reducao
ordenada e a heuristica de busca para guiar a prova. A escolha desses dois parametros para
uma dada busca forma o nivel mais alto do WALDMEISTER [19].

O nivel intermediario desse sistema é uma maquina de inferéncia, que agrega as
regras de inferéncia dos calculos de prova dentro do loop principal. Esse loop é deterministico
para qualquer escolha fixa de redugdo ordenada e heuristica de selegdo. Uma grande
quantidade de tempo € usada e muitos experimentos sdo necessérios para avaliar agregagoes
diferentes desses parametros até que uma boa combinacao seja encontrada [19].

O nivel mais baixo fornece algoritmos eficientes e sofisticados, e estruturas de dados
para a execugdo das operagdes basicas que sdo mais freqiientemente utilizadas, por exemplo,
comparagdo, unido, armazenamento e recuperagcdo de dados. Estas operagcées consomem a
maior parte do tempo e da memoria [19].

Basicamente o que a arquitetura do WALDMEISTER faz é, ao aplicar o complemento
de Knuth-Bendix, ele satura a axiomatiza¢do dada até que o objetivo possa ser mostrado por
diminuigao e/ou reescrita. A saturagao é realizada em um loop que trabalha em um conjunto de
ocorréncias esperadas (pares criticos) e um conjunto de ocorréncias aplicaveis. Dentro do loop,

o WALDMEISTER basicamente executa os seguintes passos [19]:
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Seleciona uma equagao no conjunto de pares criticos.
Simplifica esta equagao para uma forma normal (e a descarta, se ela for trivial).
Modifica o conjunto de regras atual, de acordo com a equagao.

Gera todos 0s novos pares criticos.

o 0D~

Adiciona a equacgao no conjunto de regras.
Como ja foi dito, o principal objetivo durante o desenvolvimento do WALDMEISTER era o
de construir uma maquina de inferéncia de alta performance depois de ser coberto por
estratégias de selecao sofisticadas. Gracgas as estruturas de dados e algoritmos utilizados no
WALDMEISTER e com o controle flexivel do nivel intermediario, os desenvolvedores
conseguiram seu obijetivo.

Seguindo a abordagem de desenvolvimento da engenharia que ja foi citada acima, o
WALDMEISTER é muito eficiente (no que diz respeito ao tempo e a memoria utilizada). O
WALDMEISTER ndo s6 mostra uma alta taxa de inferéncia, mas também utiliza
economicamente os recursos de memoéria e, conseqlentemente, evita diminuicao de
desempenho. Mas como o sistema esta em constante construgdo, ele ainda possui alguns
pontos fracos que precisam ser melhorados com o tempo, como por exemplo, melhorar as
estratégias de buscas.

O WALDMEISTER foi codificado na linguagem de programacéao C. Inicialmente ele foi
desenvolvido para funcionar sobre o sistema operacional da SUN, mas atualmente existem
versdes para Solaris e Linux.

O que motivou a construcdo do WALDMEISTER foi um projeto do professor dos
criadores do WALDMEISTER (Buch e Hillenbrand), projeto esse, chamado de DISCOUNT, que
foi desenvolvido na “University of Kaiserslautern”. Esse sistema alcangava bons resultados nos
campos de heuristicas de busca em geral, aprendizado de estratégias Uteis para os dominios
dados e prova distribuida de teoremas. Mas a maquina de inferéncia do DISCOUNT nd&o era a
ideal. Por isso, Buch e Hillenbrand desenvolveram o WALDMEISTER, visando aperfei¢oar
todos os trés niveis acima citados [19].

Com isso, o WALDMEISTER tem se destacado no CASC, onde tem vencido esta
competicdo, em sua classe UEQ, desde o CASC-14, que aconteceu no ano de 1997. O
Waldmeister 806 foi o vencedor do Ultimo CASC, o CASC-21, que ocorreu no ano de 2007.
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4. Estado da arte: Outros tipos de provadores
automaticos de teoremas

No capitulo anterior foram mostrados alguns dos principais provadores automaticos de
teoremas em légica de primeira ordem existentes atualmente. Mas além de provadores de
I6gica em primeira ordem, existe uma grande quantidade de provadores em outras logicas, e
com outros propositos, que utilizam uma diversidade de métodos para resolver os problemas.

Desta forma, abaixo seguem alguns desses provadores.

4.1 Um Provador Automatico de Teoremas para a Légica Modal,
Baseado em Anéis Booleanos

Este & um provador automatico de teoremas que foi desenvolvido por Fabio Alexandre
Campos Tisovec no IME-SP (Instituto Militar de Engenharia) no ano de 2007. Ele foi
desenvolvido para a légica modal (ver apéndice 3) e tem como objetivo principal ser um
provador automatico de teoremas com um bom grau de eficiéncia na prova de problemas SAT,
gue séo reconhecidamente NP — dificil (ver apéndice 3).

Além disso, o0 uso da teoria de anéis booleanos (ver apéndice 3) para apoiar a
resolugdo de problemas de satisfatibilidade ndo é muito comum. Desta forma, basicamente o
que esse provador faz é pegar a expressado trabalhada e subdividi-la em inGmeras mini-
expressbes, que entdo sdo comparadas duas a duas, para que desta maneira possa se
verificar a existéncia de contradigbes entre elas. Caso seja encontrada alguma contradi¢éo,
sabe-se que a expressado ndo € valida, caso contrario ela é aceita.

Caracterizando o contexto do provador em questdo, segue uma analise dos principais
tipos de provadores existentes e algumas caracteristicas dos mesmos [20]:

e Verificadores de tautologias - dado um sequente, este tipo de verificador procura inferir
se o0 sequiente & uma tautologia, ou seja, verificando a existéncia de valoracdes que o
tornam invalido;

e Verificadores de provas - o sistema 1é uma seqiiéncia de féormulas logicas e verifica se
cada férmula pode ser derivada da anterior, dado seu conjunto de axiomas;

e Focados em um Uunico teorema - o sistema é implementado para verificar um
determinado teorema. Geralmente, trata-se de teoremas dificeis e busca-se por
simplificacdes que tornem a verificagdo possivel.

O provador em questao obedece as caracteristicas do primeiro tipo acima citado, onde
ele recebe uma seqiéncia de expressodes légicas, e o sistema verifica a validade de cada uma
dessas expressdes. Caso a expressao que esta sendo verificada seja uma férmula, o sistema
verifica se hd uma valoragéo que a torna verdadeira e mostra a primeira solugdo encontrada,
ou avisa que nao ha solugdes para a dada expressao.

Caso a expressao seja um seqlente, o sistema verifica se o seqliente € uma tautologia
ou ndo. Isto é realizado fazendo uma pequena transformacédo na expressao e entdo aplicando

0 mesmo algoritmo de célculo de satisfatibilidade do primeiro caso acima citado.

33



A técnica de desenvolvimento que foi utilizada para a implementagao deste provador foi

o XP (eXtreme Programming). A linguagem de programacao utilizada foi a C++. O sistema

apresenta a seguinte estrutura [20]:

Modelo de representagéo: este é o médulo do sistema que é responsavel por manter
uma representagdo interna dos objetos que estdo sendo analisados.

Analisador léxico: é o responsavel pela conversao da entrada do programa (em formato
de texto) para objetos do modelo.

Coordenador: Parte do sistema que integra os outros mdodulos e é responséavel pela
saida do programa.

Calculador de férmulas: sub-médulo responsavel por analisar a validade de cada
expressao légica processada pelo sistema.

Testes: modulo auxiliar para garantir a corretude dos demais médulos.

Abaixo segue uma descricdo mais detalhada dos principais pontos da estrutura acima

citados:

Modelo de representagao: O conceito fundamental que determinou como ele seria
implementado foi o polimorfismo. Todas as entidades exiraidas das expressdes
I6gicas que estdo sendo analisadas sdo armazenadas em classes, que derivam da
classe “Formula”. Desta forma, todas as operagdes nessas instancias, como por
exemplo verificacdo de igualdade, sdo tratadas de uma forma padrdo e cabe a
estrutura de classes decidir qual o método que sera chamado.

Além disso, o polimorfismo permite mudar dinamicamente entre os algoritmos de
célculo l6gico. O algoritmo basico organiza as instancias em uma arvore de sub-
férmulas. O segundo algoritmo desenvolvido mantém uma tabela de férmulas ja
existentes, onde as sub-formulas sédo organizadas em um grafo dirigido aciclico.

Com um mapeamento que indica em que lugar da tabela de férmulas encontra-se a
sub-férmula desejada, o polimorfismo pode determinar quais métodos serdo
executados.

Analisador léxico: A principal classe desse moédulo € a classe “Parser”. Ela é
responsavel por extrair pedacos da expressao légica a ser analisada e criar as
instancias do modelo de acordo com os pedacos extraidos. E a implementacédo deste
médulo que define qual a linguagem reconhecida pelo programa. Também neste
médulo utiliza-se polimorfismo para alternar entre os métodos de calculo.

Testes: A estrutura basica desse mddulo dita o funcionamento geral dos testes
individuais, bem como o de um grupo de testes. Como um grupo de testes também
pode ser visto como um teste, é possivel inserir grupos de testes em grupos maiores
de testes. E desta forma que estdo organizados os testes do programa. Cada médulo
tem seu préprio conjunto de testes, e todos estes conjuntos estdo inseridos em um

teste completo.
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O programa |é expressdes logicas tanto da linha de comando quanto de arquivos de
entrada. Em seguida encontra-se a descricdo da linguagem reconhecida nas expressoes
I6gicas:

e Sequente: premissas |- concluséo;

e Premissas: férmula | premissas;

e Formula: identificador | (férmula) And conjungéo | Not(férmula) | (férmula) Or disjungéo
| (férmula)->(férmula) | Box(férmula);

e Conjungao: (formula) | (férmula) And conjuncgao;

e Disjungao: (férmula) | (férmula) Or disjuncéo;

¢ |dentificador: seqUéncia de letras e/ou digitos (o primeiro caractere deve ser uma letra).

4.2 PLLIC - Provador para as Légicas Linear, Intuicionista e
Classica

O PLLIC foi desenvolvido no ano de 2006 em um projeto de graduacao por alguns
alunos da universidade UFMG (Universidade Federal de Minas Gerais), e foi orientado pela
professora Elaine Pimentel. As linguagens de programagdo que foram utilizadas para o
desenvolvimento do sistema foram: Java e A-Prolog.

O provador automatico de teoremas PLLIC, analisa quando seqiientes do tipo '} L A
sao provaveis, onde I, A sdo conjuntos de férmulas e L pode ser uma das seguintes logicas:
linear LL (ver apéndice 3), intuicionista LJ (ver apéndice 3), ou classica LK (ver apéndice 3). O
PLLIC decide sobre a provabilidade do fragmento proposicional das l6gicas acima citadas, uma
vez que a intencdo do sistema € que o programa sempre pare, ou seja, que a pergunta: o
seqiiente '} L A é provével? tenha sempre uma resposta: sim ou nio. Além disso, se um
seqglente é provavel, o sistema PLLIC exibe a sua prova em calculo de seqlentes [21].

As vantagens do PLLIC sao [21]:

E totalmente automatico.

2. A pagina de acesso é em portugués, inclusive o tutorial, os exemplos e a
fundamentagao tedrica do sistema.

3. E acessado via web. Desta forma, nenhum conhecimento de linguagens de
programagdo € necessario, funciona em qualquer sistema operacional e nao é
necessario fazer o "download" do programa: basta ter um "browser" de navegacéo.

4. E muito facil de usar. A interface é completamente amigavel.

O projeto possui um ponto fraco que é a o resultado de saida, que apresenta uma lista
gue quando lida da direita para a esquerda, apresenta as regras utilizadas na arvore de prova
ordenada.

O objetivo de construir o PLLIC foi o de poder utilizar uma ferramenta de facil manuseio
e que possa ser acessada remotamente para o ensino de légica em cursos de graduagédo. O
fato de ser automatico ndo atrapalha o processo de aprendizagem, uma vez que o aluno pode
sempre comparar a sua prova com a fornecida pelo PLLIC.
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Pode-se utilizar PLLIC para especificar pequenos problemas légicos, como os que
usualmente aparecem na literatura. E respondé-los de maneira f&cil e rapida.
Abaixo seguem alguns exemplos que podem ser rodados no PLLIC e algumas imagens
da execugao dos exemplos:
1. Légica classica:
e |-AV (~A) - Principio do terceiro excluido.

PLLIC

P rovador para as L égicas : L inear, I ntuicionista e C lassica

Logica: |C\éss|ca v‘
Hipotese: | |
Tese: [aviay |

iProvar
[al[s][cle]e] (][]

| &XI0MA |, NEG R, OR R,

Iustracio 4.1- Exemplo 1 do PLLIC

e ~(~A)|-A - Lei de dupla negagéo.

PLLIC

P rovador para as L égicas : Linear, [ ntuicionista e C |assica

Lagica: | Classica v ‘
Hipotese: [“(*A) |
Tese: Ja, |

[a][e][c][o][E][c] 1]

(AL M A BIEEE]
CACCEIEEIEE L vora ][ Apage ]

| 8XI0M& |, MEG R, MEG L,

Hustracao 4.2 — Exemplo 2 do PLLIC

* ~((~AA(~B)) |- AVB

36



PLLIC

P rovador para as L égicas : Linear, [ ntuicionista e C Iassica

Légica: | Classica v ‘
Hipatesa: [*(ANE) |
Tese: lave |

:Prowar Reiniciar

[alle]lelle] ][] (L]
[ALIDIM I BIE ]
CACEEEE T vota [ Apege ]

|AXIOMA|, NEG R, |AXIOMA|, NEG R, AND R, NEG L, OR R,

Tlustracio 4.3 — Exemplo 3 do PLLIC

2. Logica Intuicionista:
e AVB|-BVA - Associatividade da disjuncgéo.

PLLIC

P rovador para as L égicas : L inear, I ntuicionista e C Iassica

Ligica: ‘ Intuicionista. v|
Hipotese: AvE |
Tese: BvA \

Provari | | Feiniciar

[l lel el fEl[e] (][]
| [N | [P B
I I O |

|AXIOMA|, |4XIOMA|, OR R, |AXIOMA|, OR L,

Hustracao 4.4 — Exemplo 4 do PLLIC

e AAB|-BAA - Associatividade da conjuncao.

PLLIC

P rovador para as L égicas : L inear, I ntuicionista e C Issica

Léagica: | Intuicionista v |
Hipotese: [An8 ‘
Tese: [BAa \

[2](e] (el ] ][] [-]]

nEnnnnhnEE
CALICIEIEI AL vors ][ Asega ]

|AXIOMA |, AND L, |AXIOMA|, AND L, &ND R,

Hustracao 4.5 — Exemplo 5 do PLLIC



o Al-~(~A) - Dupla negagéo.

PLLIC

P rovador para as L égicas : Linear, I ntuicionista e C lassica

Logica: ‘ Intuicionista v|
Hip&tese: A |
Tese: A |

Provar: || Reiniciar

[alls]lele] el ][]
[ACID M B E ]
I O | P

| AXIOMA|, NEG L, MEG R,

Tlustracio 4.6 — Exemplo 6 do PLLIC
3. Légica Linear:

e IA]-?A - Exponenciais.

PLLIC

P rovador para as | égicas : L inear, I ntuicionista e C I&ssica

Logica: |L|near v|

Hipatese: |14 |
Tese: [7A |

iProvari | | Feiniciar

[a[s]le]le]e] =] ][]
I | | | | | |
[ vore ][ peaa |

| Axiomal, falso R, cimp B, neg L, 7 R,

Tlustracao 4.7 — Exemplo 7 do PLLIC

e AxB|-BxA - Associatividade da conjungao multiplicativa.

PLLIC

P rovador para as L égicas : L inear, I ntuicionista e C lassica

Logica: |L|near v|
Hipatese: [aE |
Tese: S |

{Provar: || Reiniciar

[alls]le] el e s o0
LACALIE]E
] I e O |

TR, negl, negl, TR, negl, neglL, lparL, neq R,

Tlustracio 4.8 — Exemplo 8 do PLLIC



e AxB|-A8B - Dupla negacéo.

PLLIC

P rovador para as L égicas : Linear, [ ntuicionista e C Iassica

Lagica: Linear %
Hipdtese: AE
Tese: ABB

:Frover Feiniciar

[alle]lel (el [El el o] ]
LACADCALEAE] ]
9] Y N

T R, neg L, neg R, neg R, Ipar R, neg L, lpar R,

Tlustracdo 4.9 — Exemplo 9 do PLLIC

4.3 KEMS - Um provador de teoremas multi-estratégia

O KEMS foi desenvolvido na USP como tese de doutorado do aluno Adolfo Gustavo
Serra Seco Neto. Ele € um provador de teoremas multi-estratégia baseado no método de
tableaux KE (ver apéndice 3). Um provador de teoremas multi-estratégia é um provador de
teoremas onde se pode variar as estratégias utilizadas sem modificar a base da
implementacdo. Além de multi-estratégia, o KEMS é capaz de provar teoremas em trés
sistemas légicos: logica classica proposicional, mbC (ver apéndice 3) e mCi (ver apéndice 3).
Abaixo seguem algumas das contribuigées do KEMS [22]:
¢ Um sistema KE para mbC que é analitico, correto e completo; Um sistema KE para mCi
que é correto e completo;
e Tém seis estratégias implementadas para logica classica proposicional, duas para mbC
e duas para mCi;
e Tém treze ordenadores que sao usados em conjunto com as estratégias;
¢ Implementa regras simplificadoras para ldgica classica proposicional;
e Possui uma interface grafica que permite a visualizagdo de provas;
e E um software livre e esta disponivel na Internet;
e Benchmarks obtidos através da comparagdo das estratégias para ldgica classica
proposicional resolvendo vérias familias de problemas;
e Sete familias de problemas para avaliar provadores de teoremas paraconsistentes;
e Os primeiros benchmarks para as familias de problemas para avaliar provadores de
teoremas paraconsistentes.
Um provador de teoremas multi-estratégia como o KEMS, pode ser utilizado com trés
objetivos: educacional, exploratério e adaptativo. Com fins educacionais, pode ser utilizado
para ilustrar como a escolha de uma estratégia pode afetar o desempenho de um provador de

teoremas.
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Como uma ferramenta exploratéria, um provador de teoremas multi-estratégia pode ser
usado para testar novas estratégias e compara-las com outras ja existentes.

Por fim, podemos ainda imaginar um provador de teoremas multi-estratégia adaptativo,
que modifica a estratégia utilizada de acordo com as caracteristicas do problema que é
submetido ao provador.

A arquitetura do KEMS é apresentada na figura abaixo [22]:

Problema Configuracdes do
provador

|
¥
Configurador do
provador
v
——
Analisador
| Léxico |
Parser
Analisador
Y h 4
| | Ohbjeto do || | Objeto da configurago do
problema provador

Frovador

Objeto da prova

“isualizador da prova

KEMS

A 4

f Prova ;

Hustracao 4.10 — Arquiteruta do Kems

O diagrama acima descreve que o usuario apresenta como entrada para o KEMS uma
instancia de um problema e uma configuragéo pro provador. A configuragdo do provador deve
conter os valores de quatro pardmetros importantes para o KEMS [22]:

1. O sistema l6gico para que seja escolhido o procedimento de busca da prova;

2. O analisador utilizado para a analise léxica para ser dado o “parse” do problema;
3. A estratégia escolhida para a busca da prova para o problema;

4. O ordenador escolhido para ser utilizado na estratégia.

Além disso, a configuragcdo do provador pode ser usada para dar valores para outros
cinco parametros menos importantes [22]:

1. O ndmero de vezes que o provador deve executar o procedimento de busca da prova
no problema dado.

2. O tempo limite para o procedimento de busca da prova (se este prazo for ultrapassado,
o provador é interrompido);
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3. Uma opcao booleana para determinar se o provador deve salvar a férmula original ou
nao.
4. Uma opgéo booleana para determinar se o provador deve descartar galhos fechados
Oou nao;
5. Uma opcgéo booleana para determinar se o provador deve guardar galhos descartados
em disco (para ser re-utilizado apds o procedimento de prova ter terminado) ou no.
Dadas estas entradas, o sistema retorna uma prova como saida, que contém, entre
outras coisas:
e O status do tableau (aberto, ou fechado);
e A arvore tableau de prova, que pode ser parcial, se a opgao de descartar os galhos
fechados estiver ativa;
e O tamanho do problema;
e O tempo gasto pelo provador enquanto construia uma prova para o problema de
entrada;

e O tamanho da prova;

Um valor de contra - modelo, se o tableau é aberto.

A versdo atual do KEMS é implementada com a linguagem de programacgéo Java 1.5
com alguns aspectos escritos e com a linguagem Aspectd 1.5. A linguagem de programacgao
Java foi a escolhida porque é orientada a objetos, e a extensdao AspectJ foi escolhida pois
suporta o paradigma de desenvolvimento de software orientado a aspectos.

O KEMS foi avaliado com varias instancias de familias de problemas e nenhuma
configuragdo do KEMS obteve resultados incorretos.

Para varias destas instancias, mesmo algumas de tamanho bem pequeno, o
procedimento de busca de prova ndo terminou no tempo limite estabelecido para nenhum par
(estratégia, ordenador) utilizado nos testes. Algumas instancias de outras familias foram
dificeis apenas para alguns dos pares. Os testes foram executados com problemas para os

trés sistemas logicos implementados.

Seguem abaixo algumas imagens do KEMS:

Problem Configure Help

KE Multi-Strategy Tableau Prover

Computer Science Department - University of Sdo Paulo

Iustracao 4.11 — Tela principal do KEMS
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Fraover configuration
Logit mame;
SUraLegy Rame

11 of

Humber of times 1o run each problems 1

SimpleSTrategy

4

1

w0 rum each problem: 1

Frobiem anakyzer mame
Siored Tormula & omer

# Save formnla origins

Sy

1

IrserionOrderSaner

L Discard dlased hranches _ Save discarded branches

Proves configuration list for Several Problems Bunner

Add selected prover oonfiguratin.. Add all Remove selected onfigurations | Clear hist

Empiy prover configuaration fist

Ilustracio 4.12 — Tela de configuracoes do provador

Problem Editor

File Textfont size Run

[ ¥

Here yau can edit a prnhlem...|

4]

Ilustraciao 4.13 — Editor do Programa

Several Problems Runner
Run Problem List Results window

k:hunse one or more problem instances|

Chosen problems:

problems\generatedicpliphp_several_formulas'\PHP _01.prove
problems\generatedicpliphp_several_formulas'PHP _02.prove
problems\generatedicpliphp_several_formulas'\PHP _03.prove

Ilustragio 4.14 — Executor de varios problemas
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Proof results for sewveral problems #1
inish time: Fri Dec 07 17:32:27 GMT-03:00 2007

Frohlem file..|Praver confi..|Time spent .. Cloi d? Verm d? |Prohlem size| Proof size Modes Uszed nodes |% used nod..|Prooftree h...
FHP 03.... |SimpleStr...|0.032 v] v] 74 188 107 91 85.047% |4
FHP 02.... |SimpleStr..0.015 [v] [v] 27 45 25 22 858% 1
IPHP 01, |Simplestr. [0.016 v v & E] 5 4 66.667% |0
[ [ »

Ilustracéo 4.15 — Resultados das provas de varios problemas

Analysis results for several problems #2
inish time: Fri Dec 07 17:32:52 GMT-03:00 2007

|Pr0b|em file.. Size Signed for... |Atarmic form..|Composite .| Connectives | Formulas
PHP 0O3.... 74 22 12 26 2 38
PHF 0OZ... 27 9 G 9 2 12
PHF O1... o 3 2 1 1 3
4] | »

Tustracio 4.16 — Analise dos resultados para muitos problemas

KEMS Proof Viewer #2: A proof of C:\CIn\9° periodo\TGImportante - 4° capitulo\kems.export'problems\php3teste.prove -

|4
Shore infor mation about proof and current branch: 11 7 F‘
T TOR
F BOTTOM

T [(p0,01p0,1)1p0,2)

T ((pl,0lpl,1)lpl,Z2)

T ((p2,01p2,1]1p2,2)

T ((p3,01p3,1)1p3,2)

F (p0,0spl,0)

F (p0,0spz,0)

F (p0,0&p3,0)

]

(pl,0spz,0)

F (pl,0sp3,0)

F (p2,0sp3,0)

F o(pd,lepl, 1)

1 I 4

1]

Ilustracdo 4.17 — A tela de visualizacao da prova
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4.4 |sabelle

Isabelle € um assistente automatico de provas genérico. Ele permite que férmulas
mateméaticas sejam expressas em linguagem formal e prové ferramentas para provar essas
férmulas em calculo légico. Isabelle foi desenvolvido pela “University of Cambridge” (através do
PhD em ciéncia da computagéo Larry Paulson) e “Technical University of Munich” (através do
PhD em ciéncia da computacao Tobias Nipkow) [23].

A principal aplicagdo é a formalizagdo de provas matematicas e em particular
verificagdo formal, que inclui provar a corre¢do de hardwares e softwares e provar
propriedades de protocolos e linguagens computacionais.

Abaixo seguem algumas das principais caracteristicas do Isabelle [23]:

e Aplicagdo pronta para uso em Légica de alta ordem.

e Ferramentas poderosas de especificagdo para definicdes e fung¢des indutivas.

¢ Automacéo rica para o raciocinio classico, l6gica equacional e algebra.

e Excelente apoio notacional.

e Linguagem de prova estruturada, permitindo um texto de prova naturalmente
compreensivel por nés e pelos computadores.

e Sistema modular para especificagoes abstratas.

e Numerosas aplicagdes acessiveis no arquivo de provas formal, resultantes tanto de
softwares de engenharia quanto de matematica.

¢ Boa interface visual para o usuario.

e Ampla documentacgao, incluindo um tutorial de como usar o sistema.

e Vdrias interfaces com outros sistemas, incluindo suporte para provadores externos e
geracao de cédigo para linguagens de programacao funcional.

e Framework légico genérico Isabelle / Pure adequado para uma grande variedade de
célculos formais (por exemplo, conjunto axiomatico de teorias) e como uma base para
lidar com aplicag6es com entidades formais.

Comparado com ferramentas semelhantes, a caracteristica que distingue o Isabelle é a
sua flexibilidade. A maioria dos assistentes de prova é construida em torno de um dnico célculo
formal, normalmente de logica de alta ordem. Isabelle tem capacidade para aceitar uma
variedade grande de calculos formais. A versdo distribuida suporta l6gica de alta ordem,
conjunto axiomatico de teorias e varios outros formalismos.

A principal limitagdo de todos os sistemas de prova é que os teoremas de prova
requerem muito esfor¢o de um usuario especialista. Isabelle incorpora algumas ferramentas
para melhorar a produtividade do usuério, automatizando algumas partes do processo de
prova. Em particular, O raciocinador classico do Isabelle pode realizar longas cadeias de
passos de raciocinio para provar férmulas. Fatos de aritmética linear sdo provados
automaticamente [23].

Isabelle proporciona excelente suporte notacional: novas notagbes podem ser

introduzidas, utilizando simbolos matematicos normais. Provas podem ser escritas em uma
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notagéo estruturada com base em estilo de provas tradicionais, ou mais simplesmente como
seqUéncia de comandos.

Ele vem com uma grande biblioteca tedrica de matematicas formalmente verificadas,
incluindo a teoria elementar dos numeros (por exemplo, lei de Gauss da reciprocidade
quadratica), de analise (propriedades basicas dos limites, derivadas € integrais), algebra, e
teoria dos conjuntos. Também sao fornecidos numerosos exemplos resultantes da investigacao
em verificagdes formais [23].

Este provador pode ser visto de duas perspectivas. De um lado, ele pode servir como
um framework genérico para prototipagdo genérica rapida de sistemas dedutivos. Por outro
lado, prové um ambiente de prova de teoremas pronto para uso para vérias aplicagoes.

Isabelle foi utilizado para formalizar numerosos teoremas da matematica e da ciéncia
da computagdo, como o teorema da completude de Gddel, teorema de Goédel sobre a
consisténcia do axioma da escolha, o teorema dos numeros primos, corregao dos protocolos
de seguranca, e as propriedades das linguagens de programagao semantica.

O provador de teoremas Isabelle € um software livre, distribuido sob a licenga revisada

BSD.
Abaixo seguem algumas imagens do sistema:
a6 6 * Isabelle Proof General *Proof General Welcome™
File Edit Wiew Cmds Tools Options Buffers Help

Mews

D w d S pR8xcild

open | Dired Copy Unda Zpell_| Feplace | ail Infa | compile| Ciebug

“Proof General WE1COMEWIWWarn1ngsWI

Welcome to
Isabelle Proof General!

Yersion 3. 6preCd4OsS31 .

{C» LFCS, Uniwversity of Edinburgh, z2oo4.

Please send problems and suggestions to da+pg-—-supportdinf.ed.ac.uk,
or use the menu command Proof—-GCGeneral —:> Submit bug report.

————— #Emacs: *Proof General Welcome® cFundamental PenbDel abbrewvi————all—————

Ilustracao 4.18 — Tela inicial do Isabelle
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File Edit Options Buffers Tools Preview LaTeX Command X-Symbol Help

LYRICIN I 5 Bg9B
(«]  ‘begin{small}

WIstinput | 1=t ing[style=ocl ] {company.ocl}
send{smal |}

State

“hegin{figure}
weentering
Yincludegraphics[scale=. 6] {company}
Wwoapt ion{dé company Glass Diagramm'label {fig:company_classdiag}}
}\end{flgure}ﬂ
*

—  load_xmi "company_ocl.xmi"

thm Company.Person. iny. inv_19_def

lemma " Company.Person. iny self — Company.Person. iny. inv_19 self"
applyisimp add: Company.Person. inv_def

annlvfauta)
-thy GO 45,14y SWH-27978  (Isar script [POFLaTeX/F] MMM ¥5:holocl/s Scriptingy-———6:35 2.39

\<“Sync>thm Company . Person. iny. iny_19_def; %<"sync:
Parzan. inv. inv_19 =
Azelf. % p2 e O0clallInstances
self « (% pl e OclAllInstances
self « ((p1 0" p2) —s
(Company . Person. lastMame p1 <" Company . Person. lastMame p23n[

EJ company . Person. iny. inv_19_def)
e
rFY

11 6,101y (response)———6:35 2.39 Mai

Ilustracdo 4.19 — Entrada de dados no Isabelle

ey O O >, Isabelle Proof General: Fib.thy

File Edit Yiew Cmds Tools Options Buffers Proof-General Isabelle X—Symbol Help

RN = F B FE EHEEE R ) 5

Fib. thy |

O I0: FId: Fib.thy,.w 1.11 2005701 14 11:00: 27 nipkow E=xp & =
aSuthor Lawrence C Faulson, Cambridge University Computer Laboratory
Copyright 19497 Uniwversity of Cambridge

2
£* The Fibonacci function =3
Theaory Fib = Primes:
Text &£
Fibonacci number=s: proofs of Taws taken from:
E. L. Graham, D. E. Knuth, ©. Patashnik. Concrete Mathematics.
Caddison—wWesley, 19392

wbhigskip
E

consts £1ib 0 "nat = nat”
recdaef fib "measure Ckx =3
Zzero: “fib o =
[=1al_H "fib (Suc O) = Suc o |
I SUc_Suc: "fFib {suc (Suc =33 = fib = + Ffib Jsuc =37
Temt £

smedskip The difficul Tty din these proofs iz to ensure that the
induction hypotheszes are applied before the defimition of @iterm

Fib3 . Towards this end, the @iterm Fib3 equations are mnot declared
to the Simplifier and are applied wery selectively at first.
3
texti*We disable @itext fib. . Suc_Suc® for simplification ... *3
declare fib.,.sSuc_Suwuc [simp del]
Te=ti*, . . then prove a wversion that has a more restrictive pattern. =%
Taemma fib_Suwc3: "fib {suc (Suc {Suc N2> = Ffib (suc Nk + Fibk {(sSwuc {suc N> "

by Crule fib.Suc_Such

Text £+ medskip Concrete Mathematics, page 280 *3

lTemma Fib_add: "fib (Suc Cn + k22 = fib {(Suc k2 * Ffib (Suc n> + Ffib k * fib "
apply Cinduct rn rule: fFib.induct2
prefer 3
Tt £ sdmplify the LHS just enouagh to apply the induction hypotheses *3
apply {simp add: fib_SuWuc3>
gpp1y Csimp_all add: fib.sSuc_sSuc add _mult_distribkz>
are

Temma fib_Suc_mneg_o: "fFib C(Suc M2 = oY
apply Cinduct o rule: Fib. induct>

apply {=imp_al1l1 add: fib.Suc_Such

domne 5

77777 #Emac=: Fib . th CIsar script =S:izabelless Penbel Font Abbrew: d————Top—

Ilustracao 4.20 — Editor de texto do Isabelle
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Eaka)] . emacs: Fib.thy
File Edit Miew Cmds Tools Options Buffers Proof-General =-Swymbol ilsabelle Help
; L Logics =
State | Contest Retract| Ownde | et | Tse cases C—c C—a h < Show me ... o
Fib.thy |[*isabelle=] Facts C—c C—a h ffDisplaw draft C—c C—a C-—d
apply (simp add: Fib . imatching rules C—c C—a h rl Favourites F
= - X = ! :
agg?lycé?%gpaggdff;bsc matching rewrites C—c C—a h REisettinags f.
mod_Su term bindinas C—c C—a h b ooy roaaietie
gpﬁ—ley presburgsr classical rules C—c C—a h CEEx+it Isabelle
dnductscases rulesc—c C—a h Iigalp
Textivwe now obtain a verksimplifier rules C—e C—a kS el LRTE CUETT 1O
Function @fterm ints. 7h .
theorem fib_cassind: Ttheorems C—<c Cc—=& T
ik CSus CSuc m22 f FiE transitiwvity rules C—o C—a kT
(;-ng ??g %Sacon‘)ﬁhgang antiquotations C—c C—a h &
apply Crule int_bint_eq iattributes C—c C—a h oa
apply (simp add: Fib_C= — —
apply {subst =zdiff_int gommands cEme G- h C.'
apply {insert Fib_suc_jinner syntasx C—c C—a h A 1
dons methods C—c C—a h m
Tae=xt £* medskhip Toward Law 6.111 of Concrete Mathsesmatics *3
Temma gcd_fFib_Suc_eq_1: "gcod <Ffibk n, fib {(Suc N2> = Suc o
apply Cinduct Nn rule: Fib.induct>
e for &
————— WEmacs: Fib . th LIsar script =5:dsabellerss Fenbel Font abbrew; Scriptin
[7a = 2Ff 7b; 7b = 70 e v, = v — 7F = F vl — 7a = 7f 7cC z
Set.ord_le_=eqg_: Subst:

[7a = ?b; =2F = To; o Mo v
Set.order_ SubStZ

[a = ?b; =2F 'z‘b = TC; M v
Set.order_subst1l

[*a = ?f ?b; ?b = ?c; A v,
Set.ord_eq_ 'Ie trans: [Fa = Zb;
Set.ord_le_=q_ trans: [7a = 7b; = 7c] — Fa = 7o
orderings . order_less_imp_le: 7x < 7w = 7x = 7%
Orderings . order_eq_refl: 2x — 2w — 2x = 2w
Orderings . order . order_trans: [Fx= = 7w, 7y = 7z] — 7 = 7=
orderings. order . axioms_2: [*=x = ?v; 7% = 7z] — 7= = 7=
OrderedGroup . add_le_"imp_le_right: ?7a + ?c = ?b + ?c =— 7a = ?b
OrderedSroup . pordered_ab_semigroup_add_"imp_le.add_le_imp_le_left:

P + 7a = 7o + ?b — 7a = *b
OrderedGroup pordered ab Sem‘lgroup_add Amp_le.axioms:

<+ Pa b = =
D‘IV‘IdeS.dVd Amp_ 1e: =k dvd 7[’1 O o« ]l — Pk = TN
D‘lv‘ldes.un‘lque Quotient_1emma:

[?b * 2g9' + 2r' = ?b * 2 + ?r; O < ?hb; ?r < ?b] — 7?q' = 79
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Ilustragio 4.21 — Menu e saida de dados no Isabelle

4.5 Ergo

Ergo é um provador automatico de teoremas dedicado a verificagdo de programas. O
Ergo é baseado no CC(X), um algoritmo de conclusao de congruéncia, parametrizado por uma
teoria equacional X. Geralmente, CC(X) pode ser instanciado em uma teoria equacional vazia e
por aritméticas linear. Ergo contém tanto um solucionador SAT quanto um mecanismo de
instanciacao [24].

Abaixo seguem algumas das principais caracteristicas do Ergo [25]:

e Ergo é um provador de teoremas interativo baseado no célculo de seqiientes.

e Ergo é implementado em Qu-Prolog — uma extensao de Prolog que prové suporte para
objetos varidveis, quantificadores e substituigbes.

e A versdo atual do Ergo vem com cinquenta teorias predefinidas, aproximadamente

2000 teoremas e muitas taticas predefinidas.

e Contém uma interface de prova predefinida chamada Gumtree que vem com sua
propria linguagem e seu proprio compilador.

A arquitetura do Ergo é altamente modular: cada parte (exceto os “parsers”) do codigo
€ descrito por um pequeno conjunto de regras de inferéncia e é implementada como um
médulo (possivelmente parametrizado).

A llustragao 4.22 descreve a dependéncia entre os médulos. Cada sintaxe de entrada é
manipulada pelo “parser” correspondente. Ambos produzem uma arvore sintatica abstrata no

mesmo estilo de dados.
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Desta forma, existe um Unico médulo para escrever ambas as sintaxes de entrada. O loop
principal consiste em quatro médulos [26]:

e Um eficiente solucionador SAT com “backjumping”, que também monitora os lemas do
problema de entrada e aqueles que sédo gerados durante a execugéo.

e CC (X), que trata de atomos basicos simulados pelo solucionador SAT. Combina
simbolos néo interpretados com uma teoria X através de um algoritmo fechado de
congruéncia.

e O mbdulo de equivaléncia X em si é implementado pelo médulo parametrizado UF (X),
com base em técnicas de busca.

e Um médulo de correspondéncia constréi instancias dos lemas contidos no médulo do

solucionador SAT e classes de equivaléncia de CC (X).
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Ilustraciao 4.22 — Arquitetura do Ergo

Desta forma, pode-se dizer que o Ergo € um novo provador de teoremas para légica
polimoérfica de primeira ordem com teorias embutidas. O desenvolvimento comegou em janeiro
de 2006 na Universidade de Paris e as atuais experiéncias sdo muito promissoras com respeito
a velocidade e ao numero de objetivos automaticamente resolvidos.

Além disso, o Ergo é um software livre que obedece aos termos da licenga C-CeCILL.
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46 aRa

O aRa é um provador automatico de teoremas para varios tipos de relagdes algébricas.
Baseia-se no Célculo de Redugéo de Predicados de Gordeev para n-variaveis légicas (RPCn),
qgue permite provas finitas variaveis de primeira ordem [27].

Empregando resultados do Tarski / Givant e Maddux, os desenvolvedores puderam
provar a validade de teorias sobre relagdes de algebra simples semi-associativas, algebras
relativas e representagdes de algebras relacionais [27].

O ARa, que foi implementado em Haskell, oferece diferentes estratégias de redugéo
para RPCn, e um conjunto de simplificacdes que preservam a provabilidade das n-variaveis.

As relagdes sdo indispensaveis em muitas areas da informatica, como a teoria dos
grafos, bancos de dados relacionais, a l6gica para programacgéo, e semantica de programas de
computador, dentre muitos outros. Entdo, algebras relacionais - que sdo extensdes da algebra
booleana - formam a base de muitas investigagcdes tedricas. O aRa segue as linhas do Tarski,
Maddux e Gordeev por converter equacdes de varias teorias algébricas relacionais em
sentencas de ldgica de primeira-ordem com varaveis finitas. Desta forma, o aRa poder aplicar o
calculo de Gordeev RPCn a férmula transformada.

Ao usar o aRa, muitos teoremas pequenos e médios em diversas algebras relacionais
podem ser provados. Férmulas que ndo contenham predicados unitarios podem ser
trabalhadas eficientemente, outras férmulas sofrem pelo fato de nem o calculo RPCn, nem o
provador aRa oferecem um tratamento especial de igualdade [27].

Comparado com outras implementagdes, as diferengas mais notaveis séo [27]:

e O procedimento automatico de prova utilizando estratégias de redugao;
e e atradugéo para o céalculo RPCn.
O aRa também pode ser usado para gerar provas em ldgica de primeira-ordem e

I6gicas de varidveis restritas.
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5. Conclusao

Neste Trabalho de Graduagéao, pude estudar o principal fundamento matematico que
baseia todos os provadores automaticos de teoremas, o teorema de Herbrand. Além disso,
pudemos observar 0 estado da arte dos provadores e estudar alguns deles, analisando suas

caracteristicas, entendendo como eles funcionam e quais sao as suas finalidades.

5.1 Consideracoes Finais

Como pbéde ser visto nesse trabalho, o teorema de Herbrand e toda a teoria que o
envolve, foram os responsaveis pela base dos provadores automaticos de teoremas. Gragas a
essa teoria, Gilmore p6de desenvolver um dos primeiros provadores e com isso deu inicio aos
trabalhos nesta area. Com mudangas e aprimoramentos nos desenvolvimentos foi possivel
chegar ao estado atual dos provadores.

Também foi apresentada nesse trabalho uma introducédo ao CASC, a maior competicdo
que existe atualmente na area de prova automatica de teoremas. Com base nessa competi¢ao,
0s campeodes atuais das principais classes desta competicdo e outros que se destacaram na
mesma foram apresentados.

Com isso, foi possivel analisar mais profundamente as principais caracteristicas dos
mesmos: como eles foram implementados; em que légica trabalham; quais técnicas utilizam;
possiveis falhas desses provadores; e algumas imagens dos mesmos funcionando foram
mostradas.

Entretanto esses provadores que competem no CASC se restringem apenas a légica
de primeira ordem. Entdo, neste trabalho foram apresentados outros provadores, das mais
diversas areas e légicas, descrevendo as mesmas caracteristicas e informagdes que foram
citadas acima.

Com isso, o leitor deste trabalho pdde conhecer mais sobre a teoria que envolve os
provadores automaticos de teoremas e vislumbrar qual o estado atual dos mesmos, podendo
utilizar algum(ns) deste(s) para possiveis trabalhos, aulas, estudos, etc., ja que esses
provadores podem ser utilizados para as mais diversas finalidades e nas mais diversas areas

de atuacao.

5.2 Dificuldades Encontradas

Seguem algumas das dificuldades encontradas durante o desenvolvimento deste
trabalho:
¢ Dificuldade para escolher o escopo do trabalho, ja que a area de prova automatica de
teoremas é bem ampla.
e Dificuldade para encontrar bibliografia, pois apesar de existir muitos provadores,

referéncias bibliogréficas ndo séo tao faceis de encontrar.
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e Dificuldade para conseguir o funcionamento de todos os provadores que foram
mostrados nesse trabalho, ja que a maioria foi desenvolvido em C ou C++ € nao
vinham com os executaveis. Ou entdo eram feitos em Haskell ou em outras linguagens
de programacdo. Além disso, a maioria deles s6 podia ser compilada no sistema

operacional Linux.

5.3 Trabalhos Futuros

Como foi visto anteriormente, existem provadores automaticos de teoremas de vérios
tipos: web, em java, em Haskell, etc. e em varias légicas: de primeira-ordem, proposicional,
linear, intuicionista, classica, modal, etc. que se utilizam dos mais variados métodos: tableux,
célculo de seqlientes, anéis booleanos, dedugao natural, etc..

Além disso, esses provadores podem ser utilizados nas mais variadas dreas:
matemética, logica, &lgebra, salde, entre outras.

Desta forma, um trabalho que pode ser realizado futuramente seria a implementacao
de um provador automatico de teoremas se utilizando das teorias aqui aprendidas.
Alternativamente, pode-se desenvolver um provador automatico de teoremas que utilize um
método novo, baseando-se nas pesquisas realizadas para a elaboragao deste documento.

Desta maneira, tudo que foi aprendido com a teoria que embasou os provadores de
teoremas e com a analise de alguns dos principais provadores existentes atualmente, podera
ser 0 ponto de partida de um projeto mais amplo, como por exemplo uma dissertagédo de
mestrado.

Um objetivo a ser alcangado a longo prazo incluiria o desenvolvimento de um provador
automatico de teoremas para competir em uma das classes do CASC, que foram apresentadas
no capitulo 3, e com isso testar os conhecimentos aprendidos e obter reconhecimento da
comunidade académica.

Ja uma perspectiva mais a curto e médio prazo seria fazer um estudo comparativo
mais profundo com alguns dos provadores acima citados, como por exemplo, uma analise

comparativa entre os provadores que foram campedes em suas respectivas classes no CASC.
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Apéndice 1

Forma normal prenex e Forma normal conjuntiva

No Calculo de Predicados existe uma forma normal chamada de forma normal prenex -
FNP. O fato de uma férmula estar na forma prenex simplifica procedimentos de manipulacao
da formula. A FNP é importante na medida em que sua obteng&o € um passo necessério para
a obtencao da forma normal conjuntiva - FNC, que é utilizada pelo método da resolugao [28].

Desta forma pode-se dizer que uma dada féormula G esta na FNP se e somente se ela
esta na seguinte forma:

(QiX1)(Q2X2)...(QnXn) (M)

onde cada (QX), i = 1,...,n é (VX)) ou (IX)), e M é uma férmula livre de quantificadores,
chamada de matriz. A parte (Q;X;)(Q2X2)...(Q,X,) é chamada de prefixo da féormula. Quando
todos os Q; sdo quantificadores universais, a formula em questdo é chamada de
universalmente fechada.

Além disso, diz-se que uma férmula G esta na FNC se e somente se estiver na FNP e
sua matriz for uma conjuncao de disjungbes de férmulas atémicas, negadas ou nao.

Para pbér uma férmula G na forma normal prenex, deve-se mover todos os

quantificadores a esquerda dos conectivos logicos —, A, v, —. Se a férmula contiver algum
conectivo <>, entdo antes de realizar este processo, devemos eliminar este conectivo da

férmula usando a reducao [29]:

ae=p =(@—=p) A (P—oa

Para mover cada um dos quantificadores a esquerda de cada tipo destes conectivos

devemos usar uma das redugbes a seguir [29]:

—dr.o0 = V.o
V.o = dr.—ox
Vr.a A B — Vylaly/z] A S

dr.a A B — Jylaly/z| N B
Vr.aV 3 — Vylaly/z| Vv G
dr.a Vv — Jylaly/z| Vv B
BAVT.a — V(B8 Aaly/z
BN dr.a— (B Aaly/x
g BVVroa-—»VYy(0Valy/z
i BV Az - (B Valy/z
11.VTQ—’5—”3?( ly/x] — B)
12 Jr.a — B — Vy.(a [y};’r]—*-ﬁ‘}
13 @ —=Vr.f - Vyla — Bly/x
14 @ — Jx.f - Jyla— Bly/x

e

Ilustraciao A.1 — Reducdes de quantificadores
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Segue abaixo alguns exemplos de formulas na FNP:
o (VX)(VY) (P(X,Y) A q(Y))
o (VX)(VY) (=p(X)Y) = a(Y))
o (VX)(VY)EZ) (Q(X,Y) = r(2))

Portanto, visto a maneira de como se chegar a uma férmula na forma FNP, facilmente
pode-se chegar a uma férmula na forma FNC, que nada mais é do que uma férmula na FNP e
sua matriz € uma conjungao de clausulas. Sendo uma forma normal, a FNC é (til em provas
automaticas de teoremas. Segue um exemplo de uma férmula na FNC:

o (VX)EY) (p(X,Y) v q(X)) A (=p(X,Y) v q(Y))).

A férmula que segue é uma gramética formal para FNC [30]:

—_

. <0r> — v

<e> — A

<nao> — -

<conjungao> — <disjuncao>

<Conjungdo> — <conjungao> <ou> <disjuncao>
<disjungéo> — <literal>

<disjungcédo> — (<disjungdo> <e> <literal>)

<literal> — <termo>

© ® N o o &~ 0w N

<literal> — <ndo><termo>
onde <termo> é qualquer variavel.
A FNC pode ser levada adiante de modo a produzir a forma normal clausal de uma

férmula I8gica, a qual é usada para se efetuar resolugdo de primeira ordem.

Método da multiplicacao

O método da multiplicacdo consiste de, para cada S; (conjunto de instancias basicas
de clausulas no conjunto S que se quer provar) produzido pelo procedimento mecénico, S;' é
multiplicado por sua forma normal conjuntiva [3].

Cada disjungdo na forma normal disjuntiva que contém um par complementar é

removida. Quando algum S;’ for vazio, entdo Si’ é insatisfativel e a prova é encontrada.

Exemplo:
S={P(X), ~P(a)}
Ho = {a}

Sy =P(a) A~P(a) =0
desta forma, é provado que S é insatisfativel.

Mas o método da multiplicagédo € ineficiente. Pode-se ver facilimente que, por exemplo,
em um pequeno conjunto de dez clausulas basicas de dois literais, existem 210 conjungoes.
Por isso, o método da multiplicagdo ndo € o melhor método para ser usado nas provas

automaticas de teoremas.
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Apéndice 2

Prova de teoremas por resolucao e paramodulacao
Para falar do Vampire, é necessario falar antes de prova de teoremas por resolugao e

paramodulagao.

Definicado 20 [11]: Prova refutacional — O Vampire tem o interesse de resolver
mecanicamente problemas do tipo: dado uma formula objetivo X e uma teoria de primeira-
ordem representado por um conjunto finito de axiomas 1, ... , dn, mostre que um objetivo é
implicado pela teoria. Semanticamente isso significa que em qualquer modelo de o1, ... , ¢n,
isto é, uma interpretacdo que faz todas essas férmulas verdadeiras, a meta X também é
verdade. Uma prova por refutagéo resolve esse tipo de problema mostrando que o conjunto
d1, ..., dn, =X é insatisfativel, isto é, ndo tem modelo.

Definicdo 21 [11]: Resolucdo — O Vampire é baseado no célculo de resolugéo,

introduzido por J.A. Robinson. As duas regras do calculo de resolugéo sao as seguintes:

1. CvA Dv-B (Resolugao Binaria)
(CvD)e
onde 6 é o unificador mais geral dos atomos A e B.
2. Cvliv..vl, (Fatoracao)
(CvLye

onde 6 é o unificador mais geral de todos os literais L;.

O célculo da resolucdo é refutacionalmente completo, isto é, suas regras sao
suficientes para derivar a clausula vazia de qualquer conjunto de clausulas insatisfativel.

Definicdo 22 [11]: Paramodulagdo — Formulagdes de varios problemas de prova
interessantes em légica de primeira ordem envolvem igualdade. Genericamente, € possivel
resolver esses problemas por resolugéo considerando-se igualdade como um predicado binario
ordinario e axiomas necessarios para isso.

Na pratica, isto nao funciona porque os axiomas de igualdade criam um aumento da
supressdo de muitas inferéncias. Para resolver esse problema, foi criada a seguinte regra de
paramodulacao:

Cvs=tD[u] (Paramodulagéo)

(CvD[t)) o

onde 6 é o unificador mais geral dos termos s e u.

E possivel evitar totalmente a aplicagdo da regra da resolugéo aos literais de igualdade
e 0 uso de axiomas de igualdade, melhorando-se o célculo da resolugdo com paramodulacéo e
com a regra de resolugéo reflexiva abaixo [11]:

Cvs#t (resolucgao reflexiva)

ceo

onde 6 é o unificador mais geral dos termos s e t.
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Método da saturacao

Se o interesse é achar uma refutacdo de um conjunto de clausulas em calculos
baseados em resolugcéo e paramodulagéo, pode-se fazer isso saturando o conjunto com todas
as inferéncias possiveis no célculo escolhido [11].

Em cada passo do processo de saturagéo, é escolhida uma inferéncia no calculo, que
pode ser construida por algumas clausulas do conjunto corrente. O novo conjunto é obtido pela
adicao da clausula resultante da inferéncia no conjunto corrente.

Ao encontrar uma clausula vazia em algum dos passos, isto indica que o conjunto de
clausulas inicial é insatisfativel.

Além disso, se o conjunto inicial é insatisfativel, € garantido que sera encontrada a
refutacdo eventualmente, provando que o calculo é refutacionalmente completo e o método
usado para organizar a selecao de inferéncias em cada passo € justo, isto é, qualquer

inferéncia disponivel é eventualmente desenvolvida.

Complemento de Knuth-Bendix

Knuth e Bendix introduziram um algoritmo de complemento que tenta derivar um
conjunto de regras convergentes de um dado conjunto de equagbes. Com a extensao sugerida
pelos dois para um algoritmo de complemento, esse método passou a ser muito importante
para provadores de teoremas em teorias equacionais.

As nove regras de inferéncias formam uma variante do complemento que é
conveniente para o processamento das equacgdes. O sistema de inferéncia trabalha com triplas
(E, R, G) de conjuntos de pares de termos (equagdes, regras e objetivos). O simbolo
denota uma ordem de reducdo arbitraria que é total em termos basicos equivalentes e o
simbolo = que representa a ordem de especializagdo (s I~ t se e somente se algum sub-
termo de s é uma insténcia de t, mas nao vice-versa). Abaixo seguem as nove regras [31]:

QOrientacao

EUu{s=t}\R,G

S ——— se & = |
J"_a.l!i) J ’-_."1—}#_".(:
Geracao
E R G
— ——— se s = € PR, F)
J"J J ’-_,"'5 f_*.lli).(: - ’
Simplificando uma equacao
EUu{s=t},R,G _
' ' se S —Fp U ou S —Fp_ j—, U com s =/

EFuUu{u=1t} R G

Deletando uma equacao

EU{s=s},R G
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Agrupando uma equagao

EU{s =t,ulo(s)]| = ule(t)]}, R, G
EJUu{s=1t},R,G

Simplificando o lado direito de uma regra
E,RU{s = t}.G
EF.RU{s—=ul G

se | —RuE,. U

Simplificando o lado esquerdo de umaregra
E,RU{s = t},G
Fu{u=t}, R G

Simplificando um objetivo
E,R,GU{s =1t}
E.R,GU{u =1}

S8 S8 —RuE. U

Sucesso

E,R,GU{s =t}
SUCCESS

Ilustracao A.2 — As nove regras de inferéncias do Complemento de Knuth-Bendix

se s —pup, =, 4 with s >

/
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Apéndice 3

Uma introducao a légica modal

A légica modal faz parte da pesquisa atual em diversas areas da ciéncia da
computacao. Encontram-se algumas aplicagcdes na area de inteligéncia artificial, representagao
de conhecimento e deducdo automatica, especificagao formal de sistemas, engenharia de
software e linglistica computacional.

A légica modal pode ser encarada como uma extensao da logica proposicional. Grande
parte das légicas modais tiveram origem em uma légica "fraca", conhecida como légica K, que
leva este nome em homenagem a Saul Kripke por sua contribuigdo. Um modelo de Kripke é
uma tripla m = <Wm,Rm,hm> tal que [32]:

e Wm é um conjunto ndo vazio dos mundos possiveis de m;

e Rm C Wm x Wm representa a relagcao de acessibilidade de m;

e hm:v — p(Wm) é uma fungdo que estabelece um valor de verdade arbitrario para
cada férmula atdbmica da linguagem e um valor para cada férmula molecular em vista
dos valores das férmulas atébmicas.

A légica modal é bastante utilizada na analise semantica, visto que as representacoes
dos conectivos modais permitem expressar advérbios, dentre os quais a légica classica nao
pode representar.

Uma compreensdo da légica modal € particularmente valiosa na andlise formal de
argumento filoséfico onde expressdes da familia modal sdo comuns e confusas. Trata-se da
l6gica do "é necessario que" (representado por "[]") e do é "possivel que" (representado por
"<>"). Portanto, ndo considera apenas a veracidade e a falsidade das proposi¢cdes como se
apresentam, mas como seriam se fossem diferentes [20].

Como um operador pode ser derivado do outro, pode-se manter uma representagao de
apenas um deles e fazer uma transformacao na expressao trabalhada sempre que se encontra
o outro. Ha algumas variacdes de l6gica modal, dependendo de quais axiomas sao incluidos
no conjunto de axiomas bésicos (da légica proposicional) [20].

Ha outros operadores légicos que podem ser derivados dos j& definidos (os quatro da
I6gica proposicional, mas os dois acima citados). Por exemplo, o 'ou-exclusivo'. Apesar de nao
ter uma notagédo padrdo, € comum representa-lo por €. A regra do ou-exclusivo é se duas
formulas f1 e f2 sdo ambas verdadeiras ou ambas falsas, f1&bf2 é falso. Caso contrario é
verdadeiro [20].

Esta légica permite analisar ndo sé o que dizem as coisas no mundo, mas o que diriam
em um mundo alternativo; ndo factual, mas possivel. Isto é, se interessa pelas verdades e
falsidades que sao geradas por assergdes neste mundo real e em outros possiveis mundos,
visto que se chama de mundo possivel uma situagdo contra-factual que ndo aconteceu, mas

poderia ter acontecido.
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Neste sentido, uma proposi¢cao serd necessaria em um mundo se ela é verdadeira em
todos os possiveis mundos relacionados com este, e possivel em um mundo se essa é

verdadeira em pelo menos um daqueles mundos relacionados a este.

Principios basicos de anéis booleanos
Anéis sdo entidades matematicas definidas por uma tripla <C, +, . >, onde C é o

conjunto de valores existentes no anel, ‘+' e ‘.’ sdo operadores binarios, definidos por fungdes
[20]:

e 4+ :CxC—C;

e :CxC-—C.

Sejam x, y, z € C. Os anéis respeitam as seguintes propriedades [20]:

. x0=0

X.1=x

[

Xx+0=x

X.y = y.X
(x.y).z = x.(y.2)
X+y=Yy+X

X+y)+z=x+(y+2)

© N o g~ w0 D

XY +2) =Xy + X2z
Anéis booleanos integram um conjunto restrito de anéis, onde C = {0, 1}. Assim sendo,
pode-se provar as seguintes propriedades sobre anéis booleanos (além das demais
propriedades apresentadas) [20]:

1. xx=X

2. x+x=0

Desta forma, a operagdo ‘.’ € analoga a conjuncao e a operagéo ‘+' é analoga ao ou-

exclusivo, o que permite a traducdo de expressbes logicas em expressdes aritméticas e,

portanto, o uso de anéis booleanos para o calculo de satisfatibilidade de sequentes [20].

NP-completude, consumo exponencial de tempo e de memoria

Uma das &reas da ciéncia da computacao € o estudo de complexidade de algoritmos.
Um dos resultados mais importantes para esta érea foi provado por Alan Turing, relacionado ao
que se conhece por problema da parada. Em resumo, o que foi provado é que ha problemas
qgue podem ser descritos inteiramente de forma matematica, mas que nenhum computador é
capaz de resolvé-los [20].

Dentre os problemas resolviveis, estuda-se a complexidade computacional de seus
algoritmos de resolucdo. A classe P é o conjunto dos problemas para os quais existem

algoritmos que os resolvam, polinomiais no tamanho da entrada [20].
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Um problema D é dito de decisdo se sua resposta é r, r € {SIM, NAO}. Seja D um
problema e A um algoritmo que resolve D.

Uma justificativa polinomial j € um elemento de tamanho polinomial na entrada de A,
capaz de justificar a resposta SIM, quando A gerar tal resposta. Caso a verificagao de j possa
ser feita em tempo polinomial no tamanho da entrada, entdo se diz que D pertence a classe
NP.

Podem-se fazer algumas observagdes quanto as implicagdes desta definicdo [20]:

¢ N3ao se exige uma solugdo polinomial para os problemas da classe NP;

e P C NP, pois se D € P, entédo existe um algoritmo polinomial que apresenta a solugao
de D, e que pode ser utilizado como algoritmo de verificagdo para uma justificativa.
Logo, D € NP;

e P ¢ a subclasse de "menor dificuldade" de NP. A subclasse de "maior dificuldade" de
NP é a classe dos problemas NP-completos. Intuitivamente, se uma solugao polinomial
for encontrada para um problema NP-completo, entdo todo problema de NP também
admite solugao polinomial;

e N&o se sabe se P = NP. Nao foi encontrado até o momento nenhum algoritmo
polinomial para nenhum dos problemas NP-completos conhecidos, mas também néo
foi provado que ndo existe tal algoritmo.

Este estudo é importante ao trabalho realizado, pois foi demonstrado que o SAT € NP
e atualmente sé se conhece algoritmos que consomem tempo exponencial no tamanho da
entrada para resolvé-lo. Varios destes algoritmos sdo polinomiais para um subconjunto de
instancias do SAT, mas todos apresentam algum contra-exemplo para o qual rodam em tempo
exponencial. Além disso, alguns deles apresentam uma caracteristica indesejavel: consomem

espaco de memoria exponencial no tamanho da entrada [20].

Método de tableaus KE

A maior parte dos provadores automaticos de teoremas hoje em dia sdo baseados ou
no principio da resolu¢éo ou no procedimento de Davis-Logemann-Loveland.

Porém, outros métodos também podem ser utilizados. Os métodos baseados em
tableaus sao particularmente interessantes para a prova automética de teoremas por existirem
em diferentes variedades e para varias logicas. Além disso, estes métodos nao exigem a
conversao dos problemas para a forma clausal.

Um dentre os muitos métodos légicos que podem ser utilizados para resolver o
problema da satisfatibilidade é o sistema KE. E um método de tableaux originalmente
desenvolvido para légica classica por Marco Mondadori e Marcello D’Agostin, mas que foi
estendido para outros sistemas l6gicos. O sistema KE foi apresentado como uma melhoria, no
aspecto computacional, em relagao ao sistema de tableaux analiticos [22].

Apesar de parecido com o sistema de tableaux analiticos, o sistema KE é um sistema

refutacional que nao é afetado pelas anomalias dos sistemas livres de corte.
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A principal motivagao para o desenvolvimento desse método foi obter um método em
série com principios classicos. A segunda motivagdo foi desenvolver um sistema

computacionalmente mais eficiente [22].

Légicas Linear (LL), Classica(LK) e Intuicionista (LJ)

Logica Linear: A ldgica linear, introduzida por Girard em 1987, se tornou bastante
popular na comunidade de ciéncia da computagdo. A grande novidade é a existéncia de novos
conectivos que formam um novo sistema loégico com varias caracteristicas interessantes, como
por exemplo, a possibilidade de se interpretar um seqiiente como um estado de um sistema,
assim como o tratamento de uma férmula como um recurso [33].

Um outro aspecto considerado na literatura como bastante inovador é a nogédo de
redes-de-prova (do inglés, proof-nets). A idéia é trabalhar com uma representagdo "grafo-
tedrica” para as deducdes na légica linear. Girard define estruturas-de-prova, i.e. grafos de
prova, chamados por ele de "a dedugéo natural do calculo de seqientes linear", utilizando a
nogao de links, que séo relagdes entre ocorréncias de formulas. Aquelas estruturas-de-prova
que representam provas logicamente corretas sdo chamadas de redes-de-prova. Um dos
aspectos talvez mais interessantes da teoria de redes-de-prova € a possibilidade de
caracterizar dentro da classe de estruturas-de-prova a subclasse de redes-de-prova através de
critérios puramente "geomeétricos/algébricos”, i.e,. baseados apenas na estrutura dos grafos de
prova [33].

Logica Classica: Considerada como o ntcleo da légica dedutiva. E o que é chamado
hoje de célculo de predicados de 1% ordem com ou sem igualdade e de alguns de seus
subsistemas.

Dois principios (entre muitos outros) regem a Légica Classica: da ndo-contradigdo e do
terceiro excluido. A lei da ndo-contradicao diz que nenhuma afirmagao pode ser verdadeira e
falsa ao mesmo tempo e a lei do terceiro excluido diz que uma afirmagcdo deve ser ou
verdadeira ou falsa. Combinadas, estas duas leis requerem dois valores de verdade que sao
mutuamente exclusivos. Uma afirmagédo pode ser falsa ou verdadeira, mas, de modo algum,
pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo [35].

A légica classica abrange a légica proposicional e a l6gica de predicados. Na légica
cléssica, a logica proposicional esta integrada na légica de predicados [34].

Légica Intuicionista: Na Idgica classica as afirmativas sdo ou falsas ou verdadeiras,
uma vez que vale o principio do terceiro excluido.

A légica intuicionista abandona a idéia de verdade absoluta, e as afirmativas sao
consideradas validas se e somente se existe uma prova construtiva da mesma. Ou seja, o
principio do terceiro excluido ndo é mais uma tautologia uma vez que ndo existe um método
construtivo Unico que prove qualquer proposicao ou a sua negacao.

A implementacao da légica intuicionista € um pouco mais trabalhosa do que a da légica

cléssica por causa de algumas regras, principalmente a regra de implicagao a esquerda.
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Légicas mbC e mCi

A versdo atual do KEMS implementa estratégias para trés sistemas légicos: logica
classica proposicional, mbC e mCi. mbC e mCi sao légicas para-consistentes. As légicas para-
consistentes podem ser usadas para representar teorias inconsistentes, porém nao triviais [22].

Essas duas légicas sdo de uma classe especial de logicas para-consistentes, as
Légicas de Inconsisténcia Formal uma familia de l6gicas para-consistentes que internalizam as
nogdes de consisténcia e inconsisténcia no nivel de linguagem-objeto.

Esta familia de logicas tem algumas propriedades interessantes em sua teoria da prova
e foi utilizada em algumas aplicacbes em ciéncia da computacdo, como na integragdo de
informacgéo inconsistente em bases de dados.

A loégica mCi é uma extensao da logica mbC. E ambas as logicas possuem dois

operadores diferentes dos convencionais: consisténcia (o) e inconsisténcia (e).
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