Capitulo 7

Teorema de del

7.1 Fungdes recursivas primitivas

Introduziremos uma classe de fun¢des numéricas quevsdentemente efetivamente
computaveis. O procedimento pode parecer um tanto ad laselm nos da uma classe
surpreendentemente rica de algoritmos. Usamos o métddtivio, ou seja, fixamos
um namero de fungdes iniciais que sao tao efetivastgusamnpode desejar; depois disso
especificamos maneiras de construir novos algoritmos & garbutros algoritmos.

Os algoritmos iniciais sao de fato extremamente simpleiingdo sucessor, as
fungdes constantes e as funcdes de projdi';:ﬁndnvio que a composi¢ao (ou substituicao)
de algoritmos da origem a algoritmos. O uso de recursamioio um dispositivo para
se obter novas funcdes ja conhecido de Dedekind; ques@cyroduz algoritmos a
partir de algoritmos dados & também facilmente visto. &gich o estudo de fun¢des
recursivas primitivas foi iniciado por Skolem, Herbran@éd®@l e outros.

Continuaremos agora com uma definicdo precisa, que seldrth forma de uma
definicdo indutiva. Primeiro apresentamos uma lista aedas iniciais de uma na-
tureza inequivocamente algoritmica, e entdao especifisazamo obter novos algorit-
mos de outros algoritmos. Todas as funcdes tém suaiprapdade, o que significa
dizer que elas mapeialif emN para umk adequado. Em geral nao especificaremos as
aridades das fun¢bes envolvidas, e assumiremos queielassolhidas corretamente.
As chamadafungdes iniciaissao

— afundao constante’® comCF (no, ..., nx_1) = m,
— afungo sucessof comS(n) =n + 1,
— asfungdes de projego P com PF(no, ..., ng_1) = n; (i < k)

Novos algoritmos sdo obtidos a partir de outros algoritpursubstitui¢o oucomposiéo
erecursao primitiva

— Uma classeF de fungBes &echada sob substitdg seg, ho, ..., hp—1 € F =
f € F, ondef (@) = g(ho(7i). ..., hy—1(70))

— F éfechada sob recu# primitivase,g,h € F = f € F, onde

{ f(0,7) = g(7i)
fim+1,7) = h(f(m,n), 7, m).
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Definicdo 7.1.1 A classe das furiies recursivas primitivais a menor classe de fubes
contendo a fur@o constante, a ful@ sucessor, e as fudes de projeo, queé
fechada sob substitla e recuréio primitiva.

Observag@o. Substituicao foi definida de uma maneira particular: axhes que
sao substituidas tém todas a mesma cadeia de entradasddea fazer substituicdes
arbitrarias & preciso fazer um pouco de trabalho aditio@@nsidere por exemplo
a fungdof(x,y) na qual desejamos substityifz) no lugar dex e f(z,x) no lugar
dey: f(g(2), f(z,z)). Isso & realizado como se segue: pohbér,z) = g(z) =
g(Plz(I,Z)) ehl(x,z) = f(z,x) = f(Pf(CC,Z),POQ(x,Z)). Entao of(g(z),f(z,x))
desejado & obtido comf{ho(z, 2), h1(x, z)). Assume-se que o leitor & capaz de lidar
com casos de substituicdo que virdo a aparecer maistadian

Vamos comecar construindo um estoque de funcdes reaarmiimitivas. A técnica
nao é de forma nenhuma dificil, e maioria dos leitoresa@tasado em diveras ocasides.
O fato surpreendente & que tantas fungdes possam sga®ptir esses procedimentos
simples. Aqui vai um primeiro exemplo:

x + y, definida por

{ r+0==x
v+ y+1)=(x+y)+1

Reformularemos essa definicao de modo que o leitor possgueeela de fato se en-
caixa no formato prescrito:

{ —i—(O,CL‘) = POI(‘T)
+(y+1,2) = S(PJ(+(y, x), P§ (2, y), P (z,y))).

Via de regra, continuaremos a usar a notacao tradicidealodo que escrevere-
mos simplesmente+y no lugar det(z, y). Também usaremos tacitamente abreviagdes
da matematica, e.g. omitiremos o ponto da multiplicacao

Ha dois trugues convenientes para adicionar ou removi&vess. O primeiro € a
introducao de variaveis fantasma.

Lema 7.1.2 (varaveis fantasma) Sef & recursiva primitiva, erdto g tamkem og, com
9(Toy - 3 Tn1,20,- -, 2m—1) = f(T0o, -+, Tn—1)

Demonstrago. Ponha

9(T0,s oo 1,20, -+, Zme1) = F(PYT™(&, 2),..., PT™(E, 2)). O
Lema 7.1.3 (identifica¢io de variaveis) Sef & recursiva primitiva, edo f (zo, . . ., ¥n—1)[x:/2;]
tamkem o€, ondel, j < n.
Demonstrago. Precisamos considerar apenas o case emgug f(zo, ..., Tn—1)[z:/z;] =
f(P&(l’o, .,,’En_l),.. .,Pin(.%'o,.. .,,’En_l),.. .,Pin(.%'o,.. .,,’En_l), . .,P]jﬁl(xo,. ..,.’L’n_l)),
onde o segund®* esta ngj-ésima entrada. O

Uma notacao mais mundang €xo, ..., %, ..., Tiy ..oy Tp_1).

Lema 7.1.4 (permuta@o de variaveis) Sef € recursiva primitiva, erdto g tamkem o
écomyg(zo,...,xn-1) = f(x0,...,Tn-1)[xi, z;/x;,x;], ondei, j < n.
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Demonstrago. Use substituicao e func¢des de projecao. O

De agora em diante usaremos as notagdes informais wadisi e.g.g(xz) =
f(z,z,x), oug(z,y) = f(y,z). Por conveniéncia usamos e usaremos, sempre que
nenhuma confusao possa surgir, a notacao vetorial paeias de entradas.

O leitor pode facilmente verificar que os exemplos abaixapoder moldados no
formato requerido das funcdes primitivas recursivas.

l.z4y
z+0==z
v+ y+1)=(+y) +1
2.y
z-0=0
z-(y+1)=z-y+z (usamos (1))
3. a¥

20 =1
ol =aY .o

r—1 sex>0
0 sex =0

4. func@o predecessor
Aplique recursao:

5. subtrag@o de corte (monus)

oy = T—1y Sexr >y
Y= 0 caso contrario

6. fungdo fatorial
nl=1-2-3---(n—1)n.

7. fung@o signum
sq(x) = 0 sexr=0
9 =1 1 caso contrario

Aplique recursao:

8. 59(z) =1+ sg(x).

5g(z) = 1 sex=0
9% =19 0 caso contrario
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9. |z —y|
Observe quér — y| = (z =~ y) + (y ~ 2)

10. f(Z,y) = Y7, 9(Z, i), ondeg & recursiva primitiva.

{ Z?:o g(f,i) = g(f, O)

1o S S
0 9@ i) =321 o 9(7,9) + g(Z,y + 1)

11. T, 9(&, ), idem.

12. Sef é recursiva primitiva er & uma permutagdo do conjurf6,...,n — 1}
entaog comg(¥) = f(xzo, ..., Tx(n—1)) também & recursiva primitiva.

13. Sef(Z,y) € recursiva primitiva, entaf(z, k) também o &.

A definicao de funcgdes recursivas primitivas diretateem um desafio que vale
a pena, e o leitor encontrara casos interessantes entse@$ces. Para um acesso
rapido e eficiente a um grande estoque de fun¢des reaarpimitivas existem, no
entanto, técnicas que cortam alguns caminhos. Vamoseaagéess aqui.

Em primeiro lugar podemos relacionar conjuntos e fungismeio defungdes
caractefisticas No cenario das fungdes da teoria dos nimeros, definiomgdes car-
acteristicas da seguinte forma: para&t N* a fungao caracteristids, : N* — {0,1}
deA édadapori € A & Ka(ii) = 1 (e portantoii ¢ A < Ku(7i) = 0). Ad-
verténcia: em logica a fungao caracteristica & asveefinida com e 1 intercambi-
ados. Para a teoria isso nao faz diferenca alguma. Notemusubconjunto d&¥* &
também chamado de umelacio k-aria. Quando lidamos com relagdes tacitamente
assumimos que temos o nimero correto de argumentos, argl@ascrevema$n B
supomos quel, B sdo subconjuntos do mesmié.

Definicdo 7.1.5Uma relago R & recursiva primitiva se sua fuag caractefstica oé.

Note que isso corresponde a idéia de usarcomo um teste de pertinéncia.

Os seguintes conjuntos (rela¢des) sao recursivos inasi
1. §: Kyp(n) = 0 paratodan.

2. O conjuntaP dos numeros pares:

{ Kp(0)=1
Kp(z +1) =3g(Kp(z))

3. Arelacao de igualdadéi_ (z,y) = 5g(|x — y|)-

4. Arelagdo de ordemiX  (z,y) =35g((z + 1) ~ y).

Lema 7.1.6 As rela@es recursivas primitivasi® fechadas sob, N, © e quantificago
cotada.

Demonstrago. SejaC = AN B,entdox € C & z € A N = € B, portanto
Ko(z) =1 & Ka(xr) =1 A Kp(z) = 1. Por conseguinte, fazemdsc(z) =
Ka(z) - Kg(z). Logo, a interse¢cdo de conjuntos recursivos primitigagcursiva
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primitiva. Para a unido, tom& 4 (z) = sg(Ka(z)+Kp(z)), e parao complemento
Kae(x) =5g(Ka(x)).

Dizemos queR & obtida por quantificao cotada a partir deS' se R(ii, m) :=
Qx < mS(7i,z), ondeq & um dos quantificadores 3.

Considere a quantificagdo existencial cotafgz, n) := Jy < nS(Z,y), entdo
Kp(#,n) = s9(3_,<, Ks(Z,y)), portanto seS for recursivo primitivo, entaa?
também o é.

O caso do7 &€ semelhante; deixo ao leitor. O

Lema 7.1.7 As rela@es recursivas primitivasse fechadas sob substitdies recursi-
vas primitivas, i.e. se, ..., fn—1 e R forem recursivas primitivas, et S(7i) :=
R(fo(Z),..., fn—1(Z)) tamkem oé.

Demonstrago. Ks(%) = Kr(fo(2),..., fa—1(Z)). O

Lema 7.1.8 (defini¢o por casos)SejamRy, . . ., R, predicados recursivos primitivos
mutuamente exclusivos, tais qu€(R: (&) V Ra2(Z) V --- V R,(Z)) e suponha que
g1, - - -, gp Sejam fundes recursivas primitivas, e f com

€ recursiva primitiva.

Demonstrago. Se Ky, (¥) = 1, entdo todas as outras fungdes caracteristicas pro-
duzemo, portanto fazemog (%) = g1(Z) - Kg, (%) + ... + gp(Z) - Kg, (Z). O

Os nimeros naturais sdo bem-ordenados, o que signifiea @glie cada subcon-
junto nado-vazio tem um elemento minimo. Se pudermosrtestubconjunto com
relacao a pertinéncia, entao podemos sempre encassarelemento minimo efetiva-
mente. Isso & tornado preciso para conjuntos recursiiostipos.

Um pouco de notacaduy)R(Z, y) representa o menor nUmeydal que R(Z, y)
caso exista pelo menos urfuy < m)R(Z,y) representa o menor nUmeyo< m tal
queR(Z,y) se um tal nUmero existe; senao, simplesmente tomamasio sendon.

Lema 7.1.9 (minimiza@o limitada) R & recursiva primitiva= (py < m)R(Z,y) &
recursiva primitiva.

Demonstrago. Considere a seguinte tabela:

R | R(Z,0), R(#1), ..., R(@i), R(Ei+1), ..., R@m)
Kr 0 0 1 0 1
g 0 0 1 1 1
h 1 1 0 0 0
f 1 2 i i i

Na primeira linha escrevemos os valoresilg(Z, ) para0 < ¢ < m; na segunda
Iinha.tornamos a seqUéngia monotodnica, e.g. tgagi) = sg Z;:o Kr(Z,j). A
seguir trocamos$ por 1 e vice-versah(Z,i) = 3g(g(#,4)) e finalmente somamos o
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h: f(Z,4) = Z;.:O h(Z,j). SeR(Z, j) se da pela primeira vez einentdof (¥, m —
1) =4, e seR(Z, j) ndo se verifica para nenhuin< m, entaof(z,m — 1) = m.
Logo, (ny < m)R(Z,y) = f(Z, m — 1), e portantaninimiza@o limitadaproduz uma
funcgao recursiva primitiva. O

Fazemoguy < m)R(Z,y) := (uy < m+ 1)R(Z,y).
Agora € hora de aplicar nosso arsenal de técnicas panawbéegrande variedade
de relagdes e fun¢des recursivas primitivas.

Teorema 7.1.10S40 recursivas primitivas as seguintes:

1. O conjunto de primos:
Primo(z) & zéumprimos z 1 AVyz <z(z=yz —-y=1Vz=1).

2. Arelado de divisibilidade:
zlye Iz <ylz-z=1y)

3. O expoente do primpna fatorago dezx:
(ny < 2)(p¥ |z A —p¥*|z)

4. Afun@o ‘n-ésimo primo’:

{ p(0) =
p(n+1) = (uz < p(n)")(x & primo Az > p(n)).

Note que comegamos a contar os nimeros primos a partirdgezesamos a notagao
pn = p(n). Portantgpg = 2, p1 = 3, p2 = 5, .... O primeiro primo &g, e 0i-ésimo
primo ép;_1.

Demonstrago. Verifica-se facilmente que os predicados definidores saorsivos
primitivos aplicando-se os teoremas acima. O

Codificacao de seq@ncias finitas

Uma das caracteristicas interessantes do sistema degginaturais € que ele permite
uma codificacdo razoavelmente simples de pares de néniepbas de nUmeros, .,

e n-uplas em geral. Existe um bom nimero dessas codificapdieai, cada uma
tendo seus proprios pontos fortes. As duas mais conhesagdesquelas de Cantor e de
Godel. A codificacao de Cantor & dada no exercicio 6, ed#ficacao de Godel sera
usada aqui. Ela & baseada no fato bem-conhecido de quaogitém uma Gnica (a
menos da ordem) fatoracdo em primos.

A idéia & associar a uma seqUéngia, ..., ny_1) 0 nUmerg2mo+1 . gma+l. .
p;““ cepp 1 O+1extranos expoentes & para levar em conta que a codificacao
tem que mostrar 0s zeros gque ocorrem numa sequéncia. @adabd prima de uma
segliéncia codificada podemos efetivamente extrair aéseig original. A forma
como introduzimos esses codigos faz com que a codifidag@@mente nao seja uma
bijecao; por exemplad,0 ndo & uma sequéncia codificada, enquant®Ggidsso nao é
uma limitacao terrivel; ha remédios, que nao comsicEaMos aqui.

Lembremos que, no arcabouco da teoria dos conjuntos uriérseiq de compri-
menton & um mapeamento dé, ..., n — 1} paraN, portanto definimos aediéncia
vaziacomo a (nica sequéncia de comprimeitoe. o inico mapa dé paraN, que &

a funcao (i.e. conjunto) vazia. Fazemos com que o codigeediiéncia vazia seja
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Definicao 7.1.11 1. Seq(n) := Vp, q < n(Primo(p) APrimo(q)ANqg < pAp|n —
g|n) An # 0. (nUmero de seq@&ncia)

Em palavras:n € um rimero de seiigncia se el o produto de p@ncias primas
positivas consecutivas.

2. comp(n) := (px < n + 1)(—p,|n) (comprimento)

3. (n); = (ux < n)(P¥|n A —~(pF**n)) = 1 (decodificagio ou projecio)
Em palavras: o expoente deésimo primo na fatorap den, menosl. (n);
extrai 0i-esimo elemento da sé@ncia.

comp(m)—1 _(m);+1

4. nxm=n-[2) comp(n)+i (concatena@o)

Em palavras: sen, n forem os édigos de duas séé@nciasm, i, enio o ddigo
da concatengfo dem e i € obtido pelo produto de e as poéncias primas que
se obém ‘subindo’ todos os primos na fatogdem pelo fator correspondente
ao comprimento de.

Observag@o: 1 € trivialmente um nimero de seqiiéncia. A funcao camgmnto s6
produz a saida correta para nimeros de sequénciape.g(10) = 1. Aléem do mais,
o comprimento de & de fata), e o comprimento de umiaupla é1.

Notaggo. Usaremos abrevia¢des para as fun¢des de decoddidacadas:(n); ; =
((n):);, etc. _ _ _

NUmeros de seqiiéncia sao, de agora em diante, esaitusn, . . ., n;—1). Dai, por
exemplo,(5,0) = 2¢.3!. Escrevemo$) para representar o codigo da seqiiéncia vazia.
A codificag¢ao binariaz, y), € usualmente chamada de ufuaggo de pareamento

Até agora usamos uma forma imediata de recursao, cada seguinte depende
dos parametros e da saida anterior. Masg$adiéncia de Fibonaccnos mostra que
existem mais formas de recursao que ocorrem na pratica:

F(0) =1
F(1) =1
F(n+2)=F(n)+ F(n+1)

A generalizagdo 6bvia &€ uma funcao, onde cada sadgardle dos parametros e de
todas as saidas anteriores. Isso & chamadecdiesio por curso de valores

Definigao 7.1.12 Para uma dada furéio f (y, &) sua fun@o ‘curso de valoresf (y, 7)
é dada por

Exemplo: Se f(0) = 1, f(1
f(2)=211.3L f(3) =22-3.5% = (1,0, 7).
Lema 7.1.13Sef & recursiva primitiva, erdo f tamkem oé.

Demonstrago. Obvia. O
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Comof(n+1) ‘codifica’, por assim dizer, toda a informagao sofraé on-simo
valor, podemos usaf para formular a recursao por curso-de-valor.

Teorema 7.1.14Seg & recursiva primitiva ef (v, ) = g(f(y,Z),y,Z), enBo f &
recursiva primitiva.

Demonstrago. Primeiro definimog .

{ fo,8=1 )
fly+1,%) = f(y, @) = (g(f(y, %), 9, T))-

f € obviamente recursiva primitiva. Confdy, z) = (f(y + 1, %)), vemos quef &
recursiva primitiva. O

Nesse ponto coletamos fatos suficientes para uso future astfungdes recursivas
primitivas. Poderiamos perguntar se existem mais algostque apenas as fungdes
recursivas primitivas. A resposta vem a ser sim. Considsegainte constru¢ao: cada
funcao recursiva primitivgd € determinada por sua definicdo, que consiste de uma
cadeia de fungdeh), f1,..., fn_1 = f tal que cada funcdo & uma fun¢ao inicial, ou &
obtida de funcdes anteriores por meio de substituicBi@oursao primitiva.

E uma qguestao de rotina codificar toda a definicdo num ndimatural tal que
toda a informagao pode ser efetivamente extraida digodueja [Hinman], p.34). A
constru¢do mostra que podemos definir uma furf¢dal queF'(z,y) = f.(y), onde
f= € afuncao recursiva primitiva com codigoAgora considerd®(z) = F(z,x) + 1.
Suponha qué seja recursiva primitiva, portantdo = f,, para um certa, mas entao
D(n) = F(n,n) +1 = fo(n) + 1 # f,(n). Contradi¢do. Esté claro, entretanto, da
definicdo deD que ela é efetiva, portanto indicamos como obter umadoiefetiva
gue nao & recursiva primitiva. Ao resultado acima podebfamser dada a seguinte
formulagao: nao existe funcao recursiva primitivadia F'(x, y) tal que cada funcao
recursiva primitiva unéaria &'(n,y) para algumn. Em outras palavras, as funcdes
recursivas primitivas nao podem ser recursivo-primitieate enumeradas.

O argumento &, na verdade, completamente geral; supordhéegbamos uma
classe de funcdes efetivas que pode se enumerar a sigodgpmaneira consider-
ada acima; entdo podemos sempre “diagonalizar para foidadae” pela funcao
D. Chamamos issadiagonalizaéo. O moral dessa observacao & que temos pouca
esperanca de obtéondasas funcdes efetivas de uma maneira efetiva. A técnica da
diagonalizacao vai la atras para Cantor, que a intrioduera mostrar que os reais nao
sao enumeraveis. Em geral ele usou diagonalizagdonpastrar que a cardinalidade
de um conjunto & menor que a cardinalidade de seu conjustpaites.

Exercicios

1. Seh; e ho forem recursivas primitivas, entdao o mesmo acontece tem, onde

f0) = a

9(0) = a2
flz+1) hi(f(z),g(z), )
glz+1) = ha(f(2),9(x),x)
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2. Mostre que a série de Fibonacci é recursiva primitinaeo

{f(O)—f(l)—l
fle+2)=f()+ flz+1)

3. Suponha quf| denote a parte inteira do nUmero redi.e. o maior inteirc< a).
Mostre que[ﬁ} , para nimeros naturaise y, & recursiva primitiva.

4. Mostre quenax(z,y) e min(z,y) SA0 recursivas primitivas.

5. Mostre quendc (maximo divisor comum) enmc (minimo multiplo comum)
Sao recursivas primitivas.

6. Afuncao de pareamento de Cantor & dadaifor y) = 1 ((z+y)% + 3z +2y).
Mostre queP & recursiva primitiva, e quB & uma bijecao d&? sobreN. (Sug-
estao: Considere no plano uma caminhada sobre todos asspatum reticu-
lado da seguinte formd0,0) — (0,1) — (1,0) — (0,2) — (1,1) — (2,0) —
(0,3) — (1,2) — ...). Defina as ‘inversast e D tais queP(FE(z), D(z)) = =z
e mostre que elas sao recursivas primitivas.

7. Mostre quep,, < 22" Para mais informacdes sobre limitantes sghyeveja
Smoryiski 1980

7.2 Funges Recursivas Parciais

Dado o fato de que as fun¢des recursivas primitivas ngatas) os algoritmos numéricos,
estendemos de uma maneira natural a classe das functieasef€€omo vimos que
uma geracao efetiva de todos os algoritmos invariavetieneos traz para um conflito
com a diagonalizac¢ao, alargaremos nosso escopo pedmitim¢des parciais. Dessa
maneira a situacao conflitanf¥n) = D(n) + 1 para um certo nos diz queD n&o &
definida parau.

No contexto presente func¢des tém dominios natur&sconjuntos da forma”™
(= {(mo,...,mn_1) | m; € N}, assim-chamados produtos cartesianos), uma funcéo
parcial tem um dominio que & um subconjuntdtfe Se o dominio & todo o conjunto
N", entdo chamamos a funcaoto¢al.

Exemplo: f(x) = 2% é total,g(x) = py(y* = ) & parcial e nao totalg(x) € a raiz
guadrada de se ela existe).

Os algoritmos que vamos introduzir sao chamafogbes recursivas parciajs
talvez funcdes parciais recursivas teria sido uma metlemominacao. Entretanto,
0 nome veio a ser sendo geralmente aceito. A técnica dspegara definir fungdes
recursivas parciais que empregamos aqui vai la atrakla#ne. Tal qual antes, us-
amos uma definicao indutiva; exceto a clausula R7 adipoteriamos ter usado uma
formulacdo quase idéntica aquela da definicao daglemrecursivas primitivas. Como
desejamos uma funcao universal ‘interna’, ou seja, umeda que efetivamente enu-
mera as fun¢des, temos que empregar uma técnica maed&fijue permite referéncia
explicita a varios algoritmos. O truque nao € de forngaiala esotérico, simplesmente
atribuimos um codigo numeérico a cada algoritmo, que @raos selndice Fixamos
tais indices antecipadamente de modo que podemos falaiglritmo com indice:
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produz como saida quando recebe como entrafl®, . .., z,_1)’, simbolicamente
representado com@}(xo, ..., Tn-1) ~ y.

A heuristica desse ‘indice aplicado a entrada’ & quendité é visto com uma
descricao de uma maquina abstrata que opera sobre anttadima aridade fixa. Por-
tanto{e}(7i) ~ m deve ser lido como ‘a maquina com indicepera sobre e produz
como saidan’. Pode muito bem ser o caso que a maquina nao produz umha, sai
nesse caso dizemos gt (%) diverge. Se existe uma saida, dizemos fiJé) con-
verge. Que a maquina abstrata & um algoritmo vai se topzaeate da especificacao
na definicao abaixo.

Note que nao sabemos antecipadamente que o resultadoféngaa, i.e. que para
cada entrada existe no maximo uma saida. Independertedeeqguao plausivel isso
seja, tem que haver uma demonstracdo. Kleene introdugimbolo~ para ‘igual-
dade’ em contextos onde termos podem resultar em valorefriitbs. ISso acontece
de ser (til no estudo de algoritmos que nao necessariarpeatisam produzir uma
saida. As maquinas abstratas acima podem, por exempiar, Bama computacao que
executa para sempre. Por exemplo, poderia haver uma jastdacforma ‘a saida em
n @ o sucessor da saida em- 1'. E facil ver que para nenhumuma saida pode ser
obtida. Nesse contexto o uso do predicado de existenda (g e ~ seria 0= da
teoria de objetos parciais (cfroelstra—van Dalen2.2). A convencao regulande é:
set ~ s entaot e s tém valores simultaneamente definidos e sao idénticosles tém
valores simultaneamente indefinidos.

Definicdo 7.2.1 A relaggo {e}(¥) ~ y & indutivamente definida por
R1 {{0,n,q)}(mo,...,mn-1) ~¢q
n,i)}(mo, ..., Mp_1) ~m;, parad <i <n
R3 {(2,n,9)}(mg,...,mn_1) 2m; +1,parad <i<n
YHp, g, 7, 8, M0, ..y Mp—1) = D, SET = 8
YHp, q,r,8,mg, ..., Mp_1) =~ q, SEr # 5

R5 {{(4,n,b,cq,...,ck—1)}(mo,...,mp_1) = p, Se existemy, . .., qx—1 tais que
{cl}(mo, ceosmp—1) 2 ¢ (0<i<k)e{b}(qo,...,qu—1) =p

R6 {<5,TL+ 2>}(p7qam01 e amn—l) =~ S}l(p7 q)
R7 {{(6,n+ 1)}(b,mo,...,mp—1) ~ pse{b}(mo,...,Mp_1) = p.

A funcdosS) em R6 sera especificada no teoreffjaadiante.
Mantendo em mente a leitura acima{dé (Z), podemos parafrasear o esquema da
seguinte forma:

R1 a maquina com indio®, n, ¢) produz para a entradan, . . . ,m,,—1) a saida
(afuncdo constantg

R2 a magquina com indicd, n, i) produz para a entrada a saidan; (afungao de
projecéo F;"),

R3 a maquina com indio®, n, i) produz para a entrada a saidan; + 1 (afunggo
sucessosobre ci-ésimo argumento),



7.2. FUNQDES RECURSIVAS PARCIAIS 201

R4 a maquina com indic€, n + 4) testa a igualdade do terceiro e do quarto ar-
gumento da entrada e produz o primeiro argumento no casaudilagle, e o
segundo argumento caso contrariduiagao discriminador,

R5 a maquina com indicgl, n, b, cy, . . ., ck—1) primeiro simula as maquinas com
indices, . . ., cx—1 com entradar, e entdo usa a sequénciade s@ida. . ., gx—1)
como entrada e simula as maquinas com indli@ibstitui@o),

R7 amaquina comindigé, n+ 1) simula para uma dada entrddang, . .., my,—1,
a maquina com indicke entradany, . .., m,_1 (reflexdo).

Uma outra maneira de ver R7 & que ela prové umaguina universapara todas
as maquinas com entradasid@argumentos, o que quer dizer que ela aceita como uma
entrada os indices de maquinas, e ai as simula. Issgé de¢imaquina requerida para
o0 processo de diagonalizacdo. Se se pensa em maquirtetabilealizadas, entao
R7 & bastante razoavel. Esperar-se-ia que se os indidesnpser ‘decifrados’, uma
magquina universal pode ser construida. Isso foi de fatlizaalo por Alan Turing, que
construiu (abstratamente) uma assim-chamada maquinarohg Tiniversal.

O leitor escrupuloso poderia chamar R7 de um caso de trapaiseela se livra de
todo o trabalho arduo que se tem que fazer de modo a obter @maima universal,
por exemplo, no caso das maquinas de Turing.

Como{e}(#) ~ y & indutivamente definido, tudo que provamos sobre congunto
indutivamente definidos se aplica aqui. Por exemplde3$¢€x) ~ y for o caso, entao
sabemos que existe uma sequéncia de formacao (verg@gpara ele. Essa sequiéncia
especifica comde} & construida a partir de fungdes recursivas parciais siaples.
Note que poderiamos também ter visto a definicao acimeaona definicao indutiva
do conjunto de indices (de funcdes recursivas parciais)

Lema 7.2.2 Arelagdo{e}(Z) ~ y € funcional.

Demonstrago. Temos que mostrar que} se comporta como uma fungao, ou seja,
{e} (&) ~ y, {e}(Z) = z = y = 2. Isso & feito por indugdo sobre a defini¢cao{dé.
Deixamos a prova ao leitor. O

A definicao de{e} (i) ~ m tem um contedo computacional, pois nos diz o que
fazer. Quando apresentados cfe}(i7), primeiro olhamos pare; se a primeira ‘en-
trada’ dee for 0, 1 ou 2, computamos a saida via a funcao inicial correspond&ee
a primeira ‘entrada’ foB, determinamos a saida ‘por casos’. Se a primeira entrada fo
4, primeiro realizamos as subcomputacdes indicadag po(ni), e entdao usamos as
saidas para conduzir as subcomputacdes{asfa). E assim por diante.

Se R7 for usada em tal composigao, ndo temos mais gadentjae a computacao
vai parar; de fato, podemos cair num lago, como mostra o pieanseguir.

De R7 segue, como veremos adiante, que existe um irdiaeque {e}(z) ~
{z}(x). Para computafe} para o argumente passamos, conforme R7, para o lado
direito, i.e. temos que computée}(e), e comoe foi introduzido por R7, temos que
repetir as transi¢cdes para o lado direito, etc. Evideatgmque nosso procedimento
n&o nos leva a lugar algum!

Conven@es. A relagcdo{e}(#) ~ y define uma fungdo sobre um dominio, que &
um subconjunto do ‘dominio natural’, i.e. um conjunto darfia N". Tais fun¢des
sao chamadafungdes recursivas parciajselas sao tradicionalmente denotadas por
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simbolos do alfabeto gregg, ¢, o, etc. Se tal funcao € total sobre seu dominio
natural, ela &€ chamada decursiva e denotada por um simbolo romarfo g, h, etc.
O uso do simbolo de igualdade™é proprio no contexto de funcdes totais. Na pratica,
no entanto, quando nao houver confusao, usa-la-emgisentéemente ao invés de™
O leitor deve tomar cuidado para nao confundir formulasgdes recursivas parciais;
ficard sempre claro do contexto o que o simbolo repres€ntguntos e relagdes serdo
denotados por letras romanas mailsculas. Quando nenlunfues&o pode ocorrer, as
vezes omitiremos parénteses, como{ferfi para{e}(x). Alguns autores usam uma
notacao tipo ‘bolinha preta’ para funcdes recursivaciais: e e Z. Insistiremos nos
‘parénteses de Kleene{e} ().

A terminologia abaixo € tradicionalmente usada em te@isedursao:

Definicdo 7.2.3 1. Se para uma fuldp parcial ¢ Jy(p(Z) = y), enfio dizemos
guey converge ent, caso contario ¢ diverge ent.

2. Se uma furip parcial converge paratodas as entradasjprias), elaé chamada
detotal

3. Uma funéo recursiva parcial total (sic!) sérchamada déuncéo recursiva

4. Um conjunto (rela&o) & chamado descursivose sua fungo caractefstica (que,
por definio, & total)é recursiva.

Observe que &€ uma importante caracteristica de confrgapnforme definidas
na Definicdo 7.2.1, quée} (vo(77), ¥1 (), . .., ¥r—1(7)) diverge se um de seus argu-
mentosy; (%) diverge. Dai, por exemplo, a fun¢ao recursiva parfialx) — {e}(z)
pode nao convergir para todoe x, pois primeiro temos que saber g€} (x) con-
verge!

Essa caracteristica & as vezes inconveniente e leveipanatdoxal, e.g. em aplicacdes
diretas do esquema discriminador R43,4)} (o(x), ¢ (z),0,0) tem valor indefinido
quando a funcao (aparentemente irrelevaiite) tem valor indefinido.

Com um pouco de trabalho extra, podemos obter um indicaupaaguncao recur-
siva parcial que fadefinigo por casosobre func¢des recursivas parciais:

(b = { o)D) et

arag, go recursivas.
{62}( Segl( paragi, g2

Defina @ = (@)
- _ | €15€461(x) = ga2(@
#(@) —{ €2 5eg1(7) # ga(7)

porp(@) = {(3,4)} (e1, €2, 91 (%), 92(%)). Portanto{e}(#) = {1(#)} = [por R7]{(6,n+
1)} (2), ). Agora use R5 (substituicao) para obter o indice reqoeri

Como as fungdes recursivas primitivas formam tal clasteral de algoritmos,
Nosso primeiro objetivo serd mostrar que elas estaodamitia classe das funcdes
recursivas.

O teorema que vem a seguir tem uma bela motivacao de ns&agDonsidere uma
maquina com indice operando sobre dois argumeniosy. Mantendar fixo, temos
uma maquina operando solye Portanto obtemos uma seqiiéncia de maquinas, uma
para cadar. O indice de cada maquina dessas depende, de uma mareErae]ale
x? A resposta plausivel parecer ser ‘'sim’. O teorema a segaofirma isso.



7.2. FUNQDES RECURSIVAS PARCIAIS 203

Teorema 7.2.4 (O Teoremab)") Paratodom,n com0 < m < n existe uma furip
recursiva primitivaS]"* tal que

{SM (e, z0, -y Tm—1)HTm, -y Tn—1) = {e} (D).

Demonstrago. A primeirafungdoS}, ocorre em R6, e haviamos adiado sua defini¢ao
precisa, que aqui esta:

S}l(e,y) =(4,(e)1 = 1,e,(0,(e)1 ~ 1,y),{1,(e)1 =~ 1,0),...,(1,(e)1 = 1,n = 2)).

Note que as aridades estdo correfa$,tem um argumento a mais que a fungéo con-
stante e as fun¢des de projecao envolvidas.
Agora,{S}(e,y)}(Z) = z & existemyqy, . . ., g, 1 tais que

{<1a (6)1 - 1,71.— 2>} f) = Qn—1
{e}(q0s -+ qn—1) = 2.

Pelas clausulas R1 e R2 obtemgs= y e ¢i+1 = z; (0 < i < n — 1), portanto
{Sk(e,y)}(Z) = {e}(y, ¥). ClaramenteS} & recursiva primitiva.

A funcao recursiva primitivaS™ & obtida aplicando-s8} m vezes. Da nossa
definicdo segue qu&™ & também recursiva. O

AfuncaoS]" nos permite considerar algumas entradas como parametosstante
como entradas prépriamente ditas. Essa & uma consiaedacrotina no cotidiano da
matematica: ‘consideré(z,y) como uma funcéo dg’. A notagado logica para essa
especificacao de entradas faz usoogerador lambda Digamos qué(z,y, z) seja
um termo (em alguma linguagem), ent&o- ¢(z, y, z) & para cada escolha gez a
funcdox — t(z,y,z). Dizemos que e z sdo parametros nessa fungao. O calculo
do valor desses termos lambda & simples: t(z,y, z)(n) = t(n,y, z). Esse topico
pertence ao chamadambda-@lculo, e para nbés a notacao & apenas uma ferramenta
conveniente para NOs expressarmos sucintamente.

O teoremaS]* expressa uma propriedade uleiformidadedas fungdes recursivas
parciais. E de fato 6bvio que, digamos para uma fungao recursiveigas(z, y),
cada individuop(n,y) seja recursivo parcial (substituapela fun¢ao constante),
mas isso ainda nao nos mostra que o indicegey(z,y) seja, de uma forma sis-
tematica, uniforme, computavel a partir do indicesdez. Pelo teorem&)”, sabemos
que o indice dge}(z,y, z), considerado como uma fun¢ao de, digamodepende
primitiva-recursivamente dee y: {h(x,y)}(z) = {e}(z,y, z). Veremos um nimero
de aplicagbes do teorensg’.

A seguir provaremos um poderoso teorema sobre funcdassiegs parciais, que
nos permite introduzir fungdes recursivas parciais pefinibdes indutivas, ou por
definicdes implicitas. Funcdes recursivas parciaibgm, por esse teorema, ser dadas
como solucgdes de certas equacdes.

Exempilo.

(n) = 0 sen € um primo, ow, oul
o) = p(2n+1)+1 caso contrario.
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Entaop(0) = ¢(1) = ¢(2) = ¢(3) = 0, 9(4) = ¢(9) +1 = ¢(19) +2 = 2,
»(5) =0, e, e.g(85) = 6. A primeira vista, ndo podemos dizer muita coisa sobre
tal sequiéncia. O teorema a seguir (de Kleene) mostra quenpas sempre encontrar
uma solucao recursiva parcial para uma tal equacaogpara

Teorema 7.2.5 (O Teorema da Recuémo) Existe uma furigo recursiva primitivarc
tal que para cada e Z, {rc(e) H(Z) = {e}(rc(e), Z).

Vamos notar primeiro que o teorema de fato da a solugd® seguinte equacao:
{r}(Z) = {e}(r,Z). De fato, a solucdo depende primitiva-recursivamentendice
dadoe: {f(e)}(xz) = {e}(f(e),x). Se nao estivermos interessados na dependéncia
(recursiva primitiva) do indice da solugdo em relagéoindice antigo, podemos até
nos contentar com a solugdo gg} (z) = {e}(f, x).

Demonstrago. Sejap(m, e, ) = {e}(S2,,(m,m,e),Z) e suponha que seja um
indice dep. Facarc(e) = S2 4(p,p, €), entao

{re(e)}(@) = {912(p,p,€)}(@) = {p}(p, e, %) = p(p, e, &)
= {e}(S312(p, ps €), &) = {e}(xc(e), ).

Como um caso especial obtemos
Corolario 7.2.6 Para cadae existe um tal que{n}(Z) = {e}(n, Z).

Corolario 7.2.7 Se{e} for recursiva primitiva, erfio a solugio da equago{ f (e) }(Z) =
{e}(f(e), ¥) dada pelo teorema da reci@ts tamtemé recursiva primitiva.

Demonstrago. Imediata da definicao explicita da fungao O

Daremos um nimero de exemplos assim que tivermos mostuaduglemos obter
todas as fungdes recursivas primitivas. Por agora temmoarplo estoque de fungdes
com as quais experimentar. Primeiro temos que provar algensmas a mais.

As fungdes recursivas parciais sao fechadas sob umafgenal de minimizacao,
as vezes chamada thesca ilimitada que para uma dada fungao recursi(g, ¥) e
argumentog’ percorre todos os valores ge= procura pelo primeiro que faz com que
f(y, %) sejaigual a zero.

Teorema 7.2.8Sejaf uma funéo recursiva, erdo o(Z) = py[f(y, &) = 0] & recur-
siva parcial.

Demonstrago. A idéia & computar consecutivament®®, z), f(1,Z), f(2,%), ...
até que encontremos um valdr Isso ndo precisa forcosamente acontecer, mas se
acontece, chegaremos a ele. Enquanto estamos computaedovakres, contamos
0 nimero de passos. Quem cuida disso &€ uma fun¢ao neuPDrtanto desejamos
uma funcaay com indicee, operando sobrg e 7, que faz o trabalho para noés, i.e.
umazi que apbds computar um valor positivo pdi@, ¥) vai para o proximo valor de
entraday e adicional ao contador. Como quase nao temos ferramentas aritmétca
momento, a construgdo & um tanto enrolada e artificial.

Na tabela a seguir computamg@gy, ¥) passo a passo (as saidas estdo na terceira
linha), e na Gltima linha computam@sy, &) de tras para frente, como se fosse.
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y | 0o | 1 2 3 k-1 k
fly, @) | f0,2) | f(1,2) | f(2,7) | f(3,2) f(k=1,2) | f(k,Z)

2 7 6 12 3 0

Y(y, %) k k-1 | k-2 | k=3 | ... 1 0

(0, &) & ok requerido. A instrugdo paraé simples:

. o sef(y,7) =0
P(y, ) = { W(y+1,7)+1 caso contrario

De modo a encontrar um indice pafafacai(y,Z) = {e}(y,Z) e procure por um
valor parae. Introduzimos duas fungdes auxiliargs e 1o com indices e c tais que
Pi(e,y, @) = 0ea(e,y, @) = Y(y+1,7)+1. Oindicec segue faciimente aplicando-
se R3, R7 e o teorem&™. Sef(y,#) = 0 entdo consideramas,, senaay),. Agora
introduzimos, pela clausula R4, uma nova fungg@ue computa um indice:

L[ b osef(y,d)=0
xo(e,y, &) = { ¢ caso contrario

e fazemos((e, y, ) = {xo(e,y,Z)}(e,y,Z). O teorema da recursao nos fornece um
indiceey tal quex(eo, y, ) = {eo}(y, Z).

Afirmamos que{eg}(0, ) produz o valor desejado, se por acaso ele existe, i.e.
eo € o indice da) pelo qual estavamos procurandg @) = {e}(0, Z).

Sef(y,¥) # 0 entdox(e, y, ) = {c}(eo,y,¥) = Y2(e0,y, %) = P(y +1,7) + 1,
e sef(y,Z) = 0 entdox(eo, y, &) = {b}(eo, y,Z) = 0.

Se, por outro ladok for o primeiro valory tal quef(y, #) = 0, entaoy (0, Z) =
Y(1,8)+1=92,8)+2="-- =9y, Z) +yo = k. O

Note que a fungao dada nao precisa ser recursiva, e qgemanto acima também
funciona pargf recursiva parcial. Temos entdo que reformudglf (x, ) = 0] como
oy tal quef(y,Z) = 0 e paratoda < y o valor def(z, ¥) esta definido e & positivo.

Lema 7.2.9 A fun@o predecessadE recursiva.
Demonstrago. Defina

ri] = 0 sex =0
“ | myly+1=u=x| caso contrario

ondeuyly + 1 = x| = py(f(y, z) = 0] com

/0 sey+1==x
Fly, ) = { 1 caso contrario

Teorema 7.2.10As fun@es recursivasd® fechadas sob recuie primitiva.

Demonstrago. Sejamg e h recursivas, e suponha giieseja dada por
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Reescrevemos o esquema como

—

~ 9(Z) sey =0
fly®) = { h(f(y~1,%),Z,y~ 1) caso contrario
No lado direito temos uma definicao por casos. Portantodefine uma fungao
recursiva parcial com indice, digamasjey, Z e o indicee da funcaof que estamos
procurando. Isso leva a uma equagad(y, ¥) = {a}(y,Z,e). Pelo teorema da re-
cursao a equacao tem uma soluggoUma inducao facil sobrg mostra queley} &
total, portantgf & uma fungao recursiva. O

Obtemos agora o obrigatorio
Corolario 7.2.11 Todas as furiges recursivas primitivasi® recursivas.

Agora que recuperamos as fungdes recursivas primitpagemos obter muitas
funcgBes recursivas parciais.

Exemplos.

1. Definap(z) = {e}(x) + {f}(x), entdo, por 7.2.11 e R%; & recursiva parcial
e gostariamos de expressar o indiceexd®mmo uma fungao dee f. Considere
Y(e, f,z) = {e}(x) + {f}(z). ¢ & recursiva parcial, portanto ela tem um indice
n, i.e.{n}(e, f,xz) = {e}(x) + {f}(x). Pelo teorems." existe uma funcao
recursiva primitiveh tal que{n}(e, f,z) = {h(n,e, f)}(z). Por conseguinte,
g(e, f) = h(n,e, ) & afuncao requerida.

2. Existe uma fungao recursiva parciaial quep(n) = (¢(n+1)+1)%: Considere
{z}(n) = {e}(z,n) = ({z}(n + 1) + 1)2. Pelo teorema da recursao existe
uma solugaac(e) paraz, logo ¢ existe. Um argumento simples mostra que
nao pode estar definida para nenhunportanto a solugdo é a funcao vazia (a
maquina que nunca da uma saida).

3. A funcdo de Ackermannver [Smorynski 1991], p.70. Considere a seguinte
seqiiéncia de funcdes:

wo(m,n) =n+m
e1(m,n) =n-m
p2(m,n) =n™

Pr+1(0,n) =n

err1(m+1,n) = pp(prr1(m,n),n) (k=2)
Essa sequiéncia consiste de fungbes mais e mais rapitlorescentes. Pode-
mos juntar todas essas fun¢des numa funcao:

ok, m,n) = ¢gr(m.n).
As equacdes acima podem ser resumidas:

©(0,m,n) =n+m

0 sek=0
elk+1,00n)=¢ 1 sek=1

n caso contrario
wk+1,m+1,n)= ¢k, ok+1),m,n),n).
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Note que a segunda equacao tem que distinguir casos dbammmyy, 1 Ser a
multiplicacao, a exponenciacao, ou o caso gérat(2). Usando o fato de que
todas as fun¢des recursivas primitivas Sao recursigascrevemos os trés casos
numa equacao da forrda}(k,m,n) = f(e, k, m,n) para umaf recursiva ade-
quada (exercicio 3). Dai, pelo teorema da recursacteenima funcao recursiva
com indicee que satisfaz as equacgdes acima. Ackermann mostrou queaofu
»(n,n,n) cresce, a partir de um certo momento, mais rapidamente Gueueg
funcao recursiva primitiva.

4. O teorema da recursao pode também ser usado para definigdutivas de
conjuntos ou relacdes; isso € visto mudando para emcaracteristicas, e.qg.
suponha que desejemos uma relabdo, y) tal que

Rlz,y) © (@=0Ay#0)V (@ #0Ay#0)AR(z=1,y=1)).
Entao escrevemos

Kr(w,y) = s9(3g(x) - sg(y) + sg(x) - sg(y) - Kr(x -1,y - 1)),

de modo que existe umtal que

KR(xvy) = {e}(KR(I ~1ly- 1),I,y).

Agora suponha quf i tenha indice;, entao temos

{2}z, y) = {€'} (2, 7,9).

A solucdo{n} como & dada pelo teorema da recursdo & a fungdo castcter
requerida. Vé-se imediatamente g&ié a relacao ‘menor que’. Por conseguinte,
{n} & total, e portanto recursiva; isso mostra dué também recursiva. Note
gue pela observacao seguinte ao teorema da recursa@mabaté mesmo a re-
cursividade primitiva deR.

O teorema fundamental a seguir & extremamente (til pai@snaplicacdes. Sua
importancia tebrica &€ que ele mostra que todas as &sugdcursivas parciais podem
ser obtidas a partir de uma relagao recursiva primitivaupeaminimizacao.

Portanto minimizacao é a ligacao que faltava entrensea primitiva e recursiva
(parcial).

Teorema 7.2.12 (Teorema da Forma Normal)Existe um predicado recursivo primi-
tivo T tal que{e}(Z) = ((u2)T (e, (Z), 2))1.

Demonstrago. Nossa heuristica para funcdes recursivas parcidimf@ada na metafora
da maquina: pense numa maquina abstrata com acdesifaepelas clausulas R1 a
R7. Ao reconstituir o indice de uma dessas maquinas, damos por assim dizer um
procedimento de computacao. Agora & um trabalho besgécificar todos os pas-
sos envolvidos em tal ‘computacao’. Uma vez que tivernteegado a isso, teremos
tornado nossa nocao de ‘computacao’ precisa, e da fderespecificacao, podemos
imediatamente concluir que € o cbédigo de uma computacao”é de fato um predicado
recursivo primitivo. Buscamos por um predicdf, u, z) que formaliza o enunciado
heuristico 2 € uma computacao (codificada) que € realizada por ung@afurecursiva
parcial com indice sobre a entrada’ (i.e. (Z)). A ‘computacao’ foi arranjada de tal
maneira que a primeira projecao dé sua saida.
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A prova € uma questao de perseverancga burocratica-difiailh mas também nao
empolgante. Para o leitor & melhor destrinchar algunsgmoasos por si s6 e deixar
o restante, do que explicitar todos os detalhes seguintes.

Primeiro, dois exemplos.

1. Afuncéo sucessor aplicadd®g 2, 3):

S$$(1,2,3) = 2+ 1 = 3. Uma adverténcia: aqui? & usada para a fungao
sucessor operando sobre o segundo item da cadeia de ergrealagrimentd.

A notagao é usada somente aqui.

O indice ée = (2,3,1), a entrada & = (1,2, 3), e 0 passo & a computacao
diretaz = (3,(1,2,3),(2,3,1)) = (3,u,e).

2. A composicao da fung¢ao constante com a funcao degio.
P}(C3(7,0),5,1) = 1.

Pela clausula R5, a entrada dessa funcao tem que ser weia ce niUmeros,
portanto temos que introduzir uma entrada apropriada. ¥g8olmais simples &
usar(7,0) como entrada e ‘fabricar’ os argumentos remanescérgdsa partir
deles. Dai, vamos fazer

PJ(C3(7,0),5,1) = P3(C3(7,0), C3(7,0), CF(7,0)).

De modo a manter a notacao legivel, usaremos variaeeisvas das entradas
numeéricas.

e(yo,y1) = P3(C3(yo, y1), C% (yo, y1), CF (Yo, 91)) = P3(CG (Yo, y1), x1, T2).
VVamos primeiro escrever os dados para as fun¢des comggsnen

indice entrada passo

Ccz | (0,2,0) = eg (Yo, y1) = u (0, u,e9) = 2o
Cgl (0,2,21) = e1 (Yo, 1) = u (x1,u,e1) = 21
C%z (0,2, 22) = e (Yo, y1) = u (x2,u,€2) = 29
Py (1,3,2y =e3 | (0,21, 22) = | (2,0, e3) = 23

Agora a composicao:

indice entrada passo

f(y()vyl) <4,2,63,60,61,62> =e€ <y07y1> =u <$2,<y0,y1>,6723,<Zo,2:1,2’2>> =z

Como vemos nesse exemplo, ‘passo’ significa o Gltimo paasadeia de passos
gue leva a saida. Agora para uma computacao real sobas numeéricas,
tudo o que se tem que fazer & substiiiiry;, z1, zo por nlmeros e escrever 0s

dados para(yo, y1)-

Tentamos organizar a prova de uma forma legivel acreswdmtsempre um co-
mentario auxiliar.

Os ingredientes para, e as condicdes sobre, compstag@elistadas abaixo. O
indice contém a informacgao dada nas clausulag\Romputacao codifica os seguintes
itens:

(1) asaida (3) oindice
(2) aentrada (4) subcomputacdes
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Note quez na tabela abaixo & o ‘nUmero mestre’, i.e. podemos obtefadss
remanescentes a partir dee.g.e = (2)2, comp(u) = (e)1 = (2)2,1, € a saida (se
houver alguma) da computaca@e,),. Em particular, podemos extrair os ‘nimeros
mestre’ das subcomputacdes. Portanto, ao decodificatige para uma computagao,
podemos efetivamente encontrar os codigos para as subtagdps, etc. Isso sugere
um algoritmo recursivo primitivo para a extracao da ‘biit’ total de uma computagao
a partir do seu codigo. Na realidade, isso & essenciatnteadntetido do teorema da

forma normal.

Indice Entrada Passo Condicdes sobre
Subcomputacdes
e U z
R1| (0,n,q) (%) (g, u, €)
R2 | (1,n,i) (%) (@i, u,e)
R3 | (2,n,i) (@) (x; + 1, u,e)
R4 | (3,n+4) (p,q,7,8,Z) | (p,u,e)ser=s
(q,u,e) ser £ s
R5 | (4,n,b,¢q,...,ck—1) | (Z) ((z")o,u,e, 2, 2,20, .., 2, S840
(20,---,21_1)) | computagdes com
indicesb, cg, ..., cp_1.
z' tem entrada
((20)0, - - - (2_1)o)-
R6 | (5,n+2) (p,q, ) (s, u,e) (cf. 7.2.4)
R7 | (6,n+1) (b, &) ((z")o,u, e,2") 2’ & uma computacao
com entrad&
e indiceb.

Prosseguiremos agora de uma maneira (levemente) maislfatefmindo um
predicadoC(z) (paraz uma computacao), usando a informacao da tabela anterio
Por conveniéncia, assumimos que nas clausulas abaisegéagncias (em Seq(u))
tém comprimento positivo.

C(z) € definido por casos da seguinte forma:
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Jq,u,e < z(z = (q,u,e) A Seq(u) A e = (0, comp(u), q)) (1)
ou
Ju, e, < z(z = ((u)i, u,e) A Seq(u) A e = (1,comp(u),i)) (2)
ou
Ju,e,i < z(z = ((u); + 1,u, e) A Seq(u) A e = (2, comp(u), 1)) (3)
ou

Ju, e < z(Seq(u) A e = (3, comp(u)) A comp(u) >4 A ((z = ((u)o, u, e)A
A2 = (u)s) V (2 = {(u)1,u,€) A ()2 7 (1)3))) (1)

ou

Seq(z) N comp(z)

Cz) = =5/ Seq((2)2) A Seq((2)4) A comp((2)2)
=3+ comp((2)4) A (2)2,0 =4 AN C((2)3) A (2)3,0 = (2)o A (2)3,1 =
= ((2)4,0,0," **, (2),comp((2)4),0) A (2)3,2 = (2)2,2/
ANZRPEOVTHC((2)4,0) A (2)ai2 = (20,216 A (2)a,i1 = (2)1) (5)
ou

ds,u,e < z(z = (s, u, e) A Seq(u) A e = (5, comp(u))A
s = <4, (u)071 = 1, (u)o7 <O, (u)071 = 1, (u)1>, <1, (u)071 = 1, 0>, e
"7<17(u)0’1_.17(6)1_.2»)7 (6)
ou
Ju,e,w < z(Seq(u) A e = (6,comp(y)) A z = {(w)o, u, e, w) A C(w)A
Aw)2 = (w)o A (w)r = ()1, -, (W) ecomp(u)~1)) (7)

Observamos que o predicadd ocorre no lado direito apenas para argumentos
menores; aléem do mais, todas as operacdes envolvidaa definicao de&’(z) sao
recursivas primitivas. Agora aplicamos o teorema da ré&ojrsomo no exemplo 4
apos o corolario 7.2.11, e concluimos duig) & recursivo primitivo.

Agora fazemod'(e, #, z) := C(z) Ne = (2)2 A (¥) = (2);. Portanto, o predi-
cadoT (e, %, z) formaliza o enunciadc:' &€ a computacao da funcéo recursiva parcial
(maquina) com indice operando sobre a entragda A saida da computacao, se ela
existe, &J(z) = (z)o; logo, temos quée}(Z) = (uzT (e, Z, 2))o.

Para aplicagdes a estrutura precisd de&io € importante, € suficiente saber que ele
€ recursivo primitivo. O

Exercicios

1. Mostre que a funcao vazia (isto &, a funcao que despaya todas as entradas) &
recursiva parcial. Indique um indice para a fungao vazia

2. Mostre que cada funcao recursiva parcial tem uma calehiinfinita de indices.

3. Faca a conversao das trés equacdes da funcdo @emahkn numa funcao, veja
0 exemplo 3 apbs o corolario 7.2.11.

7.3 Conjuntos recursivamente enumeaveis

Se um conjuntad tem uma funcao caracteristica, entdao essa funcacage um
teste efetivo de pertinéncia. Podemos decidir quais elaestao eml e quais nao
estdo. Conjuntos decidiveis, embora convenientes, dganademais; usualmente nao
€ necessario decidir o que esta num conjunto, desde (gsapoEs gera-lo efetiva-
mente. Equivalentemente, como veremos, & suficiente seniemaquina abstrata que
apenas aceite elementos, e nao os rejeite. Se vocé a t@iomn um elemento, ela
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pode eventualmente mostrar uma luz verde de aceita¢@onaweexiste luz vermelha
para a rejeicao.

Definicao 7.3.1 1. Um conjunto (relago) & (recursivamentejecidivelse ele for
recursivo.

2. Um conjuntcé recursivamente enunsarel (RE) se ele for o ddmo de uma
fungdo recursiva parcial.

3. Wk = {7 € N* | 3y({e}(¥) = y)}, i.e. o donnio da fun@o recursiva par-
cial {e}. Chamamos de ‘o indice RE déV*'. Se nenhuma conféie surge
omitiremos o expoente.

Notagdo: escrevemos(Z) | (respectivamentey(Z) 1) parap(Z) converge (resp.
»(Z) diverge).

E uma boa heuristica pensar em conjuntos RE como sendosapeit maquinas,
e.g. sed; for aceito pela maquind/; (i = 0, 1), entdo construimos uma nova magquina
que simulaM, e M, simultaneamente, e.g. vocé alimentg e M; com uma entrada,

e realiza a computacao alternantemente — um passalfigeadepois um passo para
M, e assimn € aceito porM se for aceito poiMy ou M;. Dali, a unido de dois
conjuntos RE também & RE.

Exemplo 7.3.2 1. N = o doninio da fun@o constantd.
2. () = o domnio da fun@o vazia. Essa furdp & recursiva parcial, comajvimos.
3. Todo conjunto recursive RE. Seja recursivo, faga
() = py(Ka(Z) =y Ny #0)
Entio Dom(y) = A.

Os conjuntos recursivamente enumeraveis derivam suaiammia do fato de que
eles sao efetivamente dados, no sentido preciso do teapeenzem a seguir. Aléem do
mais, verifica-se que a maioria das relacdes importamdégica sao RE. Por exem-
plo, o conjunto de (codigos de) sentencas demonstréaeasitmética ou da légica de
predicados & RE. Os conjuntos RE representam o primeisp@d8m dos conjuntos
decidiveis, como mostraremos adiante.

Teorema 7.3.30s seguintes enunciada&ssequivalentes, A C N):
1. A= Dom(yp) para algumap recursiva parcial,
2. A = Ran(yp) para algumap recursiva parcial,

3. A= {x | JyR(x,y)} para algumaR recursiva.

Demonstrago. (1)= (2). Definay(x) = = - sg(p(z) + 1). Sex € Dom(y),
entdoy(x) = z, portantor € Ran(v)), e sex € Ran(v), entdop(x) |, logo
x € Dom(yp).
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(2) = (3). Sejad = Ran(p), com{g} = ¢, entdo
zeAs JwT (g, (w)o, (w)) Az = (w)1,0).

A relacao no escopo do quantificador é recursiva.

Note quew ‘simula’ um par: primeira coordenada—entrada, segundedes@ada—
computacao, tudo no sentido do teorema da forma normal.

(3) = (1). Definap(x) = pyR(x,y). ¢ € recursiva parcial ®om(p) = A.
Observe que (13 (3) também se verifica parh C N*,
O

Como definimos conjuntos recursivos por meio de funcdescteristicas, e, dado
gue estabelecemos o fecho sob recursao primitiva, podespas todas as propriedades
de fechamento dos conjuntos (e rela¢des) recursivogtimampara conjuntos (e relacoes)
recursivos.

A seguir listamos um nimero de propriedades de fechamentmudjuntos RE.
Escreveremos conjuntos e relacdes também como predicgqulando isso acontece de
ser conveniente.

Teorema 7.3.4 1. SeA e Bforem RE, eréio o mesmo acontece cotB e ANB.
2. SeR(z,y) for RE, enio 3z R(x, i) tamkem oé.
3. SeR(z, ) for RE ey for recursiva parcial, eréio R(¢(v, Z),y) € RE.

4. SeR(z,y) for RE, enfio o mesmo acontece c&n < zR(x, %) e 3z < zR(x, §).

Demonstrago. 1. ExistemR e S recursivas tais que

Ay & FzR(z,9),
By < J25(x, 7).

EntdoAy A By < Jzize(R(x1, g) A S(z2, g))

 3z(R((2)0, ) A S((2)1,9))

A relacao no escopo do quantificador & recursiva, partdnt B € RE. Um ar-
gumento semelhante estabelece a enumerabilidade recdesivJ B. O truque
de substituirc; exo por(z)g e(z)1, € Iz pordz € chamado deontrag@o de
quantificadores

2. SejaR(x,Y) < 328(z, z, ) paraumes recursiva, entdéz R(z, ) < Jx325(z, z, )
< JuS((uw)o, (u)1, 7). Portanto, grojed@o Iz R(x, i) de R & RE. Geometrica-
mente falandojxR(z, ) & de fato uma projecdo. Considere o caso bidimen-
sional,




7.3. CONJUNTOS RECURSIVAMENTE ENUMERVEIS 213

A projecao verticalS de R &€ dada poSz < JyR(z, y).

3. SejaR o dominio de uma) recursiva parcial, entaB(y(y, 2), ) € o dominio
de (¥, 2), ).

4. Deixo ao leitor.
O

Teorema 7.3.50 grafo de uma furlip parcialé RE sse a furdp & recursiva parcial.

Demonstrago. G = {(Z,y) | y = {e}(Z)} & o grafo defe}. Agora(Z,y) € G <
3z(T (e, (Z), z) Ny = (2)0), portantoG é RE.

Para a reciproca, €& for RE, entdd7(Z, y) < 3z R(Z, y, z) para algumak recur-
siva. Dalp(Z) = (nwR(Z, (w)o, (w)1))o, portantop & recursiva parcial. O

Podemos também caracterizar conjuntos recursivos enosede conjuntos RE.
Suponha que tantd quanto seu complementtf sejam RE, entao (heuristicamente)
temos duas maquinas enumerande A°. Agora, o teste de pertinéncia deé sim-
ples: ligue ambas as maquinas e esperevaparecer como saida da primeira ou da
segunda maquina. Isso tem necessariamente que ocorren erlinoiero finito de pas-
so0s, poisn € A oun € A (principio do terceiro excluido). Logo, temos um teste
efetivo. Formalizamos isso da seguinte forma:

Teorema 7.3.6 A & recursivos A e A€ forem RE.

Demonstrago. = Trivial: A(¥) < JyA(Z), ondey &€ uma variavelummy Igual-
mente parad®.
< SejaA(?) & A, y), “AX) < FzS(v,z). ComoVZ(A(Z) V -A(Z)),
temosvzdy(R(Z,y) vV S(&,y)), portantof () = uy[R(Z,y) V S(Z,y)] € re-
cursiva e se inserirmosggue encontramos el (Z, y), entdo sabemos que se

R(Z, f(£)) for verdadeira, & pertence &. Portanto A(%) < R(Z, f(Z)), i.e.
A & recursivo.

O
Para fun¢des recursivas parciais temos uma forma fordefilgicao por casos:

Teorema 7.3.7 Suponha que), . . ., 1,1 Sejam recursivas parciaisiy, ..., Ry_1
relagbes RE mutuamente disjuntas,d@mt seguinte furép é recursiva parcial:

wo(f) SeRo(f)
’l/)l (f) SERl (f)

o(T) =

Vr-1(Z) SeRp_1(T)
T caso contario

Demonstrago. Consideramos o grafo da funcao
G(Z,y) & (Ro(Z) Ay = ¢1(F)) V-V (Re—1(F) Ay = Pr—1(Z)).

Pelas propriedades de conjuntos REZ, y) & RE e, por conseguintg(x) é recursiva
parcial. (Note que o Ultimo caso na definigagdeapenas um pouco de decoragao.)

Agora podemos mostrar a existéncia de conjuntos RE intleisd
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Exemplos.
(1) (O Problema da Parada (Turing))
ConsidereK = {z | 327 (z,x,2)}. K & a projecdo de uma relagao recursiva, por-
tanto & RE. Suponha qug€° também seja RE, entdo € K¢ < 32T (e, z, z) para
algum indicee. Agorae € K < 3z2T(e,e,z) < e € K¢ Contradicdo. DaiK
nao é recursivo pelo teorema 7.3.6. 1sso nos diz que exisb@juntos recursivamente
enumeraveis que nao sao recursivos. Em outras palavfag de que se pode efeti-
vamente enumerar um conjunto nao garante que ele sejdwscid

O problema da decisao para &€ chamadgroblema da paradaporque ele pode
ser parafraseado como ‘decida se a maquina com irdiealiza uma computagao que
para apos um namero finito de passos quando apresentada@amo entrada. Note
gue épso factandecidivel se ‘a maquina com indigano final das contas para quando
executa sobre a entraga

Trata-se de uma caracteristica especifica de problemdsdsfo em teoria da
recursdo, que eles concernem testes para entradas totkesalgsim dominio. Nao faz
sentido pedir por um procedimento de decisao para, digaartupotese de Riemann,
pois existe trivialmente uma funcao recursjvgue testa o problema no sentido de que
f(0) = 0 se a hipbtese de Riemann se verificA(@8) = 1 se a hipbtese de Riemann
for falsa. A saber, considere as funcdgse f1, que sao as fungdes constanies1
respectivamente. Agora, lbgica nos diz que uma das dudsricao requerida (essa €
a lei do terceiro excluido), infelizmente nao sabemod fungao ela €. Portanto, para
problemas sem parametros, nao faz sentido, no arcallaueoria da recursao, discutir
decidibilidade. Como vimos, légica intuicionistica @gse ‘exemplo patolégico’ sob
uma luz diferente.

(2) Nao é decidivel séx} € uma fungao total.
Suponha que fosse decidivel, entao teriamos umaduecarsivaf tal quef (z) =
0 < {z} & total. Agora considere

(,y) == 0 sexc K
PAnY) = 1 caso contrario

Pelo teorem&'™ existe uma funcao recursivatal que{h(z)}(y) = ¢(z,y). Agora,
{h(z)} & total< x € K, portantof(h(z)) = 0 & z € K, i.e. temos uma fungao
caracteristica recursii(f (h(z))) paraK. Contradi¢ao. Dali, ta nao existe, ou
seja,{z | {z} & totall nao & recursivo.

(3) O problemalV, & finito’ nao é recursivamente sollvel.

Em palavras, ‘nao € decidivel se um conjunto recursivaenenumeravel é finito’.
Suponha que existisse uma func¢ao recurgival quef(e) = 0 < W, é finito. Con-
sidere ah(x) definida no exemplo (2). Claramenté},,) = Dom{h(z)} = 0 &

x ¢ K,eWy(, €infinito parar € K. f(h(z)) = 0z ¢ K, e portantag(f(h(x)))
€ uma funcao caracteristica recursiva paEraContradicao.
Note quexr € K < {z}z |, portanto podemos reformular as solu¢des acima da

seguinte forma: em (2) tomg(z,y) = 0- {z}(x) e em ()p(x,y) = {z}(x).

(4) A igualdade de conjuntos RE € indecidivel.
Ou seja{(x,y) | W, = W,} ndo & recursivo. Reduzimos o problema & solucao
de (3) escolhend®’, = 0.

(5) Nao €& decidivel s&, € recursivo.
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Ponhap(z,y) = {z}(z) - {y}(y), entaop(z,y) = {h(x)}(y) para uma certa
recursiva, e
K sexre K
Dom{h(x)} = { () caso contrario

Suponha que houvesse uma fungao recurgitel quef(z) = 0 < W, & recursivo,
entdof (h(z)) = 0< x ¢ K e, portanto K seria recursivo. Contradi¢ao.

Além dessas, existem diversas técnicas para se estabeléecidibilidade. Tratare-
mos o método da inseparabilidade.

Defini¢cao 7.3.8 Dois conjuntos RE disjuntd&,,, e W,, sAorecursivamente separaveis
se existe um conjunto recursivbtal queW,, C A e W,, C A°. Conjuntos disjuntos
A e B sao efetivamente inseparavess existe uma fu@g recursiva parcialp tal que
para todosm,n comA C W,,, B C W,, W,, N W,, = 0, temosp(m,n) | e
o(m,n) ¢ Wy, UW,.

Al AC cpm,n)

“

Imediatamente vemos que conjuntos RE efetivamente indegiarsao recursiva-
mente inseparaveis, i.e. NA0 recursivamente separavei

Teorema 7.3.9 Existem conjuntos RE efetivamente insépais.

Demonstrago. Definad = {z | {z}(z) = 0}, B = {z | {z}(z) = 1}. Claramente
AN B = () e ambos os conjuntos sao RE.

Suponha quéV,, N W,, = P e A C W,,, B C W,. Para definirp comecamos
testandar € W,,, oux € W,,; se primeiro encontrarmas< W,,, fazemos com que
uma fungdo auxiliat(x) seja igual al, e sex aparece primeiro eri¥/,, colocamos
o(z) =0.

Formalmente

1 sedz(T(m,z,z)eVy < z-T(n,z,y))
olm,n,z) =< 0 sedz(T(n,z,z)evVy < z-T(m,z,y))
1 caso contrario.

Pelo teorem&!™, {h(m,n)}(z) = o(m,n,z) para alguma recursiva.

h(m,n) € Wy, = h(m,n) ¢ W,. Portantodz(T'(m, h(m,n), z)A
Yy < z=T(n, h(m,n),y))
= o(m,n,h(m,n)) =1= {h(m,n)}h(m,n)) =1
= h(m,n) € B= h(m,n) € W,.

Contradicao. Daii(m,n) ¢ W,,. lgualmenteh(m, n) ¢ W,,. Por conseguinté, &€ a
 requerida. O
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Definigdo 7.3.10Um subconjuntdd deN é produtivose existe uma fu@ recursiva
parcial ¢, tal que para caddV,, C A, p(n) | ep(n) € A—W,.

O teorema acima nos da o seguinte:
Corolario 7.3.11 Existem conjuntos produtivos.

Demonstrago. O conjuntoA¢ definido na demonstracao acimgdutiva Seja
Wy C A°. FagaW, = BU Wy = W, UWy = Wy, 1) para uma fungao recur-
siva apropriadé&. Agora aplique a funcao de separacéo da demonstdiEmorema
precedente & = Wy, e Wy 1. @(m, h(n, k)) € A° = Wp,. O

Conjuntos produtivos sdo, num sentido forte, nao RE:peddentemente de como
se tenta encaixar um conjunto RE neles, pode-se uniformeraefetivamente indicar
um ponto que nao é levado em conta por esse conjunto RE.

Exercicios

1. A projecao de um conjunto RE & RE, i.e. B¢Z,y) for RE entdo o mesmo
acontece coryR(Z, y).

2. (i) SeA for enumerado por uma funcao estritamente mono6tonapehé recur-
sivo.

(ii) Se A é infinito e recursivo, entad € enumerado por uma funcao recursiva
estritamente mondétona.

(iii) Um conjunto RE infinito contém um subconjunto recusinfinito.
3. Todo conjunto RE nao-vazio & enumerado por uma fune@arsiva total.

4. SeA for um conjunto RE & uma fungao parcialmente recursiva, enfao (A)
(={z| f(x) € A}) e f(A) sdo RE.

5. Mostre que 0s seguintes conjuntos n&o SAo recursivos:

) {(z,y) [ Wa = Wy}
(i) {z | W, & recursivg
(i) {z ] 0e W,}
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7.4 Um pouco de aritrética

Na secao sobre funcdes recursivas estivemos traltdham modelo padrao da ar-
itmética; como estamos agora lidando com demonstratididaaritmética temos que
evitar argumentos semanticos, e nos basearmos exclusivamm derivacdes dentro
do sistema formal da aritmética. A teoria geralmente aqadtra a aritmética vai la
atras a Peano, e portanto falamosd#mética de PeangPA (cf. 2.7).

Uma grande questao no final dos anos 1920s era a completiti& . d€odel pds
um fim as grandes esperancgas prevalentes da época ndostjaelPA € incompleta
(1931). De forma a realizar os passos necessarios parva geosGodel, temos que
provar um nimero de teoremas @M. A maioria desses fatos podem ser encon-
trados nos textos sobre teoria dos numeros, ou sobre oarfierdos da aritmética.
Deixaremos um nimero consideravel de provas ao leitor. afonparte do tempo
tem-se que aplicar uma forma apropriada de inducdo. P importante que essas
reais demonstragdes sejam, o coragao do argumentodis &Side na sua engenhosa
incorporacao de argumentos recursao-teéricos deefRA .

Um das 6bvias pedras-no-caminho para uma imitacao ateeda ‘auto-referéncia’
€ a aparente pobreza da linguagemRde. Ela ndo nos permite falar de, e.g., uma
cadeia finita de nUmeros. Uma vez que temos exponengexgdeamos simplesmente
codificar sequéncias finitas de nilmeros. Godel mostueupgde-se de fato definir a
exponencial (e muito mais) ao custo de um pouco de aritméaticional, levando a sua
famosag-funcao. Em 1971 Matiyashevich mostrou por outros meigs & exponen-
cial & definivel enPPA, portanto nos permitindo manusear codificacao de seige
em PA diretamente. A aritmética de Peano mais exponenciagiora faciemais
forte quePA, mas os resultados supracitados mostram que a exporiémgiage ser
eliminada. Vamos chamar o sistema estendidB®Ae nenhuma confusao surgira.

Repetimos os axiomas:

—Vz(S(z) #0),
=Vay(S(z) = S(y) — = =y),

—Va(x + 0= 2x),

—Vay(z + S(y)) = S(z +y)),
—Va(z-0=0),
—Vay(z-S(y) =z y+u),
—Va(2® = 1),

—Va:y(xs(y) =¥ x),
—¢(0) AVz(p(z) — 9(S(2))) — Vap(z).

Comot 1 = S(0), usaremos ambad$(z) ez + 1, 0 que quer que seja mais con-
veniente. Usaremos também as abreviacdes usuais. De ammichplificar a notacao,
omitiremos tacitamente d”A’ em frente de I’ sempre que possivel. Como uma
outra simplificacdo inofensiva da notacgao, freqlergete escreveremos simplesmente
n paran quando nenhuma confusao possa surgir.

No que se segue daremos um nimero de teorem&@Adele forma a melhorar
a legibilidade, omitiremos os quantificadores universags@dendo as formulas. O
leitor deve sempre pensar no ‘fecho universal de ... .

Além do mais, usaremos as abreviacdes padrao da algehrdeixando de fora
0 ponto da multiplicacao, os parénteses supérfluos, gi@ando nenhuma confusao
surge. Escreveremos também ao invés dem’'.

As operacdes basicas satisfazem as leis bem-conhecidas
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Lema 7.4.1 Adicao e multiplicago sho associativas e comutativas, @istribui sobre
+.

) Fle+tyt+z=c+(y+2)

(i) Fzt+ty=y+=z

(i) Fx(yz) = (zy)z

(iv) Faoy=yx

v) Faly+z)=zy+uzz

(vi) Fa¥t? =qa¥z?

(viiy F (z¥)® = a¥*

Demonstrago. Rotina. O

Lema 7.4.2
() Fa=0v3y(x==Sy)
(i) Fat+z=y+z—oa=y
(V) Fz#0— (2V=20—>y=2)
V) Fy#0—-(¥=2Y—-a=2)

Demonstrago. Rotina. O

Um nimero de fatos Gteis sao listados nos exercicios.
Embora a linguagem dPA seja modesta, muitas das rela¢cdes e funcBes usuais
podem ser definidas. A ordenacdo & um exemplo importante.

Definicdo 7.4.3x < y := Jz(x + Sz = y).
Usaremos as seguintes abreviagoes:

r<y<z significa x<yAy<z

Vo < yp(z) significa Vz(z <y — o(z))
Jz < yp(x) significa Jz(z < y A o(x))
x>y significa y < x

x <y significa z<yVvz=y.

Teorema 7.4.4
() F-z <z
(i) Fr<yhy<z—oz<z
(iii) Fr<yVz=yVy<z
(v FO=a2VvO0<z
(v) Fe<y—-Sr=yVvSr<y
(i) Faxz<Sz
(i) F-z<yAy<Sz
(vii) Fz<Sye—(z=yVvVa<y)
(X)) Fr<yezxt+z<y+z
(x) Fz£0— (z <y az<yz)
xX) Fz#£0—-(0<y<z—uz¥<a?)
xi) Fz#£0— (z<y—z* <y®)
(xii) Fz<y< Sxr<Sy

Demonstrago. Rotina. O
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Quantificagdo com um limitante explicito pode ser stbista por uma disjuncao
(ou conjuncao) repetida.

Teorema 7.4.5
FVe <mp(z) < p0)A... Ap(n—1),(
F 3z <mp(r) < ¢0)V...Ven—1), (n>0).

Demonstrago. Inducao sobre. O

Teorema 7.4.6 (i) inducdo bem-fundada
EVz(Vy <z o(y) — ¢(x)) — Voo(z)
(ii) principio do menor imero (PMN)
F 3zp(x) — Jz(p(z) AVy < 2-p(x))
Demonstrago. (i) Vamos fazer)(x) := Vy < ze(y). Assumimos quez (¢ (z) —
o(x)) e procedemos para aplicar inducao sapfe).
Claramente- ¢(0).
Assim, assuma, pela hipotese da indug@@;) .

Agora, ¥ (Sz) « (Vy < Szp(y)) « (Vy((ly = 2 Vy < z) — ¢(y))) <
Vy((y =2 — o) Ay <z — ¢(y)))) < (Yyle(@) Ay <z — »(y))))
= (p(x) AVy < zp(y)) = (p(x) Ab(z)).

Agora, ¢ (x) foi dada emy(z) — ¢(x). Logo, obtemos)(Sx). Isso mostra
Vaip(x), e, por conseguinte, derivamasy(z).

(ii) Considere a contraposicao e reduza-a a (i).
O

Em nossas consideracdes adicionais as seguintessegde seu papel a desem-
penhar.

Definicdo 7.4.7 (i) Divisibilidade
zly = Jz(xz = y)

(ii) Subtragdo com ponto de corte
z=ytr:=@<yAz+z=y)V(y<zAz=0)

(i) Resto apbs a divigio
z=resto(z,y) = (xZ0ANTu(ly=ux+2)Az<z)V(@e=0A2z=y)
(iv) 2 & primo
Primo(z) .=z >1AVyz(zr=yz—y=aVy=1)
Os lados direitos de (ii) e (iii) de fato determinam fung@@mo mostrado em
Lema7.4.8 () FVeyIlz((z<yAz+z=y)V(@y<zAz=0))
(i) FVayAlz(z #0ANFu(y=uz+2)Az<y)V(x=0Az=0)).

Demonstrago. Em ambos os casos, inducao sofpre O
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Existe uma outra caracterizacao dos nUmeros primos.
Lema7.4.9 () F Primo(x) @z > 1AVy(ylr —y=1Vy=2)
(i) F Primo(z) < = > 1 AVyz(z|lyz — x|y V z|2)
Demonstrago. (i) € uma mera reformulagao da defini¢ao.

(i) — & um pouco complicado. Introduzimos um limitante no produt, e
fazemos uma indu¢do bem-fundada sobre o limitante. Bégg = Vyz <
w(zlyz — x|y V z|z). Agora mostramosw (Vv < we(v) — p(w)).

Suponha qu&v < wy(v) e assuma quep(w), i.e. existemy,z < w tais
quez|yz, x|y, ~x|z. Vamos ‘diminuir’ oy tal que ow & também diminuido.
Como —z|y, —z|z, temosz # 0. Sey > z, entdo podemos substitui-lo por
y = resto(z,y) € prosseguir com o argumento. Portanto, suponhayquer.
Agora uma vez mais obtemos o resto= ay + b comb < y. Consideramos
b=0eb>0.

Seb =0, entdar = ay; logo,y = 1Vy = z. Sey = 1, entdazr|z. Contradi¢ao.
Sey = x entdoz|y. Contradigao.

Agora, seb > 0, entadhz = (z — ay)z = vz — ayz. Comoz|yz, obtemosc|bz.
Observe quéz < yz < w, portanto temos uma contradicao coim < wp(v).
Dai, porRAA estabelecemos o enunciado requerido.

Para a reciproca), temos somente que aplicar os fatos estabelecidos sobre
divisibilidade.
O

Podemos provar na aritmética de Peano que existe algurapiim, por exemplo,
PA - Vz(x > 1 — Jy(Primo(y) A y|x).

Demonstrago. Observe quély(y > 1 A y|z). Pelo principio PML existe um desses
menores;: Jy(y > 1 Aylz AVz < y(z > 1 — —z|y)). Agora & facil mostrar que esse
minimoy & um primo. O

Primos e e expoentes sdo muito Uteis para codificar segigfinitas de nUmeros
naturais, e, portanto, para codificacdo em geral. Existento mais codificacoes, e
algumas delas sao mais realistas no sentido de que elas@roomplexidade menor.
Para nosso proposito, entretanto, primos e expoentemrast

Como vimos, podemos codificar uma sequiéncia fimita. . . , nx—1) como o nUmero
2n0+1 X 3n1+1 X Ce—1t1

ce D .

—1
Introduziremos alguns predicados auxiliares.

Definicdo 7.4.10 (Primos sucessivospPrimossuc(x,y) := = < y A Primo(z) A
Primo(y) AVz(z < z <y — = Primo(z)).

O proximo passo é definir a sequiéncia de numeros prim®sb, ..., pp, . ... O
trugue basico aqui & que consideramos todos 0s primossivage com expoentes em
ascensaa2’, 3,52, 73, ..., p. Formamos o produto e ai pegamos o (ltimo fator.

Defini¢ao 7.4.11 (Oz-ésimo nimero primo,p,) p, = y := 32(-2|z AVv < yVu <
y(Primossuc(v,u) — Vw < z(v¥|z — u?T12)) A y¥|z A —y*F1]2).
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Observe que, como a definicdo da origem a uma funca@gepe mostrar que

Lema 7.4.12F Jz(—-2|z A Vv < yoVu(Primossuc(v,u) — Yw < z(v¥|z —
uTH2)) Ay le A i) A 32(=2)2 AV < yiVu < yi(Primossuc(v,u) —
Vw < z(v?)z — uTH2)) Ayflz A —yiTH2) — yo = v

A definicdo acima simplesmente imita a descricao infariMote que podemos limitar
o quantificador existencial comtx < ymz. Agora acabamos de justificar a notacao de
nameros de sequiéncias como produtos da forma

no+1 .

ni+1 ng—1+1
Po )

pl et pk—l
O leitor deve verificar isso de acordo com a definigae- 2. A decodificacao também
pode ser definida. Em geral pode-se definir a poténcia de tomdiamo.
Definigao 7.4.13 (decodifica®o) (2)x = v = pytt|z A —pit?|2.

O comprimento de uma seqiiéncia codificada pode tambéexisaida do codigo:
Defini¢ao 7.4.14 (comprimento)comp(z) = x := pzlz AVy < z(py|z — y < ).
Lema 7.4.15F Seq(z) — (comp(z) = x < (pz|z A —pzt1]2)).

Definimos separadamente a codificacdo da seqiiénce yazi= 1.

A codificac@o da sequénday, . .., z,—1) € denotada pofxo, . . ., Tp—1).

Operagdes como concatenacao e restricdo de seigaéeodificadas podem ser
definidas tais que

(xoy ..y Tn_1)|m = (x0,...,Zm-1), ONdem < n (atencdo: aquié usado para a
relacao de restricao, ndo confunda com divisibilejad
A cauda de uma sequiéncia € definida da seguinte forma:

cauda(y) = z < (x(y = (x) x 2) V (comp(y) =0 A z = 0)).
Termos fechados dBA podem ser calculados eRA :
Lema 7.4.16 Para qualquer termo fechadcexiste um oimeron tal quer ¢t = 7.

Demonstrago. Inducao externa sobtecf. lema 2.3.3. Observe queé univocamente
determinado. O

Corolario 7.4.17 N = t; =ty = + t; = to parat, t2 ambos fechados.

O teorema de Goddel mostrara que em gevatdadeiro no modelo pado' (de
agora em diante simplesmente diremos ‘verdadeiro’) e detrtorel emPA nao sao
0 mesmo. Entretanto, para uma classe de sentencas siispbessta correto.

Definicdo 7.4.18

(i) A classeA, de HBrmulasé indutivamente definida por

p € A parap atdmica

0,0 €Ay =0, o AN, oV ih, o =P € Ag
peAg=>Ve<yp,dJr<ypdree g



222 CAPITULO 7. TEOREMA DE GODEL

(i) A classeX:; & dada por

», Tp € X1 parap atdmica
P, EXL= Vi, o AP € Xy
peEX I =>Ve<yp dJr<yped

Uma Brmulaé chamada&:; -estrita se ela for da formazy(Z), ondep & Ay.

Chamaremos formulas nas clasgese Y3, de Ay-férmulas 2 -férmulas, respec-
tivamente. Formulas demonstravelmente equivalentEs-tbrmulas também serao
chamadas dE; -formulas.

ParaX; -formulas temos que ‘verdadeiro = demonstravel'.

Lema 7.4.19+ o out —p, paraAy-sentencas.
Demonstrago. Inducéo sobre.

(i) ¢ atbmica. Sep = t; =ty ety = to for verdadeira, veja o corolario 7.4.17.

Set; = t, for falsa, entad; = n et, = m, onde, digamos = m + k com

k > 0. Agora assuma (e®A) ¢, = t,, entdom = m + k. Pelo lema 7.4.2,
obtemos) = k. Mas comok = S(I) para algum, obtemos uma contradicao.
Da,l,k -ty = ta.

(i) Os casos de indugdo sao 6bvios. Pdra< t ¢(z), ondet & um termo
fechado, use a identidatte < 7 ¢(x) < ¢(0) A ... A p(n — 1). Ilgualmente
paradz <t p(z).

O
Teorema 7.4.20E;-completude) = ¢ & PA + ¢, paraX;-sentencag.

Demonstrago. Como a veracidade décy(z) remete a veracidade ¢gn) para al-
gumn, podemos aplicar o lema acima. O

7.5 Representabilidade

Nesta secdo daremos a formalizag¢ao de tudo issPAmi.e. mostraremos que pred-
icados definiveis existem correspondendo com os predicatteduzidos acima (no
modelo padrao) — e que suas propriedades sao demoristrave

Definicdo 7.5.1 (representabilidade)

— Umabrmulag(zo, ..., z,—1,y) representa uma fudp n-aria f se para todos
ko, ... kn—1

.f(k()a"'aknfl):p = l7vy(<p('l€_077I€’n.*15y)(_)y:§)
— Umabrmulap(z, . .., z,—1) representaum predicad® se paratodosy, . . ., k,—1

P(ko,...,knfl) = F(p(/{_o,...,knfl)

ﬁp(ko,...,kn_l) = l—ﬁgo(k_o,...,kn_l)



7.5. REPRESENTABILIDADE 223
— Umtermat(ko, . .., k,—1) representaf se paratodogy, ..., k,—1

f(/{(),...,knfl):p = Ft(k_o,...,knfl):ﬁ

Lema 7.5.2 Se f for representivel por um termo, eéb f & represerétvel por uma
formula.

Demonstrago. Suponha qu¢f seja representavel por Fagaf(k) = p. Entaok
t(k) = p. Agora defina a formula(Z,y) := () = y. Entdo temos$- o(k,p). E,
portantop = y — o(k, p). Isso prova- p(k,p) < b = . O

As vezes & conveniente dividir a representabilidade dedfesiem duas clausulas.

Lema 7.5.3 Uma fun@o k-aria & represerétvel pory sse
f(n()a"-;nk*l):m = l7<10(T”_05''-;nkflam) € l7El!"?’(()O(TI’_Ov"'777116717’2)'

Demonstrago. Imediata. Note que a Ultima clausula pode ser subdstpor
Fo(mo,...,ig—1,2) — 2z =M. O

As fungdes basicas da aritmética tém seus termosgept@ntes obvios. Funcdes
bastante simples podem, no entanto, nao ser represepi@adesnos. E.g., a fungdo
signumé representada pgi(z, y) := (z = 0Ay = 0)V(—x = 0Ay = 1), mas nao por
um termo. Entretanto podemos facilmente mostra:3ly(z, y), € por conseguinte
poderiamos conservativamente adicionag @a PA (cf. teorema 3.4.6). Note que um
bom nlimero de predicados e fungdes Gteis tém formhjasomo uma representacao.

Lema 7.5.4 P é represeréivel< K p & represerével.

Demonstrago. Suponha quey(Z) representeP. Definay(Z,y) = (o(Z) A (y =
1)) V (m¢(Z) A (y = 0)). Entaoy representds p, pois seKp (k) = 1, entdoP(k),
portantol- @(E) ek ¢(k,y) « (y = 1), e seKp(k) = 0, entdao-P(k), portanto
F —p(k) e ¥(k,y) < (y = 0). Reciprocamente, suponha quér, y) represente

Kp. Definap(Z) := ¢(Z, 1). Entdoy representdP. O

Existe uma classe grande de funcdes representaveigajuieas funcdes recursi-
vas primitivas.

Teorema 7.5.5As fun@es recursivas primitivasi® represeréiveis.

Demonstrago. Inducio sobre a definicio de funcao recursiva prmitE simples
mostrar que fungdes iniciais sao representaveis. Afarconstant€’” & representada
pelo termam, a fungao sucessoré representada per+ 1, e a fungao de projecdd
€ representada par.

As funcdes representaveis sao fechadas sob subatiteicecursao primitiva. Indi-
caremos a prova para o fecho sob recursao primitiva.

Considere B .
{f@@ = g(@)
f@y+1) = h(f(Zy) 2 y)
g € representada pgr, h € representada por.

F (7, m) e

mm_mj{Fﬂiwﬁy=m



224 CAPITULO 7. TEOREMA DE GODEL

. = b(p, i, q,m) e
h(p,7,q) =m = S
(P, 7, q) = m { Fo(p,,qy) —y=m

Afirmacao: f € representada pet(Z, y, z), que esta imitand8w € Seq(comp(w) =
y+ 1A ((w)o = g(F) AVi < y((w)igr = h((w)i, ,0) Az = (w),y)
o(Z,y,2) := 3Fw e Seq(comp(w) =y + 1A o(&, (w)o)A
Vi < y(((w)i, F,i(w)igr) Az = (w)y)
Agora facaf (7, p) = m, entao

f(i1,0) = g(n) = ao
f(ﬁv 1) = h(f(ﬁv O)a ﬁa O) = a1
7i.2) = h(f (i 1),77,1) g

f(ﬁvp): (f(ﬁvp_l)vﬁap_l) =ap=m
Ponhaw = (ao, . .., ap); Note quecomp(w) = p + 1.
g(@) = f(1i,0)=a0 = F (i, a0)

f(ﬁv 1) =a = F ¢(a07 ﬁa 07 al)

f(ﬁ’ap) = ap = b w(apflvﬁap - 13 ap)
Por conseguinte, temads comp(w) = p + 1 A (7, a0) A P(ao,7,0,a1) A ... A
Y(ap—1,7,p —1,ap) A (w), = m e portantd- o (7, p, m).

Agora temos que provar a segunda paktet (7, p, z) — z = m. Provamos isso

por inducao sobrg.

(1) p = 0. Observe qué (7,0, z) « (7, z), € COMOp representy, obtemos
Fo(i,z) — z=m.

(2) p = ¢+ 1. Hip6tese da inducas: o(7, ¢, 2)
o(f,q+1,2):= Fw € Seq(comp(w) = g+ 2 A ¢(7I, (w)g)A
(

<
.
IN
=
=
£
:31
.
£
z
>
I3
|
£
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Agora vemos que
Fo(f,q+1,2) — Ju(o(, q,u) AN(u, i, q, 2)).
Usando a hip6tese da indugao obtemos
Fo(fi,q+1,2) — Ju(u= f(77,q) NY(u, 1, q, 2)).
E portantd- o (7, q + 1, 2) — ¥ (f(7,q), 7, q, 2).
Logo, pela propriedade d& + o(7i,q + 1,2) — 2z = f(7i,q + 1).
(I

Agora & mais um passo para mostrar que todas as funclgsives sdo repre-
sentaveis, pois vimos que todas as fun¢des recursidispeer obtidas por uma Gnica
minimizacao a partir de um predicado recursivo primitivo

Teorema 7.5.6 Todas as funies recursivasa represeréveis.

Demonstrago. Mostramos que as fung¢des representaveis sao fecbalolasinimizacao.
Como representabilidade para predicados é equivaleafg@sentabilidade para fungdes,
consideramos o cast(¥) = uy(Z, y) para um predicad® representado pas, onde
VZ3yP(Z,y).
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Afirmacdo. o (Z,y) := o(Z,y) ANVz < y—p(Z,y) representay P(Z, y).

m = puyP(i,y) = P(W,m)A—-P(i7,0)A...\N=P(@,m—1)
=t (@, m) A—p(i,0) A... A—p(i,m—1)
F (i, m) AVz < m—o(Ti, z)
= F (i, m)

Agora, suponha que(7,y) seja dada, entdo temgg7i, y) A Vz < y—p(i, z).
Isso imediatamente levara > y. Reciprocamente, coma(7i, m), vemos quen < y.
Logo,y = m. Esse argumento informal & facilmente formalizado come(7, y) —
y = m. |:|

Estabelecemos que conjuntos recursivos sao represent®oder-se-ia talvez es-
perar que isso pode ser estendido a conjuntos recursivarmeaineraveis. Acontece
gue isso nao & o caso. Consideraremos 0s conjuntos RE agora

Definicdo 7.5.7 R(¥) & semi-represeavel emT se R(i1) < T + (i) para uma

©(Z).
Teorema 7.5.8 R & semi-represeatel< R & recursivamente enurnérel.

Coroléario 7.5.9 R é represeréivel< R & recursiva.

Exercicios

1. Mostre
Fe+y=0—-2=0Ay=0
Fay=0—2x=0Vy=0
Fay=1—az=1Ay=1
Fav=1—-y=0vVe=1
Fav=0—-2=0Ay#0
Frz+y=1—-(r=0Ay=1)V(@=1Ay=0)

2. Mostre que todas a3, -formulas sao equivalentes a férmulas prenex com quan-
tificadores existenciais precedendo os universais limgagdDica: Considere a
combinagadvz < tJyp(x,y), isso leva a uma sequéncia codificadel que
Vo < tp(z,(2)z)). l.e., emPA formulasX; sdo equivalentes a formulag
estritas.)

3. Mostre que se pode contrair quantificadores similares., EcVyp(z,y) <«
Vz¢((2)o, (2)1)-

7.6 Derivabilidade

Nesta secao definimos uma codificacao para um prediezdosivamente enumeravel
Teo(x), que diz que & & um teorema”. Devido & minimizagcao e aos limitantes su-
periores sobre quantificadores, todos os predicados &darefinidos ao longo do
caminho sao recursivos primitivos. Observe que estamwsltiea teoria da recursao,
isto &, & aritmética informal.
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Codifica¢ao da sintaxe

A funcao™ - codifica a sintaxe. Para o alfabeto, & dada por
A= |0 S|+ ] - Jep| =] (]) ]| =
235|710 |13[17| 19 [23]29 31| priss
A seguir codificamos os termos.
I’f(t17'."tn)—l = <I’f—\’l_(—l7l’t1—l7”',l_tn—\’l_)—l>

Finalmente codificamos as formulas. Note due —,V} & um conjunto funcional-
mente completo, portanto os conectivos remanescentesyaatedefinidos.

T(t=s)1 = (T(7,7¢7,r=","g7)7)
T AY)T = (T, T, TAT, T M)
Tlo—=Y)? = (T(,Te,T="T, M)
C(Vazi)? = O,V T, T, M)

Const(z) e Var(z) caracterizam os codigos de constantes e variaveis, ataspe
mente:

Const(z) = x="0"
Var(z) = 3i<z(priyi=2x)
Fnel(z) = x="S"
Fne2(z) == z="+"Voe=""Vzr="exp”

Term(x) —x & um terme- e Form(z) —x € umabrmula— sdo predicados recursivos
primitivos conforme a versao recursiva primitiva do tenaeda recursdo. Note que
codificaremos conforme a notacao padrao de funcao+€ag y) ao invés der + y.

Term(z) = Const(x)V Var(z)V
(Seq(:v) A comp(z) = 4 A\ Fnel((x)o)A
(2)1 =" ATerm((z)2) A (2)s = "))V
(Seq(:z:) A comp(z) =5 A Fnc2((x)o)A
(@)1 =" (" ATerm((z)2) A Term((w)s) A ()s =)7)

Seq(x) A comp(z) =5 A (z)o ="("A ()4 =")"A
(Term(( >>>A<> = "=TATerm((x)s))V
Form(z) :=={ (Form((z)1) A ()2 = "A7 A Form((x)3))V

Form((z)1) A () ="—="A Form((x 3))\/
()1 ="VTAVar((z)2) A Form((z ))

Todos os tipos de nocdes sintaticas podem ser codﬁumdasredmados recursivos
primitivos, por exemploLivre(x, y) —x € umavaravel livre eny, e Livre Para(z, y, z)
— 1 & livre paray emz.

(Var () A Term(y) A =Const(y)A
(Var(y) — x = y)A
(F'nel((y)o) — Livre(z, (y)2))A

(

(Fne2((y)o — (Livre(z, (y)2) V Livre(z, (v)3))))
ou

(Var ) A Form(y)A
() # r\w — (Livre(z, (y)1) V Livre(z, (y)3))A
(91 ="V — (z # (y)2 A Livre(z, (y)4))))

Livre(x,y) :=
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Term(z) A Var(y) A Form(z)A

((z)e ="=")v
LivrePara(z,y, z) := (2)1 # "V A LivrePara(x,y(z)1) A LivrePara(z, y, 3)\/
(2)1 = "VTA ~Livre((2)2, x)A
(Livre(y, z) — (Livre((2)2, ) A Livre(z,y, ( ))

Tendo codificado esses predicados, podemos definir um apatacgubstituicadub
tal queSub("p™, T2, Tt = Tplt/x]

seConst(z)
seVar(zx)
seVar(zx)
x)2,9,2), )7 seTerm(x
Fnel((z)
()0, (7, Sub((x)2,y, 2), Sub((x)s,y,2),")™) seTerm(x
Fne2((z)

<r(jv SUb((‘T)lv Y, Z)v (‘T)Qv SUb((x)37 Y, Z)v r)—|> SEFOT‘m(
LivrePara(z,y, z)A

(2)o # V"

(T ()1, Sub((x)s3,y,2),")™) seForm(x)A
LivrePara(z,y, x)A
(x)o ="V

caso contrario

T Fy
r=y

[SEERS IS

N
N

—~

((x),r(j,Sub(

Sub(z,y, z) =

ClaramenteSub € recursiva primitiva (recursao de curso de valor).

Codificacdo da derivabilidade

Nosso proximo passo € obter um predicado recursivo pvioniDer que diz quer &
derivavel com hipoteses, . . . , Yecomp(y)—1 € CONClusaa. Antes disso damos uma
codificacao de derivacdes.

deriva@o inicial

[¢] = (0,¢)
Al D, D ; i,
(#;M;b) - <<O’W>’[¢]’[w] (o A )
NE D
Aw)| = (LAY [@f wJ’W
] ;
f; (0 m (o))

(o — 1)
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~E
D4 Do D, D,
¢ te=wl =@ )| T,
P
RAA
(p—1)
T = o]l
P
VI
D
| - (0,77, [@]ﬂmm
VE
D
S{t/@] - <<1rw>,[( w)}, olt /o]

ParaDer precisamos de um dispositivo para cancelar hipoteses dalenvacao.
Consideramos uma sequéngiae (codigos de) hipoteses e sucessivamente remover
0s itensu.

Y secomp(y) =0
Cancela(u,y) := ¢ Cancela(u, cauda(y)) se(y)o=u
{(y)o, Cancela(u, cauda(y))) se(y)o # u

Aqui cauda(y) = z < (comp(y) > 0A Jx(y = (x) * 2) V (comp(y) =0 A z = 0).

Agora podemos codificaber, ondeDer(z, y, z) significa ‘z & o codigo de uma
derivacao de uma formula com cédigale uma seqiiéncia codificada de hipbteses
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Na definicdo deDer, L & definida com@0 = 1).

Der(z,y,2) := Form(z) A /\figw(y)_l Form((i)y)A
((Eli < comp(y)(z = (y): Az = (0, Z>)
ou
(3581202 <zyye < zdzi20 <Y = Y1 x Yo
Der(z1,y1,21) A Der(xa, ya, 22)A
2= ("2, AT, 2, 0) ) Az = ((0,"AT), 21, 22, 2))
ou
(Hu < a3x; < 23z < zDer(x1,y, 21)A
(Zl — <|7(—|7 27 l’/\‘|7u7 F)‘|> \/ (Zl — <F(‘l7u7 F/\77 Z, F)‘|>)/\
z=((1,"AT), 21, 2))
ou
(Hxl <23y < 2u < 23z < z2(y = Cancela(u, y1)V
y=y1) A Der(z1,y1,21) Az = ("(T,u," =7, 21,7) HA
€T = <<Ov ’__>7>’ zy, Zl>
ou
(Elxlzzrg < zIyrys < 232120 < z(y = Y1 * Y2 A
Der(z1,y1,21) A Der(xa, ya, 22)A
Z2 = <r(—|7 z1," =, r)—|> Nx = <<17 |’_>‘|>7 L1, L2, Z>))
ou
(Elzcl <23z < z3v < x(Der(z1,y,21) A Var(v)A
/\:Z(;Ip(y)_l ﬁLivTe(Uv (y)z)) Nz = <|’v77 v, r(—lv 21, r)—|>/\
z = ((0,"V7", 21, Z1>))
ou
(Ht <z < zdzy <23z < x(Var(v) A Term(t)A
LivrePara(t,v,z1) A z = Sub(z1,v, t)A
Der(zy,y, (V0,7 (7, 2,7) ) Az = {(1,7V7), 5, 2))))
ou
(321 < 231 < 232 < z(Der(ar, yr, (CLNA
y = Cancela({z,"—="," L) y1) Ax = (1,7 L7 24, 21))))

Codificacao da demonstrabilidade

Os axiomas da aritmética de Peano sao listados no indcsechbo 7.4. Entretanto, para
o proposito de se codificar derivabilidade temos que saiigog; devemos incluir os
axiomas para identidade. Eles sao os usuais (veja 2.6 23.i@luindo os ‘axiomas
de congruéncia’ para as operacgoes:

(1 =1 N2 =12) — (5(201) =S(y1) ANx1 + 22 = y1 + Y2
Ty w2 =y1-ya AN = yy”

Esses axiomas podem ser facilmente codificados e reunidegradicado recur-
sivo Axz(z) — 2 € um axioma O predicado de demonstrabilida®eova(x,z) —z €
uma derivaéo dez a partir dos axiomas d®A — segue imediatamente.

comp(y)—1

Prova(z,z) = Hyﬁx(Der(:v,y,z)/\ /\ Af((y)z))
i=0
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Finalmente, podemos defirifeo(x) — 2 € um teoremaTeo & recursivamente enu-
meravel.
Teo(z) := FxProva(z,z)

Tendo & nossa disposi¢ao o predicado da demonstratslidme €9, podemos
concluir a prova de ‘semi-representavel = RE’ (Teoremadj.4

Demonstrago. Por conveniéncia, suponha gieseja unaria, i.e. um conjunto, e re-
cursivamente enumeravel.

= R & semi-representavel pgt R(n) < + ¢(n) < JyProva ("p((m)7,y). Note
que”¢(m)" € uma fungao recursiva de Prova € recursivo primitivo, portanto
R & recursivamente entumeravel.

< R é recursivamente enumeravel R(n) = JzP(n,z) para umP recursivo
primitivo. P(n,m) < F ¢(m,m) para algump. R(n) < P(n,m) para algum
m & B o(m, m) para algumn = - Jyp(m, y). Por conseguinte, temos também
quel Jyp(m, y) = R(n). Portantadyy (7, y) semi-represent&.

O

7.7 Incompletude

Teorema 7.7.1 (Teorema do ponto fixoPara  cada  6érmula  ¢(r)  (com
V L(p) = {z}) existe uma sentengatal quer o("¢7) < 1.

Demonstrago. Versao popular: considere uma funcao de substibugiinplificada
s(z,y) que & a velha fungdo de substituicdo para uma varigxeda: s(x,y) =
Sub(z,"zo",y). Entdo defind(z) := ¢(s(x,z)). Sejam := T0(x)™, entdo faca
¥ = §(m). Note quey «— () «— o (s(m,m)) < @(s("0(x) ,m)) < o(T0(m))
o ().

Esse argumento funcionaria se houvesse uma funcao (mw)qraras na lin-
guagem. Isso poderia ser feito estendendo-se a linguagenuica quantidade sufi-
ciente de funcdes (“todas as funcdes recursivas pvasit certamente bastara). Agora
temos que usar férmulas representantes.

Versao formal: suponha que(z,y, z) represente a funccao recursiva primitiva
s(z,y). Agora suponha qué&(z) := Jy(p(y) Ao(z,z,y)), m ="0(z)" ey = 6(m).
Entado

¥ — 0(m) < Jy(e(y) Ao(m, m,y)) (7.1)
F Vy(o(m,m,y) < y = s(m, m)
FVy(o(m,m,y) <y ="0(m)") (7.2)

Por logica (7.1) e (7.2) dao < Jy(p(y) Ay = "0(m)") portantoy — o("0(m)™)
< o("YT). O

Definicdo 7.7.2 (i) PA (ou qualquer outra teorid’ da aritmética) &€ chamada de
w-completeset 3z (z) = F ¢(7) para algumn € N.

(i) T éw-consistentese réio existep tal que & Jxp(x) e —p(m) para todon)
para todoy.
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Teorema 7.7.3 (Primeiro teorema da incompletude de &del) SePA for w-consistente
enfio PA € incompleta.

Demonstrago. Considere o predicad@rova(z, y) representado pela formutarova(z, y).
SejaTeo(r) := JyProva(z,y). Aplique o teorema do ponto fixo-al'eo(z): existe

umagyp tal quet ¢ — —Teo(" ). », a chamadaentenca de &del diz emPA: “Eu
nao sou demonstravel.”

Afirmacdo 1: Sel ¢ entaoPA & inconsistente.

Demonstrago. - ¢ = existe umn tal queProva("¢?, n), daik Prova(T¢ ', A1) =
F JyProva(" ¢, y) = F Prova("¢ ) = F —¢. Logo,PA & inconsistente. O

Afirmacao 2: Sel —p entdaoPA éw-inconsistente.

Demonstrago. - —p = + Teo(Tp ') =  JxProva("¢,x). Suponha quéPA
sejaw-consistente; coma-consisténcia implica consisténcia, temos ¢ue e, por
conseguinte;Prova("¢,n) para todon. Logo,t —Prova(" ¢, m) para todon.
Contradiccao. O

O

Observages. Na demonstracao acima fizemos uso da representabilidage=di-
cado de demonstrabilidade, que por sua vez dependeu daeprfaieilidade de todas
as funcdes e predicados recursivos.

Para a representabilidade ffeova(z, y), 0 conjunto de axiomas tem que ser re-
cursivamente enumeravel. Portanto o primeiro teoremadanipletude de Godel se
verifica para todas as teorias recursivamente enumendagiquais as fungdes recur-
sivas sao representaveis. Assim, nao se pode t&@Aacompleta adicionando-se a
sentenca de Godel, pois a teoria resultante seria novanmsompleta.

No modelo padrad ou ¢ ou—p & verdadeira. A definicdo nos habilita a determi-
nar qual delas. Note que os axiomasRl sao verdadeiros ey, portanto= ¢ «
—Teo("¢™). Suponha quél = Prova(T¢,7) para algum < ~ Prova("¢",7)
para algum < - ¢ = =Teo("¢ ") = N = ~Teo("¢ ). Contradigdo. Logay &
verdadeira enN. Isso & usualmente expresso como existe um enunciadalesrolda
aritmética que nao &€ demonstravel'.

Observages. E geralmente aceito qUBA é uma teoriaverdadeira ou seja,N &

um modelo dePA, e portanto as condicdes sobre o teorema de Godel parseem
supérfluos. Entretanto, o fato de gBA & uma teoria verdadeira & baseado num ar-
gumento semantico. O refinamento consiste em se constderas arbitrarias, sem o
uso de semantica.

O teorema da incompletude pode ser liberado da condicasabmsisténcia. In-
troduzimos para esse prop0sito o predicado de Rosser:

Ros(z) := 3Fy(Prova(neg(x),y) \Vz < y—Prova(z, z)),

comneg(T¢") = "= O predicado apds o quantificador & representad®pova(meg(x, y), y)A
Vz < y—=Prova(z, z). Uma aplicacado do teorema do ponto fixo produziital que

Y« Jy(Prova(—,y) AVz < y=Prova((T¢ ', 2)) Q)
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Afirmacdo: PA é consistentes I/ ¢ et/ —).
Demonstrago.

(i) Suponhaque . Entao existe um tal queProva("v 7, n), portantd- Prova("¢7,7)
2
De (1) e (2) segue que Iy < mProva("¢y7,y), i.e. Prova("y7,0) V...V
Prova("7,n — 1). Note queProva & Ag, dai o seguinte se verifice:o vV 7
&+ o out 7, portanto- Prova("—7,0) ou...out Prova("™,n —1).
Logo, Prova("—) 7, i) para algum < n = - = PA & inconsistente.

(i) Suponha qué- —. Entao- Vy(Prova(T¢7,y) — 3z < yProva("¢7, 2)).
Tambémtf = = Prova("—",n) para algumm = F Prova("—¢7,7) para
algumn = F 3z < mProva("¢7, z) = (como acima)Prova("y7, k) para
algumk < n, portanta- ¢ = PA €& inconsistente.

O

Vimos que verdade e nao necessariamente implica demontrabilidadeRen
(ou qualquer outra extensao axiomatizavel (recursivaenenumeravel)). Entretanto,
vimos quePA E X{-completa, portanto verdade e demonstrabilidade ainaeicam
para enunciados simples.

Defini¢do 7.7.4Uma teoriaT (na linguagem déPA) é chamada de:{-corretase
T+ ¢ = N [ ¢ paraX{-sentencas.

Nao entraremos nas questdes intrigantes dos fundanmniiasfilosofia da matematica
e da logica. Aceitando o fato de que o modelo padf&um modelo d®A, obtemos
consisténcia, corretude)-corretude de gragaE uma velha tradicdo em teoria da
prova enfraquecer suposicdes tanto quanto possivégra® que faca sentido ver o
gue se pode fazer sem quaisquer no¢des semanticasoQréiressado & remetido a
literatura.

Agora apresentamos uma prova alternativa do teorema danpietude. Aqui us-
amos o fato de quPA & X9-correta.

Teorema 7.7.5PA & incompleta.

Demonstrago. Considere um conjunto RE que nao é recursivo. Ele & semi-representado
por umax{-formulay. SejaY = {n | PA F ¢(n)}.

Pelax{-completude obtemas € X = PA | (7). ComoX{-corretude implica
consisténcia, obtemos tamb&@A - —p(7) = n ¢ X, logo,Y C X¢. O predicado
de demonstrabilidade nos diz qieé RE. Agora,X© nao & RE, portanto existe um
nimerok comk € (X UY)c. Para esse numeto sabemos qu®PA I/ —¢(k) e
tambémPA I/ ¢(k), poisPA ~ (k) implicaria, pelaX{-corretude, qué € X.
Como resultado, estabelecemos que(k) & verdadeira mas nao demonstravel em
PA, i.e.PA & incompleta. O

Quase que imediatamente obtemos a indecidibilidadeAle

Teorema 7.7.6 PA & indecidvel.



7.7. INCOMPLETUDE 233

Demonstrago. Considere o mesmo conjunfo = {n | PA + ¢(n)} como acima.
SePA fosse decidivel, o conjuntd seria recursivo. Logd?A € indecidivel. O

Note que obtemos o mesmo resultado para qualquer ext8ljséorreta axioma-
tizavel dePA. Para resultados mais fortes veja no livro de Smoryinsgical Number
Theory

quef com f(n) = "¢(n)" & recursiva primitiva.
Observages. A sentenca de Godel “Eu nao sou demonstravel” € a negacao de

umaX{-sentenca estrita (uma assim-chamBglasentenca). Sua negagao nao pode ser
verdadeira (por que?). PortarfA + —y nao éx{-correta.

Agora apresentaremos uma outra abordagem a indecidithdida aritmética, baseada
em conjuntos efetivamente inseparaveis.

Definicao 7.7.7 Sejamyp e 1 formulas existenciaisiy = 3z’ e = Jxyp’. As
formulas decomparacao de testemunhmesa ¢ e ¢ sdo dadas por:

J (@' (x) AVy <z (2))
J (¢’ (x) AVy <z (2)).

o<
o<

Lema 7.7.8 (Lema da Redugo Informal) Suponhaque et sejam>! estritas,p; :=
p<ypey =19 <. En0

HNE @ — ¢

(i) N =y — ¢

(ii)) N V) < o1 Vi

(V) N = ~(p1 A thy)-

Demonstrago. Imediata da definicao. O

Lema 7.7.9 (Lema da Redu&o Formal) Sejamy, v, 1 €1 como no lema acima.
1 —¢
(i) oy — @
(i) N = 1 = F ¢
(V)N [ 1 =1
N | o1 = F =y
(V)N E ¢ = F =gy
(VII) = ﬁ(QDl A\ ’L/Jl)

Demonstrago. (i)—(iv) sio conseqiiéncias diretas da definicao Eaompletude.
(v) e (vi) sao exercicios em dedugao natural (dge(u < v Vv < u)); e (vii)
segue de (v) (ou (vi)). O

Teorema 7.7.10 (Indecidibilidade d&PA) ArelaggoTyProva(x,y) ndoé recursiva.
Versio popular:- ndoé decidvel paraPA.

Demonstrago. Considere dois conjuntos recursivamente enumeravetvahente
inseparaveis! e B com formulas:{-definidas estritag(x) e (). Definay; (z) :=

p(x) <(x) e(r) ==y (z) < p(2).
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entdon € A N E p(@) A (W)

N E ¢1(n)

Fp1(n)

N ¢(@) A —p(n)

N E ¢1(m)

F P11 (ﬁ)

Sejad = {n |F p1(M)}, B = {n |- —p1(7)}, entaoA C AeB C B. PA &
consistente, portantd N B = (). A & recursivamente enumeravel, mas, em raz&o
da inseparatividade efetiva dee B, nao recursivo. Suponha q§éc™ | F o} seja
recursivo, i.eX = {k | Form(k) A 3zProva(k, z)} & recursivo. Considerg com
f(n) = "¢1(m)7, entdo{n | IzProva(p1(7)7, z)} também é recursivo, i.el & um
separador recursivo dé e B. Contradi¢cao. Por conseguinf€,nao & recursivo. [

eneB

R R

Da indecidibilidade ddPA imediatamente obtemos uma vez mais o teorema da
incompletude:

Corolario 7.7.11 PA é incompleta.

Demonstrago. (a) SePA fosse completa, entdo do teorema geral “teorias completas
axiomatizaveis sao decidiveis” seguiria q2A era decidivel.

(b) Em razao del e B serem ambos recursivamente enumeraveis, existe aom

n¢ AUB,i.e.lf o(m) et =p(n). O

Observaéo. Os resultados acima nao sao de forma alguma 6timos; g@depre-
sentar as func¢des recursivas em sistemas consideravtelmais fracos, e dai provar
sua incompletude. Existe um nimero de subsistemd@AXdgue sao finitamente ax-
iomatizaveis, como, por exemplo, o sistepale Raphael Robinson (cf. Smorynski,
Logical number theoryp. 368ff), que & incompleto e indecidivel. Usando esse fa
obtém-se facilmente:

Corolario 7.7.12 (Teorema de Church)A logica de predicadog indecidvel.

Demonstrago. Sejam{oy,...,0,} 0s axiomas d&), entdooy,...,0, b p &+

(o1A...Aoy) — . Um método de decisao para a logica de predicados nosderia,
portanto, um método para. O

Observages.

1. ComoHA & um subsistema d®A, a sentenca de GodeE certamente indepen-
dente deHA.. Portanto;yV—vy ndo & umteorema ddA. Pois seHA + vV -,
entao pela propriedade da disjungao @, teriamosHA + v ouHA + —,

0 que é impossivel para a sentenca de Godel. Logo, temésarema especifico
dePA que nao é demonstravel éhA..

2. ComoHA tem a propriedade da existéncia, pode-se percorrer aipainersao
da prova do teorema da incompletude, evitando-se o useatmsisténcia.
Exercicios
1. Mostre quef com f(n) = "t(m)™ € recursiva primitiva.
2. Mostre quef com f(n) = "¢(m)™ & recursiva primitiva.

3. Encontre o que — ¢ < ¢ significa para unp como acima.



