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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Termos fortemente normalizaveis

Definigao (Termos fortemente normalizaveis (FN))

Um termo X tipado ou n3o-tipado é fortemente normalizavel
com respeito a um dado conceito de reducgio, sse todas as
redugées iniciando em X s&o finitas. Ele é normalizavel sse ele
reduz a uma forma normal.
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Termos fortemente computaveis

Definicao (Termos fortemente computaveis (FC))

Computabilidade forte é definida por indugdo sobre o nimero
de ocorréncias de ‘—’ no tipo do termo:

(a) um termo de tipo atémico é FC sse ele for FN;

(b) um termo de tipo X*—P é FC sse, para todo termo FC Y<,
o termo (XY)? for FC.
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Teorema
No sistema de \-termos tipados, nao existe (3-redugao infinita.
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.
Vamos considerar ‘termo’ como significando ‘A-termo tipado’.
Entao o teorema diz que todos os termos sao FN (com respeito
arg). Vamos provar que

(i) todo termo FC é FN,

(i) todo termo é FC.

A prova consistira de cinco observagoes simples e trés lemas,
e o ultimo lema sera equivalente ao teorema.

Observacao

Cada tipo o pode ser escrito de uma forma unica na forma
a1 — ... — ap — 0, onde 0 é atémico.

L]
\ \
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Termos Tipados

Teorema da Normalizacao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

(Continuagao)

Observacao

Segue imediatamente da definicdo de termo tipado composto
FC que se
a=a1 — ... ap— 0
onde 6 é um tipo atémico, entao X“ é FC sse, para todos
termos FC

X XRn,
(XXq ... Xn)? for FC. E, pela definigdo de termo tipado atémico
FC, (XXi ... Xn)? é FC sse ele for FN.

Ol
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Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-Calculo (Aula 7)



Termos Tipados

Teorema da Normalizacao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstragao.

(Continuagao)

Se X* for FC, entao todo termo que difere de X* somente por
mudancas de variéis ligadas é FC. E o mesmo se verifica para FN.

|

Observacgao

Pela defini¢do de termo tipado composto FC, se X*~P for FC e Y
for FC, entdo (XY)” é FC.

Observagao

Se X* for FN, entao todo subtermo de X* é FN, pois qualquer
reducdo infinita a partir de um subtermo de X da origem a uma
reducdo infinita a partir de X.
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

(Continuagao)

Lema

Seja o um tipo qualquer:

(a) Todo termo (aXj...Xn)*, onde a é um atomo e Xy, ..., Xy
sdo todos FN, é FC.

(b) Todo termo FC de tipo o é FN.

[
\ \

Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-Calculo (Aula 7)



Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

(Continuacao)

Demonstracao.

(do Lema) Por inducdo sobre a complexidade do tipo a:

Caso Base: « € um tipo atémico.

(a) Como Xj, ..., X,sao FN, (aXj ... X,) tem que ser FN. Logo,
ele também é FC pela definicao de termo tipado atémico FC.
(b) Pela definicao de termo tipado atémico FC. O
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Termos Tipados

Teorema da Normalizacao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

(Continuacao)

Demonstragao.

(do Lema (cont.))

Caso indutivo: « é da forma 5 — ~.

(a) Suponha que Y” seja FC. Pela hip6tese da indugao (b), Y#
€ FN. Usando a hipé6tese da indugao (a), obtemos que o termo
(aXi...XnY)" é FC. Logo, 0 mesmo acontece com
(aXi...Xn)“, pela definicao de termo tipado composto FC.

(b) Suponha que X seja FC, e suponha que x” ndo ocorre
(livre ou ligada) em X“. Pela hipétese da inducao (a) com

n =0, x &€ FC. Logo, pela observacédo 4 acima, (Xx)” é FC.
Pela hipétese da indugao (b), (Xx)” é FN. Mas entdo pela
observagao 5 acima, X* é FN também. O
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.
(Continuagao)

Lema

Se [N®/x*]|MP for FC, entdo o mesmo acontece com
(Ax>.MPYN>; desde que N seja FC se x n&o esteja livre em
M5,

|

Observacao

Esse lema diz que se o contractum de uma redex tipada R for
FC, e se todos os termos (caso haja algum) que forem
cancelados quando R for contraida forem FC, entao R é FC.
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Termos Tipados

Teorema da Normalizacao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

(Continuacao)

Demonstragao.
(do Lema) Seja =By — ... — B, — 6, onde 6 é atdbmica, e
faca

M2 M

sejam termos FC. Como [N*/x*]M? for FC, segue da
observagao 2 acima que

(1) ((IN/XIM)M; ... M)

€ FN. O lema vai ser uma decorréncia da observagao 2, se
pudermos provar que

(2) (AX.M)NM; ... M,)?

é FN. O
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Termos Tipados

Teorema da Normalizacao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstragao.

(Continuagao)

Demonstragao.

(do Lema (cont.))

Agora como (1) € FN, o mesmo acontece com todos os seus
subtermos; ai incluidos [N/x]M, My, ..., M,. Também, pela hip6tese
e pelo lema precedente, N € FN se ele nao ocorre em [N/x]M. Por
conseguinte, uma redugao infinita a partir de (2) ndo pode consistir
inteiramente de contragoes em M, N, My, ..., M,. Logo, tal reducao
tem que ter a forma

OXMNM; ..M, 55 OXMIN'M, ..M, (MsM, etc.)
15 (IN'/XIM)M ..M,
>g .
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Termos Tipados

Teorema da Normalizacao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstragao.
(Continuacgao)

Demonstragao.
(do Lema (cont.))
Das redugoes M>M" e N> N' obtemos [N/x]M > [N'/x]M'; dai,
podemos construir uma reducao infinita a partir de (1):
(IN/XIM)My ... My g (IN'/XIM )M ... M},
l>ﬁ ce. .

Isso contradiz o fato de que (1) FN. Dai, (2) tem que ser
FN. -
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

(Continuacgao)

Lema

Para todo termo tipado M”:
(a) MP é FC.
(b) Para todos x{",...,x;" e todos os termos FC
NPT, ... NR™, o termo M*P = [Ny /x1]...[Nn/xn]M é FC.

L]
\ \
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Termos Tipados

Teorema da Normalizacao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

(Continuacao)

Demonstragao.

(do Lema) A parte (a) é tudo do que precisamos para provar o
teorema, mas o poder adicional da parte (b) é necessario para
fazer com que a prova funcione. (A parte (a) € um caso
especial de (b), a saber N; = x;).
Provamos (b) por indugao sobre a estrutura de M.
Caso base. M é atomico.
Subcaso 1. M é uma variavel x; e 3 = «,. Entao M* é N; e o
resultado é imediato.
Subcaso 2. M é um atomo diferente de x, ..., x,. Entdo

M* = M,
que € FC pelo Lema 1. O
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Termos Tipados

Teorema da Normalizacao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

(Continuacao)

Demonstragao.

(do Lema (cont.))
Casos Indutivos
Subcaso 3. M é um termo composto da forma M; M.. Entao
M* = My M;.
Pela hipétese da inducao, M; e M3 sdo FC, e portanto M* é FC pela
observagao 4.
Subcaso 4. M” é um termo composto da forma (Ax”.M?), onde 3 é
da forma v — 4. Entao
M* = Ax.M;
se desconsiderarmos mudangas em variaveis ligadas.
Para mostrar que M* é FC, temos que provar que para todos os
termos FC N7, o termo M*N é FC. O]

v
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.
(Continuacgao)

Demonstragao.

(do Lema (cont.))
Mas

M*N = (Ax.M;)N
>1g  [N/X]M;.

que é FC pela hipotese da inducao aplicada com n+ 1 ao
invés de n. Entao M*N é FC pelo Lema 2. O
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Teorema

No sistema de \-termos tipados, nao existem (n-redugcbes
infinitas.
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Termos Tipados

Teorema da Normalizagao Forte para Tipos

Teorema da redugao para A-termos tipados

Demonstracao.

A mesma do teorema anterior, exceto que no Lema 2, préximo ao
final da prova, precisamos levar em conta a possibilidade de que
uma reducgao infinita de (Ax.M)NM; ... M, tenha a forma

OXMNM; ... M, s, OXM)N'M,...M, (M>M, etc.)
= (AXP)N'M ..M, (x¢ VL(P))
b1, PN'MY .. M)
>8n ... 0

Mas nesse caso podemos construir uma redugao infinita a partir de
(IN/x]M)M; ... M, da seguinte forma:

(IN/XIMYM; .. My o, (IN'/XIMOM . M,
= PN'M|...M,
>8n .. 5

E isso contradiz o fato de que (1) € FN. O
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