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Representando as fungdes recursivas

Fungoes parciais

Defini¢cao (Fungao parcial)

Uma fungédo ¢ de um subconjunto de NX para N sera chamada
de propriamente parcial sse ¢(my, ..., my) for indefinida para
algum my, ..., mg, e total caso contrario. Uma funcao parcial
pode ser propriamente parcial ou total. A classe de todas as
funcoes recursivas parciais (fungées parciais que sao
recursivas) serdo definidas adiante. Uma fungao recursiva total
sera uma fungao recursiva parcial que é total.

Para quaisquer termos X e Y, usaremos a abreviacao

XY = X(X(...(XY)..)) forn > 1
————

nX's
Y.

XY
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Representando as fungdes recursivas

Numerais de Church

Definicdo (Os numerais de Church (1941))

Para cada numero natural n, o numeral de Church
representando n é (no \-calculo) o termo

n = \xy.x"y,

e (em LC) o termo
n = (SB)"(KI)

As vezes n é chamado Z,,. Tanto no \-célculo quanto na LC ele
tem a propriedade de que para todos os termos F, X

(4.3) AFX baw FTX.
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Representando as funcoes recursivas

Definindo fungdes sobre nimeros naturais

Definicao
Seja ¢ uma funcéo parcial de nimeros naturais de

n-argumentos. Dizemos que um X\-termo X \-define ¢, ou um
LC-termo X combinatorialmente define ¢, sse para todo

m17 ey mn,
Xmy...mp =B,w ¢(m1,...,mn)
quando ¢(my, ..., my) for definida, e Xmy ... m, ndo tem forma

normal caso contréario.
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Representando as funcoes recursivas

Definindo fungdes sobre nimeros naturais

Representando as funcoes recursivas: Provaremos que
toda func¢do recursiva parcial pode ser \- e combinatorialmente
definida.

A reciproca, i.e. toda fungéo \- e combinatorialmente definida é
uma fungdo recursiva parcial, € provada via técnicas padrao de
numeracao de Godel.
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Representando as funcoes recursivas

Definindo fungdes sobre nimeros naturais

Para A-termos e =g, ou LC-termos e =y, : toda fungao recursiva
primitiva ¢ pode ser definida por um combinador ¢.
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Prova do Lema

Demonstragao.

A classe das fungbes recursivas primitivas é definida por indugao
(Kleene 1952) da seguinte forma:

(i) (sucessor) A fungao sucessor o € recursiva primitiva;

(ii) (zero) 0 é uma fungao recursiva primitiva de 0-argumentos;
(iii) (projegao) para cada n > 1 e k < n a fungdo de projecao

o(my,...,my) = my (para todo my, ..., mp) é recursiva primitiva;
(iv) (composicéo) se ¥, x1,- - ., xp forem recursivas primitivas, n > 0,
ep(my,....mp) =Y(x1(my,...,mp), ..., xp(mM,...,my)), entdo ¢ &

recursiva primitiva;

(v) (definigao por recursao sobre N) se ¢ e x forem recursivas

primitivas, n > 0, e

{ #0,my,....m;) = (my,...,mp),
dk+1,m,....mp) = x(k,é(k,my,....,mp), My,..., M),

entdo ¢ é recursiva primitiva.
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Prova do Lema (cont.)

Demonstragao.

(Cont.) O termo ¢ é definido da seguinte maneira:

(i) (sucessor) @ = Auxy.x(uxy), que em LC é SB;

(ii) (zero) 0 = Axy.y, que em LC é KI;

(iii) (projecan) ¢ = AXy ... Xn.Xk;

(iv) (composicéo) dados ¢, X, - - ., X, definir 1, x1, ..., xp

respectivamente, faca

¢ =M1 X (V(X1 X1 - Xn) - (XpXit - - - Xn))

(v) (definicao por recurséo sobre N) dados ) e x definir ¢ e

respectivamente, faca

& = Auxy ... xn.R(¥xq ... xp)(Auv.xuvxy . .. X,)u,

onde R é um combinador chamado de combinador de recursdo

primitiva a ser construido mais adiante, tendo a propriedade de que

para todo X, Y, k

(4.6) { RXY0 =su X, B
' RXYk+1 =3, Yk(RXYk).

O
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Representando as funcoes recursivas

Prova do Lema (cont.)

Demonstragao.

Tendo tal combinador R, podemos definir a funcao ¢ por meio do
termo ¢, pois
@0x1 ... xn =gw RWx1...x)(Auv.xuvx ... x)0
=3,w aX1 ... Xn
o (por (4.6)); -
ok +1)x1...x0 =pw R@Wxi...x2)(Auv.xuvxy ... xp)(k+1)
=sw  (Auv.xuvxi ... X))k(R(x1 . . . Xp)(AUV.XUVX . . . Xn)K)
por (4.6)
=aw  (AUV.XUVXs ... X0)K(G KX ... Xn)
pela def. de ¢
=sw  XK(AKX1 ... Xn)X1 ... Xn.
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Representando as funcoes recursivas

Prova do Lema (cont.)

Demonstracao.

Construindo o combinador R. Vamos considerar uma func¢ao
¢ definida por recursao primitiva:
$(0) = m,

p(k+1) = x(k,o(k)).
Para calcular ¢(k) podemos comegar do par ordenado (0, m) e
ai iterar k vezes a operacgao f t.q.
f((n,x)) = (n+1,x(n, x)),
e finalmente tomar o segundo componente do ultimo par
produzido por esse processo. Ol
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Representando as funcoes recursivas

Lidando com a nogao de par ordenado

Demonstragao.

Vamos entao definir um combinador para lidar com a noc¢ao de
par ordenado. Uma possivel solugao é
(4.7) D = Axyz.z(Ky)x.
que tem a seguinte propriedade:
DXY0 =3, X,
(4.8) { DXYk+1 =gu VY.
ou a propriedade de um operador ‘condicional’:
(4.9) (Se Z =0entao X senao Y) = DXYZ.
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Lidando com a nogao de par ordenado

Demonstracao.

Agora, usando tal combinador D, vamos definir:
Q = \yv.D(3(v0))(y(v0)(v1)),
onde & € o combinador ‘sucessor’ definido em (i) acima. Entao,
para quaisquer X, Y, n,
QY(DnX) =sw D(a(DnX0))(Y(DnX0)(DnXx1))
=gw D(@n)(YnX) por (4.8)
=sw D(n+1)(YnX).
Portanto, Q esta fazendo o que desejavamos que f fizesse, i.e.
{ QY(DnX) =gw D(n+1)(YnX) (i)
(QY)X(DOX) =sw DkXy (ii)
para algum termo Xk.
Se Y definisse x e X = m, entao Xy corresponderia ao valor de ¢(k)
acima.
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Lidando com a nogao de par ordenado

Agora, defina
(4.10) RBemays = AXxyu.u(Qy)(D0Ox)T.
Entao _ _ L
I:{Bernays)(Yk —B,w k(QY)(DOX)1
=8,w (QY)X(DOX)1 por AFX >aw F7X (4.3)
=sw DkX1 por (i) acima
=sw Xk por (4.8) (iii)

Ol

V.
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Lidando com a nogao de par ordenado

Demonstracgao.

Dai podemos verificar que Rgemays de fato tem a propriedade que
desejavamos (vamos abreviar Rgemays POr simplesmente R):
RXY0 =5, (QY)°(DOX)1 por (4.10), (4.3)
= DOX1 pela def. de (QY)° (4.1)
=3w X por (4.8)
RXY(k+1) =sw (QY)1(DOX)1 por (4.10), (4.3)
=sw (QY)((QY)K(DOX))1 peladef.de (QY) ! cf.|(4.1)
=sw QY (DkX)1 por (i) acima
=sw D(k+1)(YkXk)1 por (i) acima
=sw YkXk por (4.8)
=sw YK(RXYK) por (iii) acima.
O
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Lidando com a nogao de par ordenado

Observacgao

Para verificar que todas as conversées na prova do Lema 4.5 se
verificam para a igualdade fraca =,, assim como para a =3 € simples
rotina. Mais adiante (Cap. 6) vai ficar mais claro que basta verificar o
seguinte: nunca uma ocorréncia de redex é contraida quando ela
esta no escopo de um \. Na verdade, com uma excegao, todas as
contragbes na prova do Lema tém a forma

Pi... P (AX-M)NQy ... Q5) > Py ... P((IN/XIM)Qy . .. Q5)

(r,s > 0), e essas traduzem para LC como redugoes fracas
legitimas. O mesmo vai acontecer nas outras provas combinadas
para =, e =3 mais adiante.

A Unica excegao é a 3-redugdo o n> n+ 1; mas nao precisamos
traduzir essa para a LC porque nesse sistemacn = n+ 1 devido a
definicdo de n.
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Representando as funcoes recursivas

Funcodes recursivas gerais totais

Teorema (Kleene)

Para \-termos e =g, ou LC-termos e =, toda fungao recursiva

total ¢ pode ser definida por um combinador ¢ com uma forma
normal.
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Representando as funcoes recursivas

Prova do teorema

Demonstracao.

Pelo Teorema da Forma Normal de Kleene para fungoes
recursivas parciais (1952), para toda fungao recursiva parcial ¢
existem fungdes recursivas primitivas 1 e x tais que
o(my,...,mp) = Y(uk[x(mq,...,mnp k) =0]),

onde uk|[x(my, ..., mp, k) = 0] € 0 menor k, se é que existe
algum, para o qual x(my, ..., mp, k) = 0. Se k nao existir para
alguma n-upla my, ..., mp, entao ¢(my, ..., m,) € indefinida
para aqueles my, ..., m,. Mas como a hipétese diz que ¢ é
total, podemos assumir que k sempre existe. Ol

Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-C4culo (Aula 6)



Representando as fungdes recursivas

Representando as fungdes recursivas

Prova do teorema (cont.)

Continuagao.

Uma maneira de computar pk é definir um programa (k) que
da como saida k se x(my,...,mp, k) =0, e seque com

6(k + 1) caso contrario; quando esse programa € inicializado
com k = 0, produzira como saida o primeiro k para o qual
x(my, ..., mp, k) = 0. Vamos definir um analogo formal, que
chamamos H, de um programa tal como esse. Sera a solugcao
da equagao recursiva

Hxy...Xny = se xXi1...Xpy = 0entdo y sendo Hxq ... xp(cy).
Uma solugao pode ser dada usando-se o combinador Y, mas
ai ele ndo vai ter uma forma normal. Aqui vai uma outra
solugao que tem uma forma normal. O
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Prova do teorema (cont.)

Continuagao.
Vamos primeiro definir:

(4.16) T = Mx.DO(\uv.u(x(av))u(av)),
i P = Xxy.Tx(xy)(Tx)y.
Entdo P tem a seguinte propriedade
(4.17)
PXY =g, Y se XY =5, 0,
{ PXY =34 PX(@Y) se XY =5, m+ 1 paraalgum m.

Ol
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Representando as fungdes recursivas
Prova da propriedade (4.17)

Demonstracao.

Sejam X, Y termos quaisquer e suponha que u, v ¢ FV(XY).

Entao
PXY =34 TX(XY)(TX)Y

=sw DOAuv.u(X(@v))u(@v))(XY)(TX)Y.

Se XY =3 O, entdo por (4.8) (def. de D),
PXY =44 O(TX)Y
=sw Y pois0=Axy.y.

Se XY =3s m+1, entdo por (4.8),
PXY =aw (Auv.u(X(av))u(av))(TX)Y
=sw IX(X(@Y))(TX)(T@Y)
=sw PX(@Y), peladef. de P onde cY substitui Y|
L]
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Prova do teorema (cont.)

Demonstracao.

Agora defina
H=Xx1...xy.P(xXx1...xn)y.

Entado, para qualquer Xi, ..., Xy, Y, de (4.17) podemos concluir que
HXi ... XoY =pw P&xXi...X)Y B
. Y se XXL..XnY:g,WO
B { HXi ... Xo(@Y) se XXi...XpY =gw m+ 1.

Finalmente, defina _ B
_ &= AX1 ... Xp.0(HXq ... X50).
¢ define ¢, e tem uma forma normal.

Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-C4culo (Aula 6)



Representando as fungdes recursivas

Representando as funcoes recursivas

Funcbdes recursivas parciais

Teorema

Para \-termos and =3, ou LC-termos e =, toda funggo

recursiva parcial ¢ pode ser definida por um combinador ¢ com
uma forma normal.
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Prova do teorema

Demonstracao.

Como na prova do Teorema 4.15, ¢ pode ser expressa como
o(my, ..., mp) = Y(uklx(m, ..., my k) =0]),
mas agora pk nao esta necessariamente definida para toda
n-upla my, ... mp. Temos que construir um termo ¢ de modo
que ¢my ... m, ndo tenha forma normal quando n&o existir k tal
que x(my,...,mp, k) = 0. (A técnica descrita aqui € atribuida a
B. Lercher.)
Vamos primeiro tomar ¢ de 4.15, e chama-lo ‘F’:

F = \xq...xpab(Hxq ... x50).
Quando ¢(my, ..., my) estiver definida temos

FW. . -Wn:ﬂ,w ¢(m1,...,mn).
Mas ainda precisamos garantir que Fmy ... m, nao tenha
forma normal quando ¢(my, ..., m,) ndo estiver definida. O
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Prova do teorema (continuagao)

Agora, defina 7
= Xy ... Xp.P(xcXy ... Xn)Ol(FXq . .. Xp),
onde P é def|n|do em

(4.16) { = Mx.DO(\uv.u(x(av))u(av)),
' = Axy.Tx(xy)(Tx)y.
Suponha que my, ..., m, sejam tais que existe um k tal que
x(my,...,mp, k) =0,

€ assuma que j seja 0 menor desses K’s. Entao
oMy ... My =pw JI(FMy...m,) pelaprovade 4.15
=g.w V(Fmy ... m,;) por (4.3)
=gw FmMy...my pela def. de |
=gw ¢(my,...,mp) peladef. deF.
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Prova do teorema (continuagao)

continuagao.

Suponha agora que my, ..., m, sejam tais que nao exista k tal
que
x(my,...,mp k) =0;
entdo para cada k existe um py tal que
x(my,...,Mp,K) = px+ 1.
(Obs.: x é total pois é recursiva primitiva.) Seja
X=xm...mp, G=Fmy...mjy.

Ento, para cada k, Xk =3 w px + 1. Além do mais, pelo
teorema de Church—Rosser temos

Xk >3 w Pk +1
porque os numerais de Church estao em forma normal tanto
no A\ quanto na LC.
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Prova do teorema (continuagao)

continuagao.

Agora temos que mostrar que ¢y . ..

m, nao tem forma normal. Pelo

Corolario 3.19.2, é suficiente dar uma reducao infinita
quasi-mais-a-esquerda desse termo. Considere a seguinte reducao:

¢m1 .my >3 w PX0IG

paw  TX(X0)(TX)0IG

>g.w TX(pO =+ 1)(TX)6|G

>aw  (Auv.u(X(av))u(av))(TX)0IG
paw  TX(X(@0))(TX)(@0)IG

paw  TX(XT)(TX)TIG

>3,w

Sow  TX(X2)(TX)2IG

l>g w
Essa reducao é |nf|n|ta e cada parte

pela def. de ¢
pela def. de P
reduzindo-se X0
pela def. de T,D

pela def. de @

igualmente

TX(XI)(TX)\G g TX(X(T+ D)(TX)(+1)IG
contém pelo menos uma contragdo maximal mais-a-esquerda. O
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