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Teorema (Church—Rosser para g-reducao)

Se
Pl>ﬁ M e PI>B N
entdo existe um termo T talque M>g T e NogT.
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Definicao (Residuais)

Suponha que R, S sejam [3-redexes em um \-termo P. Quando
R é contraido, suponha que P se transforme em P’'. Os
residuais de S com respeito a R sdo redexes em P’, definidos
da seguinte forma (cf. Curry et al. 1958):

Caso 1: R e S s3o partes de P que nao se sobrepoem. Entao
contrair R deixa S sem mudancgas. Esse S nao-modificado em
P’ é chamado de “o residual’de S.

Caso 2: R = S. Entao contrair R é o mesmo que contrair S,
logo, S ndo tem residual em P'.
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Definicao (Residuais (cont.))

Caso 3: R é partede S e R+£S. Entdo S tem a forma (Ax.M)N
e R esta em M ou em N. Contrair R transforma M em M’ ou N
emN', e S em(Ax.-M)N ou (Ax.M)N" em P'; esse é o residual
de S.

Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-C4culo (Aula 3)



Teorema de Church—Rosser para 3-reducao

Lambda-Calculo

Church—Rosser

S

P=(\y.yx(Ax.y (A\z.2)x))vw
R

M
2
/ —
P =y yx(Ax.y_x ))vw
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Definicao (Residuais (cont.))

Caso 4: S é parte de R e S #R. Entao R tem a forma
(A.M)N e S esta em M ou em N. Contrair R transforma
(Ax.M)N em [N/x]M.
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Definigcao (Residuais (cont.))
Subcaso 4a: S esta em M.

R

Q = (M. xy(\y.x (\z.2)y)) (Av.vu)t w
—_——  ——

s N
M

Quando [N/x]M é formado a partir de M, entdo S é transformado

num redex S' com uma das formas

[N/XIS,  [N/X]lz1/y1]...[za/¥s]S. S

dependendo de quantas vezes a clausula

[IN/x](\y.P) = Xz.[N/x][z/y]P se y #x e y € VL(N) e x € VL(P)

€ usada na determinagao de [N/x]M, e se S esta no escopo de um

abstragdo \x em M. Esse S’ é chamado de “o residual’de S. (E uma

(B-redex.)
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Definigcao (Residuais (cont.))

Subcaso 4b: S esta em N. Quando [N/x]M é formado a partir
de M, existe uma ocorréncia de S em cada N substituido.
Esses sdo chamados de “os residuais’de S.

Definigao (DCM)

Sejam Ry, ..., R, (n > 0) redexes em um termo P. Um R; é
chamado de minimal sse ele ndo contém propriamente
nenhum outro R;. Dizemos que

P >dem Q

sse Q for obtido a partir de P por meio do seguinte processo,
chamado de um desenvolvimento complemto minimal (DCM)
do conjunto {Ry, ..., Rn}. Primeiro contraia qualquer minimal
R; (digamos i = 1). Entao, pela observacdo acima, isso deixa
no maximo n — 1 residuais R;... .. R.. de R>..... R,. Contraia
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Observacao

(a) Em qualquer conjunto ndo-vazio de redexes, existe sempre
um membro minimal.

(b) Se n = 0 entao um DCM é simplesmente uma série
talvez-vazia de a-passos.

(c) Uma tnica 3-contragao é um DCM de um conjunto de um
tnico membro.

(d) Nao-DCM'’s existem; e.g.

(Ax.xy)(A\z.2)>15 (Az.2)y D1 Y.

(e) A relagao 4., ndo é transitiva: em (d) ndo existe DCM de
(Ax.xy)(\z.z) paray.

(f) Se Mgy M € N>y, N entédo MN 4., M'N'.

(9) Modulo congruéncia, Q é univocamente determinado pelo
conjunto {Ry, ..., Rn}.
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Lema

Para \j3, se Py Q € P =, P*, entdo P* 4., Q.

| \

Demonstracao.
Por indugao sobre o comprimento de P ou sobre o numero de
(-passos de P para Q. O

v
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Para \3, se M >4, M € N4, N', entao
[N/XIM >gem [N'/ X]M'.

Demonstracao.

Podemos assumir que nenhuma variavel ligada em M esta livre
em xN, e que os DCM’s dados nao tém a-passos (Lemas e
1.11).

Vamos fazer uma andlise de casos de M. Suponha que

Ry, ..., Ry sejam as redexes desenvolvidas no dado DCM de
M. (continua) O
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Cont.

Caso 1: M é uma variavel, digamos x. Entilon=0e M’ = x,
portanto,

IN/XIM = Npgm N = [N'/x]M'.

Caso 2: x ¢ VL(M). Entao x ¢ VL(M') pelo Lema 1.28(a),
portanto,

[IN/XIM = Mvgem M = [N'/x]M'.
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Caso 3: M & um termo \-abstracao, digamos \y.M;. Entao
cada (3-redex em M estd em My, portanto M’ tem a forma
Ay.Mj onde Mj >yem M. (AQui assumimos que o DCM de M
nao tem a-passos.) Dai,

[N/x|M = [N/x](Ay-My)
Ay.[N/x]My por 1.11(e) pois y ¢ VL(xN)
D>dem Ay.[N'/x]M; pela hipdtese

[N'/x]M'" por 1.11(e) pois y ¢ VL(xN')
L]
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Cont.

Caso 4: M & um termo aplicacao nao-redex, digamos M;M,, e
cada R; esta me M; ou em M. Entdo M’ tem a forma M{ M,
onde M; >4em M; para j = 1,2. Logo,
IN/XIM = (IN/XIM;)([N/X]M2)
baem  ([N'/X]M;([N'/x]M5) pela hip. ind. e A1.5(f)
= [N/x]M'.

Ol

y

Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-C4culo (Aula 3)



Teorema de Church—Rosser para 3-reducao

Lambda-Calculo

Church—Rosser

Caso 5: M é um termo aplicagao /-redex, digamos (\y.L)Q, e
um R;, digamos Ry, é o préprio M, e os outros estdo em L ou
Q. No dado DCM de M, o residual de Ry tem que ser contraido
por ultimo, pois R; contém os outros R’s. Logo, o DCM tem a

forma
M= (\y.)Q vgm (Ay.L)Q (L>gem L', Qbgem Q)
> [Q/yIL O
= M.
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Pela hipétese indutiva temos DCM’s de [N/ x|L e de [N/x]Q;
cada um pode ter alguns a-passos no final, digamos
[N/XIL >gem L* =, [N'/X]L,
IN/X]Q Paem QF =, [N'/X]Q,
onde os DCM’s para L* e Q* ndo tém «-passos. Logo
[IN/xIM = (Ay.IN/x]L)([N/x]Q) por 1.11(e) pois y ¢ VL
Ddem  (AY.L*)QF sem « passos
> [Q/y]L
=, [([N'/x]Q")/y]IN'/x]L" pelalinha acimae 1.19

—

xN)

=, [N/x][Q/y]|l por 1.15(c) e 1.18
= [N/x]M.
Essa reducao é um DCM. O
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Lema (A1.8.)

Para M3, se Py, A € Py, B, entdo existe T tal que Ay, T
eBvrym T.
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Demonstracao.

Pelo Lema A1.6, podemos assumir que os DCM’s dados nao
tém a-passos. Vamos fazer uma analise de casos sobre P.
Caso 1: P € uma variavel, digamos x. Entdo A= B = P.
Pegue T = P.
Caso 2: P € uma \-abstracao, digamos Ax.P;. Entao todas as
B-redexes em P estdo em Py, e assumimos que os DCM’s ndo
tém a-passos, portanto,

AE)\X.A1, BEAX.B1,
onde P; >gem A1 € Py baem By. Pela hipdtese da indugao existe
um T; tal que

A1 bdem T, By Ddem T4
Entao, pegue T = A\x.Tj. O
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Caso 3: P € um termo aplicagdo que nao é uma redex,
digamos P4 P,, e todas as redexes desenvolvidas nos DCM’s

estdo em Py e P». Entao a hipétese da indugao nos da Ty e T,
e escolnemos T = T To. O
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Caso 4: P € um termo aplicacao que é uma g-redex, digamos
(Ax.M)N, e apenas um dos DCM'’s dados envolve contrair o
residual de P; digamos que seja P >4 A. Entdo esse DCM
tem forma
P = (\x.M)
>dem ()\X.MI)N’ (M >dem MI, NDdcm N/)
>13 [N’/X]M’
= A
e o outro DCM tem a forma
= (Ax.M)
Ddem  (AX-M)N" (M >gea M, N >gen N)
= B.
(continua...) ]
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A hipétese da indugéo aplicada a M, N nos da M*™ e N, tal que
M Bdem M+7 m" Ddem M+
N >dem N+7 N" D>dem N+

Agora, pegue T = [NT/x]M™*. Entdo existe um DCM de Aa T,

portanto:

A = [N/XM
Daem  [NT/X]MT  pelo Lema A1.7.

Para construir um DCM de B, primeiro divida os DCM’s de M” e de

N em suas (3- e a-partes, portanto:

M D>dem M* =a M+, N >dem N* =a N+,

ondes as redugdes para M* e N* nao tém nenhum no a-passo.

Entéo

B = (Ax.M")N"
Daem  (AX.M*))N* sem a-passos 0
>1g  [N*/X]M*

=, [Nt/x]M*  por1.19.
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Caso 5: P € um termo aplicacao que é uma g-redex, digamos
(Ax.M)N, e ambos os DCM’s dados contraem o residual de P.
Entao esses DCM’s tém a forma

P = (MxMN P = (Ox.MN
baem (AXM)N/ bgem (AXM"YN
>18 [NI/X]MI >13 [N”/X]M”
= A = B

Aplicamos a hipétese da indugao a M e N como no Caso 4, e
pegamos T = [N*/x]M*. Entdo o Lema A1.17 nos da o
resultado, conforme acima. O
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Teorema Principal.

(A1.2)] Suponha que P> M e Prg N. Precisamos encontrar
um termo T tal que M>g T e N>g T. Por inducao sobre o
comprimento da reducao de P a M, basta provar

(1) Se Prig M, e P>g Nentao 3T t.g. Mpg T, e Nog T.
Para provar (1), note que um Unico passo 3 € um DCM. Logo,
(1) segue de (2):

(2) Se Pryem M, e Prg N entdo 3T t.q. Mog T, € Nogem T.

Mas (2) vem do Lema A1.8 por inducao sobre o numero de
(-passos de P a N.

O
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