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Lambda célculo

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definicao (A-termos)

(a) Toda variavel e toda constante sdo \-termos (chamados
atomos).

(b) Se M e N séo \-termos, entdo (MN) € um \-termo.
(APLICACAO)

(c) Se M é um \-termo e x é uma variavel, entdo (\x.M) é um
A-termo. (ABSTRACAO)
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Lambda célculo

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

(Ax-()), (W y)Ox()),  (x(Ax.(Ax.x))),
(Ax.(y2))-

Notacao
Identidade sintatica: M = N.
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definicao (comprimento de um termo)

O comprimento de um termo M é dado pelo numero total de
atomos em M. Isto é,

(a) compr(a) =1 para atomos a.

(b) compr(MN) = compr(M) + compr(N);

(c) compr(Ax.M) =1 4+ compr(M).
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definicao
A relagdo “P ocorre em Q’(ou “P € um subtermo de Q”, ou “Q

contém P”) é definida por indugao sobre a complexidade de Q:
(a) P ocorre em P;

(b) se P ocorre em M ou em N, entdo P ocorre em (MN);
(c) se P ocorre em M ou P = x, entdo P ocorre em (Ax.M).
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definicao (escopo)
Dado um termo P e uma ocorréncia especifica de \x.M em P,
M é chamado de escopo da ocorréncia de ).

| A\

Exemplo

Seja P = (\y.yx(Ax.y(\y.z)x))vw. O escopo do primeiro \ é
yx(Ax.y(\y.z)x), enquanto que o escopo do \ seguinte é
y(\y.z)x.
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definigao (Variaveis livres)
VL(x) = {x}
VL(MN) = VL(M)U VL(N)
VL(AX.M) = VL(M)—{x}
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definigao (Substituicao)
Seja M um termo, e suponha que x seja uma variavel. O termo

[N/x]M resultando de se colocar o termo N no lugar de toda
ocorréncia livre de x em M é definido indutivamente como:

[N/x]x = N,
[N/xla = a paratodo atomo a#x;
[N/XI(PQ) = (IN/x]P [N/X]Q);
[N/x](Ax.P) = Ax.P;
[N/x](A\y.P) = My.[N/x]P sey#x, e

y ¢ VL(N) ou x ¢ VL(P);
[N/x|(\y.P) = MXz.[N/x][z/y]P sey#xe
y € VL(N) e x € VL(P).

Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-Caculo (Aula 2)



Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

(@) [x/x]M = M;

(b) x ¢ VL(M) = [N/x]M = M;

(c) x € VL(M) VL([N/x]M) = VL(N) U (VL(M) — {x});
(d) compr([y/x]M) = compr(M).
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo
Substituicao

Lema

Sejam x, y, v variaveis distintas, e suponha que nenhuma
variavel ligada em M esteja livre em vPQ. Entdo
(@vg¢VLM) = [P/v]lv/x]M=[P/x|M;

(b)v ¢ VL(M) = [x/V][v/X]M= M;

€y ¢ VL(P) = [P/X][Q/yIM=[([P/X]Q)/y][P/X]M;
@y ¢ VL(P),x ¢ VL(Q) = [P/X][Q/yIM = [Q/y][P/xIM;
(e) [P/x1[Q/x]M = [([P/x]Q)/X]M.
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Substituicao

Definicao (Troca de variaveis ligadas, congruéncia,
«Q-CONVersao)

Suponha que o termo P contém uma ocorréncia de \x.M, e
assma que y ¢ VL(M). O procedimento de substituir tal \x.M
por

Ay.ly/xIM

é chamado de uma troca de variavel ligada em P. Diremos que
P é congruente a Q, ou que P a-converte para Q, ou

P=, Q,

sse Q tenha sido obtido a partir de P por meio de uma série
finita (talvez vazia) de trocas de variaveis ligadas.
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo
Substituicao

(a) Se P =, Q entdo VL(P) = VL(Q).
(b) Para qualquer P e quaisquer x4, . .. Xxn, existe P’ tal que
P =, P’ e nenhuma das x, ..., x, esta ligada em P'.

(c) A relacao =, € uma relacao de equivaléncia.
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Prova do lema da substituicao

Demonstracao.

(a) Segue do Lema 2.7(c).

(b) Por indugao sobre a estrutura de P.

(c) Simetria: vamos provar que se y ¢ VL(M) (e y #x) entao
AY.[y/xIM =, Ax.M.

Agora, x ¢ VL([y/x]M) pelo Lema 2.7(c), portanto

Ay Ly/XIM = Ax.[x/y]ly/X]M.

Temos que mostrar que

[x/ylly/XIM =a M.

Basta uma indugao sobre a estrutura de M, cf. Lema 2.8(b).

Ol
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Estrutura de termos e substituicao

Lambda-Calculo

Prova do lema da substituicao

Se retirarmos a condigao sobre variaveis ligadas em M do
Lema 2.8 e substituirmos =’ por '=,’, 0 enunciado permanece
verdadeiro.

Demonstracao.
Por indugao sobre a estrutura de M (Curry & Feys 1958). O

SeM=,MeN=,N,entdo [N/x]M =, [N'/x]M'.
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Contragao, reducao

Definicao (8-contragao, S-redugao)

Qualquer termo da forma

(Ax.-.M)N

é chamado de 3-redex, e o termo correspondente

[N/x]M

é chamado de seu contractum. Se um termo P contém uma
ocorréncia de (A\x.M)N e substituirmos essa ocorréncia por [N/x|M,
e o resultado for P', dizemos que contraimos a ocorréncia de redex
em P, ou que P 3-contrai para P’. Em simbolos:

P >1 P.

Dizemos que P (3-reduz para Q, ou, em simbolos,

P >3 Q,

se Q for obtido a partir de P por uma seqiiéncia finita (talvez vazia)
de 3-contragbes e mudangas de variaveis ligadas.
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Contragao, reducao: Exemplos

Exemplo

(8) (\x.X(xy))N 15 N(Ny).

(b) (Ax.y)N>15y.

(€) (Ax.(Ay.yx)z)veia [V/X](Ay.yx)z) = (A\y.yv)z
>15[2/yl(yv) = 2v.

(@) (AX.XxXY)(AX.XXY) >18 (AX.XXY)(AX.XXY)Y D13

(AX. XXy ) (AX.XXY)YY >18 - . .
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Forma normal

Definicao

Um termo Q que ndo contém nenhuma [3-redex é chamado de
uma forma g-normal (ou um termo em forma S-normal). A
classe de todas as formas [3-normais é chamada (3-fn ou \3-fn.

Se um termo P 3-reduz a um termo Q em [3-fn, entao Q é
chamado de uma forma g-normal de P.
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Forma normal: Exemplos

Exemplo

(a) No Exemple 3.2(c), zv € uma forma [3-normal de
(Ax.(Ay.yx)z)v.
(b) Seja L = (Ax.xxy)(Ax.xxy). Entdo
LD15 Lyl>15 Lyyl>15 500
(c) Seja P = (A\u.v)L para o termo L acima. Entao:
P=(Au.v)Lvig[L/ulv =v.
Portanto,

P >i5 (Au.v)(Ly) by contracting L

>1g  (Au.v)(Lyy) by contracting L

Dai, P tem uma forma normal v, mas também tem uma
reducdo infinita.
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Forma normal: confluéncia

Seja P = (\x.(\y.yx)z)v. Entao:
P >i5 (Ay.yv)z contraindo P
>1g 2V contraindo (\y.yv)z
e
P >y5 (Mx.zx)v contraindo (\y.yx)z

>3 ZV

Ambas as redugdes atingem a mesma forma normal. Sera que
€ sempre assim?
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Forma normal: Exemplos

SeP=,P,Q=,Q ePrsQ, entdo P vp Q.

Demonstragao.

>g inclui =,, e essa ultima relacdo é simétrica. O
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Lema da Substituicao para -reducao

Lema (Lema da Substituigcao para S-redugao)

(a) Se P>3 Q entdo (v ¢ VL(P) implicav ¢ VL(Q));
(b) Se Prg Q entao [P/x]M 5 [Q/x]M;
(c) Se P35 Q entdo [N/x]P >3 [N/x]Q.
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Teorema de Church—Rosser

Teorema (Church—Rosser para g-redugao)

Se

Pl>g M e Pl>5 N

entao existe um termo T tal que
Ml>5 T e Nl>5 T.

Demonstragao.

(Préxima aula.)
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B-Redugédo

Lambda-Calculo

Teorema de Church—Rosser

Corolario

Se P tem formas [3-normais M e N, entdo M é congruente a N.

Lema

A classe de 3-fn € a menor classe de termos tal que

(a) todo atomo pertence a 3-fn;

(b) se My, ..., M, pertencem a 3-fn e a € um atomo qualquer,
entao

aMy ... M, € 5-fn

(c) se M € B-fn, entdo A\x.M € S-fn.
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[-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade

Definicao

P é p-igual ou -conversivel a Q (notagdo: P =5 Q) sse Q é
obtido a partir de P por uma seqliéncia finita (talvez vazia) de
B-contracoes e 3-contracoes reversas e troca de variaveis
ligadas. Ou seja, P =3 Q sse existe Py, ..., P, (n > 0) tal que
Po = P, Pn = C)7

Para todoi < n— 1, ou P,' >1B Pi+1 ou Pi+1 >13 P,' ou P,' =N
Piyq.
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[-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

SeP=,P,Q=,QeP=3Q,entdoP =5 Q'.

Lema (Substituicdo para s-igualdade)

(a) Se P =3 Q entao [P/x]M =3 [Q/x]M.
(b) Se P =3 Q entdo [N/x]P =3 [N/x]Q.
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[-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Teorema (Church—Rosser para -igualdade)

Se P =3 Q, ent&o exist um termo T tal que
PogT e QovgT.
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[-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Demonstracao.

Por inducao sobre o comprimento da seqléncia de contracoes
mencionada na Defini¢ao 4.1.

Caso Base (n = 0). Trivial.

Passo Indutivo. Assuma que

P =5 Pn; PrigPpi1 OoU P> Pa

e a hipotese da inducao da um termo T, tal que

PI>B Tn, Pn >3 Tn.

Precisamos de um termo T tal que Prg T e Py1 5 T.Se
Pni1>15 Pn, escolha T = Ty,. Se P15 Ppyq, aplique o
Teorema 3.8 (Church—Rosser para g-reducao) a Pp, Ty,

Pniy. O
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[-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Corolario

Se P =3 Q e Q esta na forma [3-normal, entdo P >3 Q.

Demonstracao.

Pelo teorema de Church—Rosser, P e Q ambos reduzem a
algum T. Mas Q nao contém redex, portanto Q =, T.
DaiP>3 Q. O
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[-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Corolario

Se P =3 Q, entdo ou P e Q n&o tém forma 3-normal, ou P e Q
ambos tém as memas formas [3-normais.

Corolario

Dois termos [3-iguais em forma 3-normal tém que ser
congruentes.
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[-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Isso significa que a relacdo =3 é nao-trivial, i.e. existem P e Q
tais que P #3 Q.

Corolario

| \

Um termo pode ser 3-igual a no maximo uma forma (3-normal,
modulo congruéncia.
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[-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Corolario

SexMy ... Mpn=5yN;...Np,entdox=yem=neM =3 N,
para todo i.

Demonstracao.

Pelo teorema de Church—Rosser, ambos os termos reduzem a
algum termo T. Mas cada g-redex em xM; ... My, tem que
estar em um M;, logo T tem que ter a forma xT; ... T, onde
Mivg Tiparai=1,...,m. Igualmente, T = yT'y,... T, onde
Ni>g T'jparaj=1,...,n. O

Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-Caculo (Aula 2)



	Lambda cálculo
	Estrutura de termos e substituição
	-Redução
	-Igualdade

