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Lambda calculo: introdugao

@ Considere a expressao x — y
@ Podemos definir duas func¢des para lidar com essa
expressao:
of: x—ox—y(f(x)=x-y)
°g9: y—=x-y@y)=x-y)
@ No caso do lambda-calculo ha uma maneira sistematica
de construir essas duas fungoes:
o f=MXx—-yeg=Ayx—y
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Lambda calculo: introdugao

@ Considere as equagoes:

e f(0)=0—yef(1)=1-y;
@ Na notagao A elas ficam:

o (Mx—y)0)=0—-y

o (Mxx—y)(1)=1-y
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Lambda calculo: introdugao

@ A notacao lambda pode ser extendida para fungées com
mais de uma variavel:
° hix,y)=x—yek(y,x)=x—-y
@ Com a notagao A:
e h=Xxyx—y
@ K=Ayx.x—y
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Lambda calculo: introdugao

Funcdes como argumento

@ Podemos abolir o uso de fungdes com varias variaveis;
@ usamos fungdes cujos valores nao sao numeros, mas
outras fungdes:
e afungdo h = Axy.x — y fica h* = Ax.(A\y.x — y)
e para cada numero atemos h*(a) = A\y.a—y
e para cada par de numeros a, b temos

(h*(a))(b) = (Ay.a—y)(b)
e =a—b=h(ab)

@ A partir de agora as fungoes serao definidas com apenas
uma variavel.
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Lambda célculo: definigdes e notagao

Lambda-Calculo: Definicdes basicas

Definicao (A-termos)

(a) Toda variavel e toda constante sdo \-termos (chamados
atomos).

(b) Se M e N séo \-termos, entdo (MN) € um \-termo.
(APLICACAO) (usualmente temos M(N), mas em \-célculo
(MN) se tornou padréo).

(c) Se M é um \-termo e x é uma variavel, entdo (Ax.M) é um
\-termo. (ABSTRACAO)
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Lambda célculo: definigdes e notagao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Wx-(g)), (W y)Ox(g)),  (x(Ax.(Ax.x))),
(Ax.(y2))-

@ Letras maiusculas: denotam \-termos arbitrarios;

@ Letras x,y, z,u,v,w: denotam variaveis;
@ Parénteses: quando omitidos a convengéao é usar
associacao a esquerda.
o MNPQ denota (((MN)P)Q) Ax.PQ é (Ax.(PQ))
@ Mx1...Xp.Mé (Axy.(Axa.(...(Axp.M)...))).
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Lambda célculo: definigdes e notagao

@ MNP significa ((MN)P)

@ \xy.M significa (A\x.(\y.M))

@ \xyz.M significa (Ax.(A\y.(Az.M)))

@ \xy.somay x significa (Ax.(\y.((soma y)x)))
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Lambda célculo: definigdes e notagao

Entendendo a notacao

@ Em geral se M é interpretado como uma fung¢éo ou
operador, entdo (MN) denota o resultado de aplicar M ao

argumento N.

@ O termo (Ax.M) representa o operador cujo valor para um
argumento N é calculado substituindo x por N em M.

AX.X(Xxy) representa a operacdo de aplicar uma fungdo duas
vezes a um objeto denotado por y.
Assim, (Ax.x(xy))N = N(Ny).
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Lambda célculo: definigdes e notagao

AX.y representa a fungao constante que toma o valor y para
qualquer argumento. Assim, (Ax.y)N = y.

AX.x denota a fung¢&o identidade. Assim (Ax.x)M = M

(Ax.(\y.(yx))) denota a fungdo que quando aplicada a M
((Ax.(\y-(yx)))M) produz (\y.(yM)) que também é uma
fungdo que quando aplicada a P (\y.(yM)P) produz (PM).
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Lambda célculo: definigdes e notagao

Identidade sintatica

Identidade sintatica: M = N. Significa que M é exatamente o
mesmo que N.

v

@ SeMN =PQentioM=PeN=Q);
@ Se\Xx.M=)\y.Pentdox=yeM=P.
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definicao (comprimento de um termo)

O comprimento de um termo M é dado pelo numero total de
atomos em M. Isto é,

(a) compr(a) =1 para atomos a.

(b) compr(MN) = compr(M) + compr(N);

(c) compr(Ax.M) =1 + compr(M).
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definicao
A relacéo “P ocorre em Q’(ou “P é um subtermo de Q”, ou “Q

contém P”) é definida por indugao sobre a complexidade de Q:
(a) P ocorre em P;

(b) se P ocorre em M ou em N, entdo P ocorre em (MN);
(c) se P ocorre em M ou P = x, entdo P ocorre em (Ax.M).

Exemplo
O termo x(yz) ocorre em ux(yz)? Nao, pois ux(yz) é

((ux)(y2))-
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definigao (escopo)

Dado um termo P e uma ocorréncia especifica de \x.M em P,
M é chamado de escopo da ocorréncia de \.

Exemplo

Seja P = (\y.yx(Ax.y(\y.z)x))vw. O escopo do primeiro \ é
yx(Ax.y(\y.z)x), enquanto que o escopo do \ seguinte é
y(Ay.z)x.
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

Definicao (Variavel livre/ligada)

Uma ocorréncia de uma variavel x em um \-termo é€ livre se ela
ndo esta no escopo de um \x, caso contrario ela é ligada.

Exemplo

Em (Ax.yx)(\y.xy) a primeira ocorréncia de y é livre, enquanto
que a segunda é ligada. A primeira ocorréncia de x é ligada e
a segunda é livre.
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Estrutura de termos e substituigao

Definicao (Conjunto de variaveis livres)
VL(x) {x}
VL(MN) VL(M) U VL(N)
VL(Ox.M) = VL(M) - {x}

Definicao (Termo fechado)

Um termo fechado é um termo sem variaveis livres.
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Estrutura de termos e substituigao

Definicao (Substituicao)

Seja M um termo, e suponha que x seja uma variavel. O termo
[N/x]M resultando de se colocar o termo N no lugar de toda
ocorréncia livre de x em M é definido indutivamente como:

a) [N/x]x = N;

b) [N/x]la = a paratodo atomo a=#x;
) [N/XI(PQ) = (IN/XIP[N/x]Q);

d) [N/x](Ax.P) = Xx.P;

e) [N/x](\y.P) = My.[N/x]P sey#x, e

y ¢ VL(N) ou x ¢ VL(P);
Az [N/x][z/ylP sey#xe
y € VL(N) e x € VL(P).

f) IN/X]I(Ay-P)
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Estrutura de termos e substituigao

@ Avaliando [w/x](\y.x). O termo \y.x representa a fungao
constante x. O resultado da substituicao é \y.w,
continuamos com a fun¢do constante.

@ Agora suponha que temos o termo \w.x (também € uma
fungdo constante x).

@ Pela clausula (e), [w/x](Aw.x) é A\w.w, que representa a
fungéo identidade e nao a fungdo constante.

@ Com a clausula (f) fazemos a substituicao correta:

[w/x](Aw.x) = Az.[w/x][z/w]x
= Az.[w/Xx]x
= \z.w
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Estrutura de termos e substituigao

Exemplo

Avalie as sequintes \-expressoes:
a) [(Ay-xy)/x1(Ay-x(Ax.x))
@ Como y nao ocorre livre em \y.xy, podemos aplicar a
clausula (e).
@ \y.(Ay.xy)(Ax.x)
b) [(Ay.vy)/XI(y(Av.xv))

@ Nesse caso, aplicamos a clausula (f), pois v ocorre livre
em \y.vy e x ocorre livre em \v.xv.

o (y(Az.[(\y-wy)/x][z/vIxv)]
@ y(A\z.[\y.vy/x]x2)
@ y(A\z.(\y.vy)z)
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo

Definigoes basicas

(a) [x/x]M = M;

(b) x ¢ VL(M) = [N/x]M = M;

(c) x € VL(M) VL([N/x]M) = VL(N) U (VL(M) — {x});
(d) compr([y/x]M) = compr(M).
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo
Substituigao

Lema

Sejam x, y, v variaveis distintas, e suponha que nenhuma
variavel ligada em M esteja livre em vPQ. Entao
(@vé¢VLM) = [P/v][v/x]M=[P/x]M;

(b)v ¢ VL(IM) = [x/v][v/x]M = M;

€y ¢ VL(P) = [P/X][Q/yIM=[([P/x]Q)/y][P/Xx]M;
@dy¢VL(P) = [P/X][Q/yIM=[([P/X]Q)/y]IP/x]IM;
(e) [P/X][Q/x]IM = [([P/x]Q)/X]M.

Demonstragao.
Por indugao sobre a estrutura de M.
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo: Substituicao

Definigao (Troca de variaveis ligadas, congruéncia,
«a-CONVersao)

Suponha que o termo P contém uma ocorréncia de \x.M, e
assuma que y ¢ VL(M). O procedimento de substituir tal \xx.M
por

Ay.ly/xIM

é chamado de uma troca de variavel ligada em P. Diremos que
P é congruente a Q, ou que P «a-converte para Q, ou

P=.,Q,

sse Q tenha sido obtido a partir de P por meio de uma série
finita (talvez vazia) de trocas de variaveis ligadas.
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Estrutura de termos e substituigao

Ax.(Ay-(x(xy))
()\v x(xv))
Au.(Av.u(uv))

Auv.u(uv)
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Estrutura de termos e substituigao

(a) Se P =, Q entao VL(P) = VL(Q).
(b) Para qualquer P e quaisquer x4, . .. xn, existe P’ tal que
P =, P’ e nenhuma das x, ..., x, esta ligada em P'.

(c) A relacao =, € uma relacao de equivaléncia.
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo

Prova do lema da substituicao

Demonstracao.

(a) Segue do Lema 3.13(c).

(b) Por inducao sobre a estrutura de P.

(c) Simetria: vamos provar que se y ¢ VL(M) (e y #x) entao
AY.[Y/XIM =4 Ax.M.

Agora, x ¢ VL([y/x]M) pelo Lema 3.13(c), portanto

Ay [y/XIM = Ax.[x/y]ly/X]M.

Temos que mostrar que

x/YIly /XIM =o M.

Basta uma inducao sobre a estrutura de M, cf. Lema
3.14(b).
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Estrutura de termos e substituigao

Lambda-Calculo

Prova do lema da substituicao

Se retirarmos a condi¢do sobre variaveis ligadas em M do
Lema 3.14 e substituirmos ‘=’ por ‘=,,’, 0 enunciado
permanece verdadeiro.

Demonstracao.

Por inducao sobre a estrutura de M (Curry & Feys 1958). O
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Estrutura de termos e substituigao

SeM=,MeN=,N,entdo [N/x]M =, [N'/x]M'.

Demonstragao.

Por inducdo sobre M, usando o lema anterior. O
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3-Redugédo

@ Um termo da forma (Ax.M)N representa um operador
Ax.M aplicado a um argumento N.

@ Ainterpretacao informal dessa expressao nos diz que seu
valor é calculado substituindo N por x em M.

@ Dessa forma, podemos reduzir ((Ax.M)N para [N/x]M.
@ Chamamos essa simplificacao de (-reducao.
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3-Redugédo

Definicao

[B-contrag&o, 3-redugao] Qualquer termo da forma

(Ax.M)N é chamado de (-redex, e o termo correspondente
[N/x]Mé chamado de seu contractum. Se um termo P contém
uma ocorréncia de (Ax.M)N e substituirmos essa ocorréncia
por [N/x]M, e o resultado for P', dizemos que contraimos a
ocorréncia de redex em P, ou que P (3-contrai para P’ (ou
B-reduz). Em simbolos:P >3 P'.

Dizemos que P (3-reduz para Q, ou, em simbolos,

P >3 Q,

se Q for obtido a partir de P por uma sequiéncia finita (talvez
vazia) de (3-contragcoes e mudancgas de variaveis ligadas.
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3-Redugédo

Lambda-Calculo

Contragao, reducao: Exemplos

Exemplo

() (Ax.x(xy))N 15 N(Ny).

(b) \x.y)Nv15y.

(0) XAy yx)2)v 15 [v/XI (A -yX)2) = (Ay.yv)z
>18(2/yl(yv) = 2v.

(@) (Ax.xxy)(AX.XXy) >18 (AX.XXY)(AX.XXY)Y >13

(AX.XXY ) (AX.XXY)YY >13 - - .
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3-Redugédo

Lambda-Calculo

Forma normal

Definicao

Um termo Q que ndo contém nenhuma [3-redex é chamado de
uma forma g-normal (ou um termo em forma g-normal). A
classe de todas as formas (3-normal é chamada (3-fn ou \3-fn.
Se um termo P (3-reduz a um termo Q em 3-fn, entdo Q é
chamado de uma forma (-normal de P.
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3-Redugédo

Lambda-Calculo: forma normal - exemplos

Exemplo

(a) No exemplo anterior, item (c), zv € uma forma 3-normal de
(Ax.(Ay.yx)z)v.
(b) Seja L = (Ax.xxy)(Ax.xxy). Entdo
Ll>15 Lyl>15 Lyyl>15 500
(c) Seja P = (\u.v)L para o termo L acima. Entao:
P=(Au.v)Lvig[L/ulv = v.
Portanto,

P >3 (Au.v)(Ly) contraindo L

>15  (Au.v)(Lyy) contraindo L

Dai, P tem uma forma normal v, mas também tem uma
reducao infinita.
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3-Redugédo

Forma normal: confluéncia

Observacao

Seja P = (Ax.(\y.yx)z)v. Entdo:
P >3 (Ay.yv)z contraindo P
>y3  zv contraindo (\y.yv)z
e
P >15 (Ax.zx)v contraindo (\y.yx)z

> ZV

Ambas as redugoes atingem a mesma forma normal. Sera que
€ sempre assim?
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3-Redugédo

Lambda-Calculo

Forma normal: Exemplos

SeP=,P,Q=,Q ePrszQ, entdo P>, Q.

Demonstracao.

>3 inclui =,, e essa Ultima relagéo é simétrica. O
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3-Redugédo

Lambda-Calculo

Lema da Substituicao para 8-redugao

[Lema da Substituicao para 3-redugdo] (a) Se P>z Q entdo
(v ¢ VL(P) implicav ¢ VL(Q));

(b) Se P Q entdo [P/x]M s [Q/X]IM;

(c) Se P35 Q entdo [N/x]P>g [N/x]Q.
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3-Redugédo

Lambda-Calculo

Teorema de Church—Rosser

Teorema

[Church—Rosser para 3-reducao] Se
P>gM and P Nentdo existe um termo T tal que
M >g T e N >3 T.

Demonstragao.
(Préxima aula.)
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3-Redugédo

Lambda-Calculo

Teorema de Church—Rosser

Corolario

Se P tem formas (3-normal M e N, entao M é congruente a N.

Lema

A classe de (3-fn é a menor classe de termos tal que

(a) todo atomo pertence a 3-fn;

(b) se My, ..., M, pertencem a (3-fn e a é um termo qualquer,
entao

aMy ... M, € g-fn

(c) se M € 3-fn, entdo A\x.M € (3-fn.
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B-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade

Definicao

P e p-igual ou 3-conversivel a Q (notagdo: P =5 Q) sse Q é
obtido a partir de P por uma seqliéncia finita (talvez vazia) de
(3-contracoes e (3-contragoes reversas e troca de variaveis
ligadas. Ou seja, P =3 Q sse existe Py, ..., P, (n > 0) tal que
Py = P, P,=Q,

Paratodoi < n—1, ouP; >13 P,'+1 ou P,'+1 >13 P, ouP;=,
Piiq.
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B-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

SeP=,P,Q=,QeP=3Q, entdoP =5 Q.

[Substituicdo para B-igualdade] (a) Se P =3 Q entao
[P/XIM =5 [Q/X]M.
(b) Se P =5 Q entado [N/x]P =3 [N/x]Q.
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B-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Teorema

[Church—Rosser para (3-igualdade] Se P =5 Q, entao exist um
termo T tal que

PI>5T e QI>5T.

Ruy de Queiroz & Anjolina de Oliveira Lambda-Caculo (Aula 2)



B-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Demonstracao.

Por indugao sobre o comprimento da seqiiéncia de contragdes
mencionada na Definigao 5.1.

Caso Base (n = 0). Trivial.

Passo Indutivo. Assuma que

P =3 Pn; Pl>1ﬁ Pn+1 ou Pn+1 >13 Pn

e a hipétese da inducao da um termo T, tal que

Pl>ﬁ Tn, Pn >3 Tn.

Precisamos de um termo T tal que Pog T e Py q >3 T.Se
Pni1>13 Pn, escolha T = Ty,. Se Pp>15 Ppyq, aplique o
Teorema 4.8 (Church—Rosser para -redugao) a Py, Ty,

Pn+1- O
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B-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Corolario

Se P =5 Q e Q esta na forma (3-normal, entdo Pz Q.

Demonstracao.

Pelo teorema de Church—Rosser, P e Q ambos reduzem a
algum T. Mas Q nao contém redex, portanto Q =, T.
DaiP l>g Q ]
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B-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Corolario

Se P =3 Q, entdo ou P e Q realmente tém formas [3-normal,
ou P e Q ambos tém as memas formas [3-normal.

Corolario

Dois termos [3-iguais em forma (3-normal tém que ser
congruentes.
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B-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Observacao
Isso significa que a relagdo =3 € nao-trivial, i.e. existem P e Q
tais que P #3 Q.

Corolario

Um termo pode ser 3-igual a no maximo uma forma (3-normal,
modulo congruéncia.
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B-lgualdade

Lambda-Calculo

Igualdade (cont.)

Corolario

SexMy ... Mpn=5yNy...Ny,entdlox=yem=neM =3 N,
para todo i.

Demonstragao.

Pelo teorema de Church—Rosser, ambos os termos reduzem a
algum termo T. Mas cada g-redex em xM, ... My, tem que
estar em um M;, logo T tem que ter a forma xT; ... T, onde
Mivg Tiparai=1,...,m. Igualmente, T = yT'y,... T'; onde
Ni>g T'jparaj=1,...,n. O
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