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Conjuntos Deflnlgéo

Contaveis
Um conjunto S é countavel se |S| = |N|. Um conjunto S é
no maximo contavel se |S| < |N|.

Teorema

Um subconjunto infinito de um conjunto contavel é contavel.




i

UFPE

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 9)

Ruy de
Queiroz

Conjuntos
Contaveis

Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema

Demonstracao.

Seja A um conjunto contavel, e suponha que B C A seja
infinito. Existe uma sequéncia um-para-um infinita (an)o° .
cujo contradominio € A. Seja by = ak,, onde ky € 0 menor k
tal que ax € B. Uma vez que construimos b, vamos definir
como construir by, 1: bpy1 = a,,,, onde Ky 1 € 0 menor k
tal que ax € B e ax # b; paratodo i < n. Tal k existe pois B
é infinito. A existéncia da sequéncia (bs)5° , segue do
teorema da recurs&o. E facil ver que B = {b, | n € N} e que
(bn)52, € um-para-um. Logo, B é contavel. O
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R Um conjunto € no maximo contavel se e somente se ele for
finito ou contavel.

Teorema

O contradominio de uma sequiéncia infinita (an)3°, € no
maximo contavel, i.e., ou finito ou contavel. (Em outras
palavras, a imagem de um conjunto contavel sob qualquer
mapeamento € no maximo contavel.)
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Prova do Teorema

Demonstracao.

Por recursao, construimos uma sequéncia (b,) (com
dominio finito ou infinito) que é um-para-um e tem 0 mesmo
contrad_oml’nio que (an)52,- Seja by = ap. .Assumindo que
construimos b,, mostramos como construir b, 1:

bni1 = ak,,,> onde Kn 1 éo menor_ k tal qu~e ay #* p,- para
todo i < n. (Caso nenhum tal k exista, entdo consideramos
a sequéncia finita (b; | i < n).) A seqiiéncia (b;) assim
construida € um-para-um e seu contradominio é

{an}plo- H
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Demonstracao.

Sejam A= {a, | ne N} e B={b,| n e N}. Vamos
construir uma sequtiéncia (cp)?° , da seguinte maneira:

{ Cok = @k
Cokt1 = by

Entdo AU B = {c, | n € N}, e como esse conjunto € infinito,
ele é contavel. O
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A unido de um sistema finito de conjuntos contaveis é
Contivels contavel.

Teorema
Se A e B sgo contaveis, entao A x B é contavel.

Corolario

O produto cartesiano de uma quantidade finita de conjuntos
contaveis é contavel. Conseqlientemente, N é contavel,
para todo every m > 0.
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Operagdes com Conjuntos Contaveis (cont.)

Teorema

Suponha que (A, | n € N) seja um sistema contavel de
conjuntos no maximo contaveis, e que (a, | n € N) seja um
sistema de enumeragodes de Ay, i.e., paracadan € N,

an = (an(k) | k € N)é uma seqtiéncia infinita, e

An = {an(k) | k € N}. Entdo |J;2, An € no maximo contavel.
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Conjuntos Teorema

conves Se A for contavel, entdo o conjunto Seq(A) se todas as
seqiéncias finitas de elementos de A é contavel.

Corolario

O conjunto de todos os subconjuntos finitos de um conjunto
contavel é contavel.
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Operagdes com Conjuntos Contaveis (cont.)

Teorema

O conjunto de todos os inteiros 7 e o conjunto de todos os
numeros racionais Q sao contaveis.

Teorema

Uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto contavel
tem no maximo uma quantidade contavel de classes de
equivaléncia.
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|A] = N para todos os conjuntos contaveis A.
S Notacao: X, (alef-zero) é o simbolo usado para denotar o
numero cardinal de conjuntos contaveis

Resumo (Resultados)

(a) Ng > nparatodone N;
se Xy > k para algum cardinal k, entdo k = ¥y ou
k = n para algum n € N.

(b) Se |A| = R, |B| = No, entdo |[AU B| = X, |A x B| = No.
(c) Se|A|l =Ny, entao |Seq(A)| = No.
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