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Teoria dos Conjuntos
Aritmética

Teorema
Existe uma única função + : N× N → N
(a) +(m, 0) = m para todo m ∈ N
(b) +(m, n + 1) = +(m, n) + 1 para todos m, n ∈ N.

Demonstração.

Use a versão ‘paramétrica’ do Teorema da Recursão: seja
A = P = N, a(p) = p para todo p ∈ N e g(p, x , n) = x + 1
para todos p, x , n ∈ N.
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Aritmética

Teorema
Adição é comutativa; ou seja, para todo n ∈ N,

m + n = n + m.
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Teoria dos Conjuntos
Prova do Teorema

Demonstração.
Defina ‘n comuta’ por ‘m + n = n + m para todo m ∈ N’.
Vamos usar indução sobre n para provar que para n ∈ N, n
comuta.
(Caso Base) n = 0. Precisamos mostrar que m + 0 = 0 + m
para todo m ∈ N. Use indução sobre m.
(Caso Indutivo) Assuma que n comuta, e prove que n + 1
comuta. Use indução sobre m para mostrar que
m + (n + 1) = (n + 1) + m para todo m ∈ N.

(Caso Base) m = 0
(Passo Indutivo) Assuma que se dá para m, e prove que também se dá

para m + 1.
(m + 1) + (n + 1) = ((m + 1) + n) + 1 pela def. de +

= (n + (m + 1)) + 1 pois ncomuta
= ((n + m) + 1) + 1 pela def. de +
= ((m + n) + 1) + 1 pois ncomuta
= (m + (n + 1)) + 1 novamente pela def. de +
= ((n + 1) + m) + 1 pela hipótese indutiva
= (n + 1) + (m + 1) novamente pela def. de +
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Teoria dos Conjuntos
Multiplicação

Teorema
Existe uma única função · (multiplicação) · : N× N → N tal
que{

m · 0 = 0 para todo m ∈ N
m · (n + 1) = m · n + m para todos m, n ∈ N
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Teoria dos Conjuntos
Exponenciação

Teorema
Existe uma única função de exponenciação al que{

m0 = 1 para todo m ∈ N
mn+1 = mn ·m para todos m, n ∈ N
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