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Queiroz Uma sequéncia é uma fungdo cujo domino é um numero
O Toorema da natural ou N. Uma seqiiéncia cujo dominio é algum nimero
Recursdo natural n € N é chamada de sequéncia finita de

comprimento n e é representada por
(ai|i<nyou({aj|i=0,1,...,n—1) ou{ay, as,...,an-1)-

Seq(A) = U,en A" denota o conjunto de todas as
seqliéncias finitas de elementos de A.

Se o dominio de uma seqliéncia é N, chamamo-la de
sequiéncia infinita e denotamo-la

(@|ieN)y ou (g|i=0,1,2,...) ou (a)i.
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S (a) A seqiéncias:N — N é definida por

O Teorema da —1-
Recursao SO 1 !

Spi1=n? paratodone N
+

(b) A seqliéncia f: N — N é definida por

fo=1;
foy1 =fax(n+1) paratodoneN

Enquanto que a definicao de s é explicita, i.e. podemos
computar sy para qualquer x € N sem ter que saber 0s
valores de s; para algum i diferente de x.
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Seqiiéncias: Exemplos (cont.)

Exemplo

Mais precisamente, podemos formular uma propriedade P
tal que

Sx =Yy seesomentese P(x,y);

asaber, oux =0ey =1ou, paraalgumneN, x =n+ 1
ey = n?.” A existéncia e a unicidade da seqiiéncia s
satisfazendo (a) segue de nossos axiomas:

s={(x,y) e NxN|P(x,y)}.

Por outro lado, a definicdo de f nos diz como calcular f;
dado que temos fi_y. Nao é tao obvio como formular uma
propriedade P sem mencionar a prdpria f tal que

fx =y seesomentese P(x,y).
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Para qualquer conjunto A, qualquer a € A, e qualquer
fungdo g : A x N — A, existe uma Unica seqiéncia infinita
f:N— Atal que

(@) fo=a;

(b) fri1 = 9g(fa, n) foralln e N.
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Recursio Demonstragéo.

Precisamos provar existéncia e unicidade da fungao
f: N — A. Na verdade, temos que dar uma definicao
explicita de f, i.e. uma definicdo de f em termos de outras
funcoes existentes. O
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Definigao

SAGEl  Umafuncdot: (m+ 1) — A e chamada de uma
computagao de m-passos baseadaem ae g se
(i) h=ae
(i) paratodo k tal que 0 < k < m, tx, 1 = g(l, k).
Note que t C N x A. Seja
F ={te P(Nx A)|téumacomputagao de m-passos para

algum namero natural n}.
Facaf=JF.
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f é uma fungao.
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Demonstracao.

Basta mostrar que o sistema de fungdes F € compativel.
Portanto, suponha que t,u € F,domt=ne N,

dom u = m € N. Assuma, sem perda de generalidade, que
n < m; entdo n C m, e basta basta mostrar que t, = ux
para todo k < n. Podemos fazer isso por indugao (Exercicio
2.12). Obviamente, f{ = a = uy. A seguir, suponha que k
seja tal que k + 1 < n, e assuma que t, = uk. Entao

ki1 = g(t, k) = g(uk, k) = uk,¢. Dai ty = uk para todo

k < n. O

<
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f satisfaz as condigbes (a) e (b) do Teorema da Recursé&o.

Teorema

Seja (A, <) um conjunto ndo-vazio linearmente ordenado
com as seguintes propriedades:

(a) Paratodop € A, existe q € A tal que q = p.
(b) Todo subconjunto ndo-vazio de A tem um <-minimo.

(c) Todo subconjunto ndo-vazio de A que tem um limitante
superior tem um <-maximo.

Entao (A, <) é isomorfo a (N, <).
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Temos que definir um isomorfismo de (A, <) para (N, <) (ou
MM  vice-versa). Usando o Teorema da Recursdo podemos
construir um isomorfismo f da seguinte maneira. Seja ao
menor elemento de A (a existe pois (A, <) € uma
ordenacao linear). Agora suponha que a fungao g(x, n) nos
da o menor elemento de A que é maior que x (para
qualquer n). Entdo a € Ae g é uma funcéo t.q.
g:AxN—-A
Deve estar claro que g esta definida para qualquer x € A,
dadas as hipéteses (a) e (b) do teorema, e nao depende de
n. L]

4
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O Teorema da O Teorema da Recursao garante a existéncia (e a
unicidade) de uma funcao f : N — A tal que
fo = a= o menor elemento de A.

{ far1 = g(fn, n) = 0 menor elemento de A maior que f,.
Deve estar ébvio que f, < f,.1 para cada n € N. Usando
inducao podemos provar que f, < f;; sempre que n < m.
Portanto, f € uma fungao um-para-um. Agora, para que f
seja um isomorfismo € preciso que seja sobrejetora em A,
i.e. 0 contradominio de f tem que ser A. O

v
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Continuagao.

Ruy de
e Suponha, para efeito de derivar uma contradicéo, que o
el contradominio de f ndo esta em A, i.e. A—ranf # (); seja p
0 menor elemento de tal conjunto. O conjunto
B={ge€ A|q < p}tem pcomo um dos seus limitantes
superiores, e € nao-vazio (caso contrario, p seria 0 menor
elemento de A, mas ai p = f). Seja g 0 maior elemento de
B, que tem que existir por hipétese ((c) do teorema). Como
p < @, obtemos que q = fy, para algum m € N. Entretanto,
€ imediato ver que p € o menor elemento de A que € maior
que q. Dai, p = f;,.1 pela condigao recursiva da definicao
de f. Logo, p € ran f, uma contradicao. O

v
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Seqiéncias e fungdes

Observacao

Em alguns some casos o valor de uma fungao f num ponto
n+ 1 pode depender ndo apenas do ponto anterior (i.e. n),
mas em alguns outros pontos k < n. (Exemplo: a
seqiéncia de Fibonacci.)

Teorema

Para qualquer conjunto S e qualquer fungdo g : Seq(S) — S
existe uma unica seqliéncia f : N — S tal que

fa=9(f | n)=9(f,...,fh_1)) paratodon e N.

(Em particular, fo = g(f [ 0) = g(()) = 9(9).)
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A sequiéncia de Fibonacci:
a(s) =
1 se s € uma sequéncia finita de comprimento| 0
Sh_1+ Sh_2 Se s é uma sequéncia finita de comprimento n
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Demonstracao.
O Teorema da - L.
Recurséo Vamos usar o Teorema da Recursao para definir a
sequéncia (F, | neN) = (f [ n|neN).
Aqui vai:

{ Fo = {;
Frnit = FanUu{(n,g(Fn))} paratodoneN
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A Seqiiéncia de Fibonacci (cont.)

Continuacao.

O Teorema da Recursao garante que a seqliéncia
(Fn | n € N) existe, se fizermos A = Seq(S), a= (), e
G: Ax N — Atal que

e ) = { () caso contrario.

Agora, podemos provar por indugao sobre n que Fj
pertence a S”, e que F, C F,. 4 for all n € N. Dai,

{Fn | n € N} € um sistema compativel de funcdes. Seja

f = Upen Fn; entéo, f € uma fungéo de Npara S e

f | n= F, para todo n € N; portanto

fn = Foy1(n) = 9(Fn) = g(f | n), como desejavamos. O

v

suUu{(n,g(s))} se sé uma seqliéncia de compr
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Teorema

Sejama: P — Aeg: PxAxN — Afungoes. Existe uma
unica fungdo f : P x N — A tal que

(a) f(p,0) = a(p) para todop € P;
(b) f(p,n+1) = g(p,f(p,n),n) paratodosne Nepec P.
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Prova do Teorema da Recurséo: Versao Paramétrica

Demonstracao.

Essa € uma versao ‘generalizada’ ou ‘paramétrica’ do
Teorema da Recursao. Defina uma computagao de
m-passos como sendo uma fungdo t: P x (m+ 1) — Atal
que, para todo p € P,

{ t(p,0) = a(p)
tio,k+1) = g(p,t(p, k), k)

para todo k tal que 0 < k < m. O restante é o mesmo que
na prova do Teorema da Recursao, exceto que o parametro
p € levado junto. O
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