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Definicao

O conjunto de todos 0s nimeros naturais € o conjunto

N = {x | x € | para todo conjunto indutivo I}.

Os elementos de N sdo chamados de numeros naturais.
Portanto, um conjunto x € um numero natural se e somente
se ele pertence a todo conjunto indutivo.

Justificativa (Existéncia de N)

Suponha que A seja um conjunto indutivo qualquer; entao
claramente

N = {x € A| x € | para todo conjunto indutivo I}.

Entao, pelo Axioma da Compreensao, N existe e € tnico,
desde que um conjunto indutivo exista.




Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de

Queiroz

Numeros
Naturais

Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Indutivos

Pergunta
Existe algum conjunto indutivo?




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Indutivos

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de

Queiroz

Numeros

Naturais Pergunta

Existe algum conjunto indutivo?

Axioma (Infinitude)
Existe um conjunto indutivo.




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Indutivos (cont.)

Al

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

N— N é indutivo. Se | for um conjunto indutivo qualquer, entdo
Naturais N C /




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Indutivos (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

N— N é indutivo. Se | for um conjunto indutivo qualquer, entdo
Naturais N C /

Demonstracao.
0 € N, pois 0 € / para qualquer indutivo /.




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Indutivos (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de

OLLNZHOZ Lema
N— N é indutivo. Se | for um conjunto indutivo qualquer, entdo
Naturais N C /

Demonstracao.

0 € N, pois 0 € / para qualquer indutivo /.
Agora, se n € N, entdao n € [ para qualquer indutivo /,




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Indutivos (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de

OLLHZHOZ Lema
N— N é indutivo. Se | for um conjunto indutivo qualquer, entdo
Naturais N C /

Demonstracao.

0 € N, pois 0 € / para qualquer indutivo /.
Agora, se n € N, entdao n € [ para qualquer indutivo /,
portanto (n+ 1) € I para qualquer indutivo /,




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Indutivos (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

e
N— N é indutivo. Se | for um conjunto indutivo qualquer, entdo
Naturais N C /

Demonstracao.

0 € N, pois 0 € / para qualquer indutivo /.

Agora, se n € N, entdao n € [ para qualquer indutivo /,
portanto (n+ 1) € I para qualquer indutivo /, logo,
(n+1)eN.




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Indutivos (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

e
N— N é indutivo. Se | for um conjunto indutivo qualquer, entdo
Naturais N C /

Demonstracao.

0 € N, pois 0 € / para qualquer indutivo /.

Agora, se n € N, entdao n € [ para qualquer indutivo /,
portanto (n+ 1) € I para qualquer indutivo /, logo,

(n+ 1) € N. Da definicao de N podemos concluir que ele
esta contido em qualquer conjunto indutivo /. O

<




Teoria dos Conjuntos

Relacao de Ordem sobre N

Al

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de

Queiroz

Numeros
Naturais

Definicao
A relacao < sobre N é definida por:




Teoria dos Conjuntos

Relacao de Ordem sobre N

UER

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de

Queiroz

Numeros
Naturais

Definicao
A relagdo < sobre N é definida por: m < n se e somente se
m e n.




Teoria dos Conjuntos

O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Teorema (O Principio da Inducao)

Ruy de
Queiroz

Suponha que P(x) seja uma propriedade (possivelmente
com parametros).

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Teorema (O Principio da Inducao)

Ruy de
Queiroz

Suponha que P(x) seja uma propriedade (possivelmente
com pardmetros). Assuma que

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Teorema (O Principio da Inducao)

Ruy de
Queiroz

Suponha que P(x) seja uma propriedade (possivelmente
com pardmetros). Assuma que

Propriedades (a) P(0) se verifica. (Caso Base)
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Teorema (O Principio da Inducao)

Ruy de
Queiroz

Suponha que P(x) seja uma propriedade (possivelmente
com pardmetros). Assuma que

Propriedades (a) P(0) se verifica. (Caso Base)

dos Numeros

Naturais (b) Para todo n € N, P(n) implicaP(n+1). (Passo
Indutivo)




Teoria dos Conjuntos

O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Teorema (O Principio da Inducao)

Ruy de
Queiroz

Suponha que P(x) seja uma propriedade (possivelmente
com pardmetros). Assuma que

Propriedades (a) P(0) se verifica. (Caso Base)

dos Numeros

Naturais (b) Para todo n € N, P(n) implicaP(n+1). (Passo
Indutivo)

Entao P se verifica para todos os numeros naturais n.




Teoria dos Conjuntos
O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Teorema (O Principio da Inducgao)

Ruy de
Queiroz

Suponha que P(x) seja uma propriedade (possivelmente
com pardmetros). Assuma que

Propriedades (a) P(0) se verifica. (Caso Base)

dos Numeros

Naturais (b) Para todo n € N, P(n) implicaP(n+1). (Passo
Indutivo)

Entao P se verifica para todos os numeros naturais n.

Demonstracao.

As condigdes (a) e (b) dizem que o conjunto
A= {neN|P(n)} é indutivo.




Teoria dos Conjuntos
O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Teorema (O Principio da Inducgao)

Ruy de
Queiroz

Suponha que P(x) seja uma propriedade (possivelmente
com pardmetros). Assuma que

Propriedades (a) P(0) se verifica. (Caso Base)

dos Numeros

Naturais (b) Para todo n € N, P(n) implicaP(n+1). (Passo
Indutivo)

Entao P se verifica para todos os numeros naturais n.

Demonstracao.

As condigdes (a) e (b) dizem que o conjunto
A= {neN|P(n)} éindutivo. Portanto, N C A segue. O

v




Teoria dos Conjuntos
O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Propriedades
dos Numeros

Naturais (i) 0 < nparatodon e N.




Teoria dos Conjuntos
O Principio da Indugao

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Propriedades
dos Numeros

Naturais (i) 0 < nparatodon e N.

(i) Paratodok,ne N, k < n+1 se e somente sek <n
ouk=n.




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Lema

UER

Teoria dos =
Conjuntos Demonstracao.
(Aula 5)

(i) Vamos assumir que P(x) significa “0 < x”.

Ruy de
Queiroz

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Lema

UER

Teoria dos =

Conjuntos Demonstracao.

(Aula 5) . . . ” » " )

po— (i) Vamos assumir que P(x) significa “0 < x”. Precisamos
Queiroz verificar as condigdes (a) e (b) do Principio da Indugao.

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Lema

Teoria dos =

Conjuntos Demonstracao.

(Aula 5) . . . ” » " )

po— (i) Vamos assumir que P(x) significa “0 < x”. Precisamos
Queiroz verificar as condigdes (a) e (b) do Principio da Indugao.
(a) P(0 se verifica trivialmente.

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Lema

Teoria dos =

(Aula 5) . ” )

po— (i) Vamos assumir que P(x) significa “0 < x”. Precisamos
Queiroz verificar as condigdes (a) e (b) do Principio da Indugao.
(a) P(0 se verifica trivialmente.

(b) P(n) implica P(n+1).

Propriedades

dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Lema

Teoria dos =

(il &) . S .

S (i) Vamos assumir que P(x) significa “0 < x”. Precisamos
Queiroz verificar as condigdes (a) e (b) do Principio da Indugao.
(a) P(0 se verifica trivialmente.

(b) P(n) implica P(n+ 1). Pois, vamos assumir que P(n) se
Propriedades verifica, i.e. 0 < n.

dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Lema

Teoria dos =

e
(Ruy w (i) Vamos assumir que P(x) significa “0 < x”. Precisamos
Queiroz verificar as condigdes (a) e (b) do Principio da Indugao.
(a) P(0 se verifica trivialmente.

(b) P(n) implica P(n+ 1). Pois, vamos assumir que P(n) se
Propriedades verifica, i.e. 0 < n. definicao de <,ou0 < nou 0 = n.

dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Lema

Teoria dos =

(A, . S .

S (i) Vamos assumir que P(x) significa “0 < x”. Precisamos
Queiroz verificar as condigdes (a) e (b) do Principio da Indugao.
(a) P(0 se verifica trivialmente.
(b) P(n) implica P(n+ 1). Pois, vamos assumir que P(n) se
Propriedades verifica, i.e. 0 < n. definicao de <,ou0 < nou 0 = n.
dos Numeros
Naturais Em qualquer dos casos, 0 € nU {n} = n+ 1, portanto
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0 < (n+ 1) e concluimos que P(n + 1) também se da.
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Queiroz verificar as condigdes (a) e (b) do Principio da Indugao.
(a) P(0 se verifica trivialmente.
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0 < (n+ 1) e concluimos que P(n+ 1) também se da.
Agora que estabelecemos as condigdes (a) e (b) do
Principio da Indugao, podemos usar esse principio
para concluir que P(n) se verifica para todo n € N, i.e.,
0 < nparatodo n € N.

(i) E suficiente notar que k € nU {n} se e somente se
kenouk e {n} (i.e., k =n).




Teoria dos Conjuntos
Ordenacao de (N, <)

UER

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

R

Propriedades

dos Niimeros Teorema
Naturais L ) )
(N, <) € um conjunto linearmente ordenado.




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema

Teoria d =
conuncs |l Demonstracao.

(Aula 5) X L "
(i) < é transitiva.

Ruy de
Queiroz

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema

UER

Teoria dos =

Conjuntos Demonstragao.

(Aula 5) X L " »

po— (i) < é transitiva. Fagamos P(x) ser “para todo k, m € N,
Queiroz sek<mem< x,entdo k < x.”

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema

Teoria dos =

Conjuntos Demonstragao.

(Aula 5) X L " »

po— (i) < é transitiva. Fagamos P(x) ser “para todo k, m € N,
Queiroz sek<mem< x,entdo k < x.”

(a) (Caso Base) “paratodo k,me N,se k < me m< 0,
entdao k < 0”.

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema

Al

Teoria dos =

conints

(Ruy “ (i) < é transitiva. Fagamos P(x) ser “para todo k, m € N,

Queiroz sek<mem< x,entdao k < x.

(a) (Caso Base) “paratodo k,me N,se k < me m< 0,
entdo k < 0”. Pelo (i) do Lema anterior, ndo existe

Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.

dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema

Teoria dos =

conints
(m.y “ (i) < é transitiva. Fagamos P(x) ser “para todo k, m € N,
Queiroz sek<mem< x,entdao k < x.

(a) (Caso Base) “paratodo k,me N,se k < me m< 0,
entdo k < 0”. Pelo (i) do Lema anterior, ndo existe
Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.

Naturais (b) (Passo Indutivo) Suponha que P(n) se da (h.i.), i.e.
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Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.

Naturais (b) (Passo Indutivo) Suponha que P(n) se da (h.i.), i.e.
assuma que “paratodo k, me N,se k < me m < n,
entdo k < n”. Precisamos mostrar que P(n+ 1)
também se da, i.e. “paratodo k,me N,se k <me
m< (n+1),entédo k < (n+1)".
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Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.

Naturais (b) (Passo Indutivo) Suponha que P(n) se da (h.i.), i.e.

assuma que “paratodo k, me N,se k < me m < n,

entdo k < n”. Precisamos mostrar que P(n+ 1)

também se da, i.e. “paratodo k, me N,se k < me

m < (n+1), entdo k < (n+ 1)". Ou seja, temos que

mostrar que k < me m < (n+ 1) implicam k < (n+1).
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Queiroz sek<mem< x,entao k < x.”
(a) (Caso Base) “paratodo k,me N,se k < me m< 0,
entdo k < 0”. Pelo (i) do Lema anterior, ndo existe
Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.
Naturais (b) (Passo Indutivo) Suponha que P(n) se da (h.i.), i.e.
assuma que “paratodo k, me N,se k < me m < n,
entdo k < n”. Precisamos mostrar que P(n+ 1)
também se da, i.e. “paratodo k, me N,se k < me
m < (n+1), entdo k < (n+ 1)". Ou seja, temos que
mostrar que k < me m < (n+ 1) implicam k < (n+1).
Mas se k < me m < (n+ 1), entéo pelo (ii) do Lema
anteriorm < nou m=n.
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(a) (Caso Base) “paratodo k,me N,se k < me m< 0,
entdo k < 0”. Pelo (i) do Lema anterior, ndo existe
Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.
Naturais (b) (Passo Indutivo) Suponha que P(n) se da (h.i.), i.e.
assuma que “paratodo k, me N,se k < me m < n,
entdo k < n”. Precisamos mostrar que P(n+ 1)
também se da, i.e. “paratodo k, me N,se k < me
m < (n+1), entdo k < (n+ 1)". Ou seja, temos que
mostrar que k < me m < (n+ 1) implicam k < (n+1).
Mas se k < me m < (n+ 1), entéo pelo (ii) do Lema
anterior m < nou m = n. Se m < n, obtemos k < n
pela hipétese indutiva.
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(a) (Caso Base) “paratodo k,me N,se k < me m< 0,
entdo k < 0”. Pelo (i) do Lema anterior, ndo existe
Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.
Naturais (b) (Passo Indutivo) Suponha que P(n) se da (h.i.), i.e.
assuma que “paratodo k, me N,se k < me m < n,
entdo k < n”. Precisamos mostrar que P(n+ 1)
também se da, i.e. “paratodo k, me N,se k < me
m < (n+1), entdo k < (n+ 1)". Ou seja, temos que
mostrar que k < me m < (n+ 1) implicam k < (n+1).
Mas se k < me m < (n+ 1), entéo pelo (ii) do Lema
anterior m < nou m = n. Se m < n, obtemos k < n
pela hipétese indutiva. Se m = n, entdo, de k < m
obtemos k < n.
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(Ruy “ (i) < é transitiva. Fagamos P(x) ser “para todo k, m € N,
Queiroz sek<mem< x,entao k < x.”
(a) (Caso Base) “paratodo k,me N,se k < me m< 0,
entdo k < 0”. Pelo (i) do Lema anterior, ndo existe
Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.
Naturais (b) (Passo Indutivo) Suponha que P(n) se da (h.i.), i.e.
assuma que “paratodo k, me N,se k < me m < n,
entdo k < n”. Precisamos mostrar que P(n+ 1)
também se da, i.e. “paratodo k, me N,se k < me
m < (n+1), entdo k < (n+ 1)". Ou seja, temos que
mostrar que k < me m < (n+ 1) implicam k < (n+1).
Mas se k < me m < (n+ 1), entéo pelo (ii) do Lema
anterior m < nou m = n. Se m < n, obtemos k < n
pela hipétese indutiva. Se m = n, entdo, de k < m
obtemos k < n. Em qualquer dos casos, k < (n+ 1)
pelo (ii) do Lema anterior.




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema

Teoria dos =
conints
(Ruy “ (i) < é transitiva. Fagamos P(x) ser “para todo k, m € N,
Queiroz sek<mem< x,entao k < x.”
(a) (Caso Base) “paratodo k,me N,se k < me m< 0,
entdo k < 0”. Pelo (i) do Lema anterior, ndo existe
Propriedades m € N tal que m < 0, portanto P(0) se da trivialmente.
Naturais (b) (Passo Indutivo) Suponha que P(n) se da (h.i.), i.e.
assuma que “paratodo k, me N,se k < me m < n,
entdo k < n”. Precisamos mostrar que P(n+ 1)
também se da, i.e. “paratodo k, me N,se k < me
m < (n+1), entdo k < (n+ 1)". Ou seja, temos que
mostrar que k < me m < (n+ 1) implicam k < (n+1).
Mas se k < me m < (n+ 1), entéo pelo (ii) do Lema
anterior m < nou m = n. Se m < n, obtemos k < n
pela hipétese indutiva. Se m = n, entdo, de k < m
obtemos k < n. Em qualquer dos casos, k < (n+ 1)
pelo (ii) do Lema anterior.




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UEP

Teoria dos

Conjunt =
(Adia5) Demonstragao.

Ruy de (i) < é assimétrica.

Queiroz

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UER

Teoria dos
e
G (i) < é assimétrica. Assuma que n < k e k < n. Por

transitividade, isso implica n < n. Precisamos mostrar
que isso € impossivel.

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UER

Teoria dos

L

G (i) < é assimétrica. Assuma que n < k e k < n. Por
transitividade, isso implica n < n. Precisamos mostrar

que isso € impossivel.

Propriedades (Caso Base) Claramente 0 < 0 & impossivel, pois isso

oo significaria que 0 € 0.

Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UER

Teoria dos

e

G (i) < é assimétrica. Assuma que n < k e k < n. Por
transitividade, isso implica n < n. Precisamos mostrar

que isso € impossivel.

Propriedades (Caso Base) Claramente 0 < 0 é impossivel, pois isso

o pameros significaria que 0 < 0.

(Passo Indutivo) Vamos assumir que n < n seja falso

(h.i.) e provar que (n+1) < (n+ 1) também &

impossivel.




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Demonstracao.

FrE (i) < é assimétrica. Assuma que n < k e k < n. Por
transitividade, isso implica n < n. Precisamos mostrar

que isso € impossivel.

Propriedades (Caso Base) Claramente 0 < 0 é impossivel, pois isso

o pameros significaria que 0 € 0.

(Passo Indutivo) Vamos assumir que n < n seja falso

(h.i.) e provar que (n+1) < (n+ 1) também &

impossivel. Do (i) do Lema, se (n+ 1) < (n+ 1) fosse

verdadeiro entdo (n+ 1) < nou (n+ 1) = n. Como

n < (n+ 1) se da também por (ii) do Lema, e a relagao

< é transitiva, obtemos que n < n € verdadeiro, dai

contradizendo nossa hipétese indutiva.




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UEP

Teoria dos

Conjunt =
(Adia5) Demonstragao.

Ruy de (i) < é uma ordenacao linear.

Queiroz

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UEP
Teoria dos
Conji 3
A Demonstragao.
Fuy de (i) < é uma ordenacgao linear. Precisamos mostrar que
ueiroz
paratodos m,n€ x oum<noum=noun< m.

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UER

Teoria dos
e
G (ii) < & uma ordenacéo linear. Precisamos mostrar que
paratodos m,ne x oum<noum=noun<m.
(Caso Base) Para todo ne N, ou m < 0oum=0ou
Propriedades 0 < m. Isso segue imediatamente do (i) do Lema.

dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UER

Teoria dos

e

G (ii) < & uma ordenacéo linear. Precisamos mostrar que
paratodos m,ne x oum<noum=noun<m.

(Caso Base) Para todo ne N, ou m < 0oum=0ou

Propriedades 0 < m. Isso segue imediatamente do (i) do Lema.

o pameros (Passo Indutivo) Assuma que para todo m € N, ou

m < noum= noun< m. Temos que provar que o

mesmo se da quando substituimos n por (n+ 1).




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UER

Teoria dos
e
G (ii) < & uma ordenacéo linear. Precisamos mostrar que
paratodos mne x oum<noum=noun<m.
(Caso Base) Paratodo ne N, oum < 0oum=0ou
Propriedades 0 < m. Isso segue imediatamente do (i) do Lema.
o eros (Passo Indutivo) Assuma que para todo m € N, ou
m < noum= noun< m. Temos que provar que o
mesmo se da quando substituimos n por (n+ 1). Se
m < n,entdo m < (n+ 1) pelo (ii) do Lema e
transitividade. Igualmente, se m = n entao
m< (n+1).




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Demonstracao.

i) (ii) < & uma ordenacéo linear. Precisamos mostrar que
paratodos mne x oum<noum=noun<m.
(Caso Base) Para todo ne N, ou m < 0oum=0ou
Propriedades 0 < m. Isso segue imediatamente do (i) do Lema.
o eros (Passo Indutivo) Assuma que para todo m € N, ou
m < noum= noun< m. Temos que provar que o
mesmo se da quando substituimos n por (n+ 1). Se
m < n,entdo m < (n+ 1) pelo (ii) do Lema e
transitividade. Igualmente, se m = n entao
m < (n+ 1). Finalmente, para estabelecer a condi¢ao
(b) precisamos mostrar que para todo m € N ou

m<(n+1)oum=(n+1)ou(n+1)<m.




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

UER

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 5) " .
. (iii) (Cont.) Agora, se n < m, gostariamos de concluir que
uy de 1 .,
Qe (n+ 1) < m, o que nos levaria ao que desejavamos.

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Teorema (cont.)

(:Lullya;) (iii) (Cont.) Agora, se n < m, gostariamos de concluir que
Stz (n+ 1) < m, o que nos levaria ao que desejavamos.
Usamos indugao sobre m para provar que se n < m
entdo (n+ 1) < mfor all m € N. (Notice that our P(x)
dosNimeros now is “if n < x then (n+ 1) < x”.) (Base Case) If
eturess m = 0, the statement “if n < 0 then (n+ 1) < 0”is true
because its assumption is false. (Inductive Step)
Inductive hypothesis: P(x) is true of m. We need to
prove that is also true of (m + 1). For that, assume
n<(m+1);thenn<morn=m.If n<m,
(n+ 1) < m by the inductive hypothesis, so
(n+1) < (m+1). If n=mthen of course
(n+1)=(m+1). In either case, P(m + 1) is proved.

Ol

v




Teoria dos Conjuntos

O Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Teorema (O Principio da Inducao (segunda versao))

Propriedades Seja P(x) uma propriedade (possivelmente com

dos Numeros

Naturais parametros). Assuma que, para todo n € N,




Teoria dos Conjuntos

O Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Teorema (O Principio da Inducao (segunda versao))

Propriedades Seja P(x) uma propriedade (possivelmente com
Ratias parametros). Assuma que, para todo n € N,
(*) Se P(x) se da para todo k <

n, entdo P(n). (%)




Teoria dos Conjuntos

O Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Teorema (O Principio da Inducao (segunda versao))

Propriedades Seja P(x) uma propriedade (possivelmente com
Naturais parametros). Assuma que, para todo n € N,

(*) Se P(x) se da para todo k <

n, entao P(n). (%)

Entao P se da para todo numero natural n.




Teoria dos Conjuntos

Prova do Principio da Indugao (segunda versao)

Al

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

S Demonstracao.

Suponha que (*) seja verdadeiro. Considere a propriedade
Q(n): P(k) se da para todo k < n.

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)
Puy do Demonstracao.

Suponha que (*) seja verdadeiro. Considere a propriedade
Q(n): P(k) se da para todo k < n. Claramente Q(0) é

Propriedades verdadeiro
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)
Puy do Demonstracao.

Suponha que (*) seja verdadeiro. Considere a propriedade
Q(n): P(k) se da para todo k < n. Claramente Q(0) é

il verdadeiro (ndo existe k < 0!).
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Prova do Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Tyl Demonstracao.

Queiroz

Suponha que (*) seja verdadeiro. Considere a propriedade
Q(n): P(k) se da para todo k < n. Claramente Q(0) é
el verdadeiro (ndo existe k < 0!). Se Q(n) se da, entao

dos Numeros

Naturais Q(n + 1) se da:




Teoria dos Conjuntos

Prova do Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Demonstracao.

Suponha que (*) seja verdadeiro. Considere a propriedade
Q(n): P(k) se da para todo k < n. Claramente Q(0) é
il  Vverdadeiro (ndo existe k < 01). Se Q(n) se da, entao

Naturais Q(n+ 1) se da: Se Q(n) se da, entao P(k se da para todo
k < n, e conseqlientemente também para k = n (por (*)). O
item (ii) do Lema anterior nos permite concluir que P(k) se

da paratodo k < n+ 1, e portanto Q(n+ 1) se da.




Teoria dos Conjuntos

Prova do Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Demonstracao.

Suponha que (*) seja verdadeiro. Considere a propriedade
Q(n): P(k) se da para todo k < n. Claramente Q(0) é
il  Vverdadeiro (ndo existe k < 01). Se Q(n) se da, entao

Naturais Q(n+ 1) se da: Se Q(n) se da, entao P(k se da para todo
k < n, e conseqlientemente também para k = n (por (*)). O
item (ii) do Lema anterior nos permite concluir que P(k) se
da para todo k < n+ 1, e portanto Q(n+ 1) se da. Pelo

Principio da Indugao, Q(n) € verdadeiro para todo n € N;




Teoria dos Conjuntos

Prova do Principio da Indugao (segunda versao)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Demonstracao.

Suponha que (*) seja verdadeiro. Considere a propriedade
Q(n): P(k) se da para todo k < n. Claramente Q(0) é
il  Vverdadeiro (ndo existe k < 01). Se Q(n) se da, entao

Naturais Q(n+ 1) se da: Se Q(n) se da, entao P(k se da para todo
k < n, e conseqlientemente também para k = n (por (*)). O
item (ii) do Lema anterior nos permite concluir que P(k) se
da para todo k < n+ 1, e portanto Q(n+ 1) se da. Pelo
Principio da Indugao, Q(n) € verdadeiro para todo n € N;
como k € N, existe um n > k (e.g., n = k + 1), temos P(k)
verdadeiro para todo k € N, como desejavamos. O

v




Teoria dos Conjuntos

Boa-Ordenagao

UER

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Definicao (Boa-ordenacgao)
Propriedades

dos Nameros Uma ordenacéo linear < de um conjunto A é uma

boa-ordenacgao se todo subconjunto ndo-vazio de A tem um
elemento minimo. O conjunto ordenado (A, <) € entao
chamado de conjunto bem-ordenado.




Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao

UER

Teoria dos
Conjuntos

G Teorema
A (N, <) & um conjunto bem-ordenado.

Propriedades
dos Numeros
Naturais



Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao

UER

Teoria dos
Conjuntos

(Aula 5) Teorema

Ruy de

Queiroz (N, <) é um conjunto bem-ordenado.

Demonstracao.
Propriedades

I Seja X um subconjunto ndo-vazio de N.

Naturais




Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao

UER

Teoria dos
Conjuntos

(Aula §) Teorema

Quairos (N, <) é um conjunto bem-ordenado.

Demonstracao.
Propriedades

B Seja X um subconjunto ndo-vazio de N. Precisamos provar
Naturait .
e que X tem um elemento minimo.




Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao

UER

Teoria dos
Conjuntos

(Aula 5) Teorema

Quairos (N, <) é um conjunto bem-ordenado.

Demonstracao.
Il Seja X um subconjunto ndo-vazio de N. Precisamos provar

Propriedades

Naturais

que X tem um elemento minimo. Faremos uma prova
indireta: vamos assumir que nao tem, e ai derivar uma
contradigao.




Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao

UER

Teoria dos
Conjuntos

(Aula 5) Teorema

Quairos (N, <) é um conjunto bem-ordenado.

Demonstracao.
Il Seja X um subconjunto ndo-vazio de N. Precisamos provar

Propriedades

Naturais

que X tem um elemento minimo. Faremos uma prova
indireta: vamos assumir que nao tem, e ai derivar uma
contradi¢cdo. Suponha que X nao tem minimo e olhe para
N — X.




Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao

UER

Teoria dos
Conjuntos

(Aula 5) Teorema

Quairos (N, <) é um conjunto bem-ordenado.

Demonstracao.
Il Seja X um subconjunto ndo-vazio de N. Precisamos provar

Propriedades

Naturais

que X tem um elemento minimo. Faremos uma prova
indireta: vamos assumir que nao tem, e ai derivar uma
contradi¢cdo. Suponha que X nao tem minimo e olhe para
N — X. Bem, se k € N — X para todo k < n, entao

n e N — X, caso contrario n seria o elemento minimo de X.




Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao

UER

Teoria dos
Conjuntos

(Aula 5) Teorema

Quairos (N, <) é um conjunto bem-ordenado.

Demonstracao.

Propriedades

dos Nimeros Seja X um subconjunto nao-vazio de N. Precisamos provar
que X tem um elemento minimo. Faremos uma prova
indireta: vamos assumir que nao tem, e ai derivar uma
contradi¢cdo. Suponha que X nao tem minimo e olhe para
N — X. Bem, se k € N — X para todo k < n, entao
n e N — X, caso contrario n seria o elemento minimo de X.
Pelo Principio da Indugao (2a. versao) podemos concluir
que ne€ N — X paratodo n € N,




UER

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Propriedades
dos Numeros
Naturais

Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao

Teorema
(N, <) & um conjunto bem-ordenado.

Demonstracao.

Seja X um subconjunto nao-vazio de N. Precisamos provar
que X tem um elemento minimo. Faremos uma prova
indireta: vamos assumir que nao tem, e ai derivar uma
contradi¢cdo. Suponha que X nao tem minimo e olhe para
N — X. Bem, se k € N — X para todo k < n, entao

n e N — X, caso contrario n seria o elemento minimo de X.
Pelo Principio da Indugao (2a. versao) podemos concluir
que n € N — X para todo n € N, o que significa que X = 0,
contradizendo nossa hipétese de que X é nao-vazio. O

v




Teoria dos Conjuntos

(N, <) é uma boa-ordenagao (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 5)

Ruy de
Queiroz

Proprigdades Teorema
=Adall  Se um conjunto ndo vazio de niimeros naturais tem um
limitante superior na ordenagéo <, entao ele tem um

elemento maximo.




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos =

Conjuntos Demonstragao.

(Aula 5) . - . ;

S Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. AC Ne A # ().
Queiioz Seja B = {k € N | k é um limitante superior de A}.

Propriedades
dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Al

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 5)

S— Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. AC Ne A # 0.
Quelroz Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # 0.

Propriedades

dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 5)

S— Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. AC Ne A # 0.
Quelroz Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Propriedades

dos Numeros
Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 5)

S— Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. AC Ne A # 0.
Quelroz Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

: Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto
el 0 — sup(A).

Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos

Conjuntos Demonstragao.

(Aula 5) .
S— Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. AC Ne A # 0.
Quelroz Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto
Propriedades q
dos Nameros n = sup(A). Precisamos mostrar que n pertence a A.

Naturais




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 5)

S— Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. AC Ne A # 0.
Quelroz Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto
sl 1 — sup(A). Precisamos mostrar que n pertence a A.
Naturas (Lembre-se de que quando um limitante superior de um
conjunto A esta no conjunto A entao ele tem que ser o
maximo de A.)




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos

Conjuntos Demonstragao.

(::a;) Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. ACNe A# (.
Quelroz Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto
sl 1 — sup(A). Precisamos mostrar que n pertence a A.
Naturas (Lembre-se de que quando um limitante superior de um
conjunto A esta no conjunto A entao ele tem que ser o
maximo de A.) Uma inducgao facil mostra que para todo
neN,n=0o0un=k+ 1 paraalgum k € N.




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos

Conjuntos Demonstragao.

(::a;) Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. ACNe A # (.
Ll Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto
peitistll = sup(A). Precisamos mostrar que n pertence a A.
Naturas (Lembre-se de que quando um limitante superior de um
conjunto A esta no conjunto A entao ele tem que ser o
maximo de A.) Uma inducgao facil mostra que para todo
neN,n=0o0un=k+ 1 paraalgum k € N. Agora, para
uma contradi¢cdo, assuma que n ¢ A;




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos

Conjuntos Demonstragao.

(::a;) Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. ACNe A # (.
Ll Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto
sl 1 — sup(A). Precisamos mostrar que n pertence a A.
Naturas (Lembre-se de que quando um limitante superior de um
conjunto A esta no conjunto A entao ele tem que ser o
maximo de A.) Uma inducgao facil mostra que para todo
neN,n=0o0un=k+ 1 paraalgum k € N. Agora, para
uma contradicao, assuma que n ¢ A; entdo temos que
n > m para todo m € A (pois n € um limitante superior de
A).




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos

Conjuntos Demonstragao.

(::a;) Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. ACNe A # (.
Ll Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto
sl 1 — sup(A). Precisamos mostrar que n pertence a A.
Naturas (Lembre-se de que quando um limitante superior de um
conjunto A esta no conjunto A entao ele tem que ser o
maximo de A.) Uma inducgao facil mostra que para todo
neN,n=0o0un=k+ 1 paraalgum k € N. Agora, para
uma contradicao, assuma que n ¢ A; entdo temos que
n > m para todo m € A (pois n € um limitante superior de
A). Como A é nao-vazio, temos que n # 0.
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Demonstracao.

Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. ACNe A # (.
Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto

n = sup(A). Precisamos mostrar que n pertence a A.
(Lembre-se de que quando um limitante superior de um
conjunto A esta no conjunto A entao ele tem que ser o
maximo de A.) Uma inducgao facil mostra que para todo
neN,n=0o0un=k+ 1 paraalgum k € N. Agora, para
uma contradicao, assuma que n ¢ A; entdo temos que

n > m para todo m € A (pois n € um limitante superior de
A). Como A é nao-vazio, temos que n # 0. Logo, n = k + 1
para algum k € N, o que da kK > m para todo m € A (pelo
(il) do Lema).
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S— Tome um subconjunto ndo-vazio Ade N, i.e. ACNe A# (.
Quelroz Seja B = {k € N | k € um limitante superior de A}.
Assumimos que B # (). De nossa hipétese B # ().

Pelo Teorema anterior, B tem um minimo n, portanto
peitistll = sup(A). Precisamos mostrar que n pertence a A.
Naturas (Lembre-se de que quando um limitante superior de um
conjunto A esta no conjunto A entao ele tem que ser o
maximo de A.) Uma inducgao facil mostra que para todo
neN,n=0o0un=k+ 1 paraalgum k € N. Agora, para
uma contradicao, assuma que n ¢ A; entdo temos que
n > m para todo m € A (pois n € um limitante superior de
A). Como A é nao-vazio, temos que n # 0. Logo, n = k + 1
para algum k € N, o que da kK > m para todo m € A (pelo
(i) do Lema). Dai, k é um limitante superior de Ae k < n,
uma contradicao. O
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