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Seja R uma relag&o binéria em A.

(a) R é chamada de reflexiva em A se para todo a € A,
aRa.

(b) R é chamada de simétrica em A se para todos a, b € A,
aRb implica bRa.

(c) R é chamada de transitiva em A se para todos
a,b,c € A, aRb e bRc implica aRc.

(d) R é chamada de equivaléncia sobre A se ela for
reflexiva, simétrica, e transitiva em A.
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Queiioz Seja E uma relacao de equivaléncia sobre A e suponha que
a € A. Aclasse de equivaléncia de a médulo E é o conjunto

[ale = {x € A| xEa}.

Lema

Sejam a, b € A.

(a) a é equivalente a b modulo E se e somente se
[ale = [b]e-

(b) a nao é equivalente a b moédulo E se e somente se
[ale N [b]e = 0.
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(b) aunido de S ¢é o todo do conjunto A, i.e.,|JS = A.
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Um sistema S de conjuntos ndo-vazios é chamado de uma
particao de A se

(a) S é um sistema de conjuntos mutuamente disjuntos,
ie,seCeS,DeS,eC+#D,entdoCnND=1,

(b) aunido de S é o todo do conjunto A, i.e.,|JS = A.

Definicao

Seja E uma equivaléncia sobre A. O sistema de classes de
equivaléncia modulo E é representado por A/ E; portanto
A/E ={lale | a€ A}
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E-equivalentes),
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Seja E uma equivaléncia sobre A; entdo A/E € uma
particao de A.

Demonstracao.

A propriedade (a) segue do Lema acima: se [a|g # [b]E,
entdo a e b nao estao relacionados por E (i.e., eles ndo sao
E-equivalentes), portanto [a]g N [b]g = 0.

Para provar que E tem a propriedade (b), nos valemos do
fato de que | JA/E = A pois a € [a]g. Da definicao de
particao também sabemos que nao existe classe de
equivaléncia vazia; logo, pelo menos a esta na classe de
equivaléncia de todos os elementos equivalentes a a.
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A propriedade (a) segue do Lema acima: se [a|g # [b]E,
entdo a e b nao estao relacionados por E (i.e., eles ndo sao
E-equivalentes), portanto [a]g N [b]g = 0.
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equivaléncia de todos os elementos equivalentes a a. Ol
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Seja S uma particao de A. A relagdo Es em A é definida por

Es={(a,b)c AxA| existeCc Stalqueac Cebec C}.
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Seja S uma particao de A. A relagdo Es em A é definida por
Es={(a,b)c AxA| existeCc Stalqueac Cebec C}.

a e b sao relacionados por Es se e somente se eles
pertencem ao mesmo conjunto da particdo S.
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Seja S uma particao de A. A relagdo Es em A é definida por
Es={(a,b)c AxA| existeCc Stalqueac Cebec C}.

a e b sao relacionados por Es se e somente se eles
pertencem ao mesmo conjunto da particdo S.

Teorema

Seja S uma partigao de A; entao, Es € uma equivaléncia
sobre A.
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qual a € C, portanto (a, a) € Es.
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Suy d Suponha que S seja uma particdo de A. Precisamos provar
gue a relagao correspondente a particao S é realmente

uma relacao de equivaléncia. Ou seja, temos que mostrar

que Eg é reflexiva, simétrica, e transitiva.
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CeSeDe Staisqueac Cebe C,
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Suy d Suponha que S seja uma particdo de A. Precisamos provar
gue a relagao correspondente a particao S é realmente

uma relacao de equivaléncia. Ou seja, temos que mostrar

que Eg é reflexiva, simétrica, e transitiva.

(Reflexiva) Tome a € A;como A= S, existe C € S para o

qual a € C, portanto (a, a) € Es.

(Simétrica) Suponha que aEsb; entao existe C € S para o

qualae Ce be C. Obviamente b € C e a € C, logo, bEsa.

(Transitiva) Suponha que aEsb e bEsc; entao existem

CeSeDeStasqueac CebeC,beDeceD.
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qual a € C, portanto (a, a) € Es.

(Simétrica) Suponha que aEsb; entao existe C € S para o
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sistema de conjuntos mutuamente disjuntos, portanto C
tem que serigual a D.
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Demonstracao.
Ayt Suponha que S seja uma particdo de A. Precisamos provar
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gue a relagao correspondente a particao S é realmente
uma relacao de equivaléncia. Ou seja, temos que mostrar
que Eg é reflexiva, simétrica, e transitiva.

(Reflexiva) Tome a € A;como A= S, existe C € S para o
qual a € C, portanto (a, a) € Es.

(Simétrica) Suponha que aEsb; entao existe C € S para o
qualae Ce be C. Obviamente b € C e a € C, logo, bEsa.
(Transitiva) Suponha que aEsb e bEsc; entao existem
CcSeDeStasqueac CebeC,beDeceD.E
claroque b e Cn D, portanto CN D # (). Mas S & um
sistema de conjuntos mutuamente disjuntos, portanto C
tem que serigual a D. Agora, a € C, ¢ € C, logo, aEsC. =)
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aur. [l Teorema
(a) Se E é uma equivaléncia sobre Ae S = A/E, entao
Es=E.
(b) Se S é uma particao de A e Es é a equivaléncia
correspondente, entdo A/Es = S.
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(a) Se E é uma equivaléncia sobre Ae S = A/E, entao
Es=E.

(b) Se S é uma particao de A e Es é a equivaléncia
correspondente, entdo A/Es = S.

Definicao

Um conjunto X C A é chamado de um conjunto de
representantes para a equivaléncia Eg (ou para a partigao
SdeA)separatodo C e S, XN C = {a} paraalgumac C.
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Definicao
Uma relagao binaria R em A é antissimétrica se para todos
a,b € A, aRb e bRa implica a = b.
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Definicao
Uma relagao binaria R em A é antissimétrica se para todos
a,b € A, aRb e bRa implica a = b.

Definicdo (Ordenacgéao parcial)

Uma relacao binaria R em A que é reflexiva, antissimétrica,
e transitiva € chamada de um ordenacao (parcial) de A.
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Definicao
Uma relagao binaria R em A é antissimétrica se para todos
a,b € A, aRb e bRa implica a = b.

Definicdo (Ordenacgéao parcial)

Uma relacao binaria R em A que é reflexiva, antissimétrica,
e transitiva € chamada de um ordenagao (parcial) de A. O
par (A, R) é chamado de conjunto (parcialmente) ordenado.
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Definicao
Uma relagcdo S em A é assiméetrica se aSb implica que
bSa nao se verifica (para nenhum a, b € A).
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Definicao
Uma relagcdo S em A é assiméetrica se aSb implica que
bSa nao se verifica (para nenhum a, b € A).

Definigcao (Ordenacao estrita)

Uma relacdo S em A é uma ordenacao estrita se ela for
assimétrica e transitiva.
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definida em A por
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definida em A por
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é uma ordenacao estrita de A.
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Queiioz (a) Seja R uma ordenacgéo de A; entdo a relagdo S
definida em A por

aSb se e somente se aRbea#b

é uma ordenacao estrita de A.

(b) Seja S uma ordenacao estrita de A; entao a relacao R
definida em A por
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Queiioz (a) Seja R uma ordenacgéo de A; entao a relagao S
definida em A por

aSb se e somente se aRbea#b

é uma ordenacao estrita de A.

(b) Seja S uma ordenacao estrita de A; entao a relacao R
definida em A por

aRB se e somente se aSboua=>

€ uma ordenacao de A.
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Definigcao (Ordenacao linear)

Uma ordenacio < (ou <) de A é chamada de linear ou total
se quaisquer dois elementos de A forem comparaveis.
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Definicdo (Ordenacéo linear)

Uma ordenacio < (ou <) de A é chamada de linear ou total
se quaisquer dois elementos de A forem comparaveis. O
par (A, <) é entdo chamado de conjunto linearmente
ordenado.
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Definicdo (Ordenacéo linear)

Uma ordenacio < (ou <) de A é chamada de linear ou total
se quaisquer dois elementos de A forem comparaveis. O
par (A, <) é entdo chamado de conjunto linearmente
ordenado.

Definicao (Cadeia)

Seja B C A, onde A é ordenado por <.
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Definicdo (Ordenacéo linear)

Uma ordenacio < (ou <) de A é chamada de linear ou total
se quaisquer dois elementos de A forem comparaveis. O
par (A, <) é entdo chamado de conjunto linearmente
ordenado.

Definicao (Cadeia)

Seja B C A, onde A é ordenado por <. B é uma cadeia em
A se quaisquer dois elementos de B forem comparaveis.
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Seja < uma ordenacgao de A, e suponha que B C A.
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i
Seja < uma ordenacgao de A, e suponha que B C A.

(a) b € B é o elemento minimo de B na ordenagao < se
b < x para todo x € B.
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i

Seja < uma ordenacgao de A, e suponha que B C A.

(a) b € B é o elemento minimo de B na ordenagao < se
b < x para todo x € B.

(b) b e B é um elemento minimal de B na ordenagdo < se
n&o existe nenhum x € B talque tx < b e x # b.
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i
Seja < uma ordenacgao de A, e suponha que B C A.

(a) b € B é o elemento minimo de B na ordenagao < se
b < x para todo x € B.

(b) b e B é um elemento minimal de B na ordenagdo < se
n&o existe nenhum x € B talque tx < b e x # b.

(c) b e B é o elemento maximo de B na ordenagéo < se
X < b para todo x € B.
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i

Seja < uma ordenacgao de A, e suponha que B C A.

(a) b € B é o elemento minimo de B na ordenagao < se
b < x para todo x € B.

(b) b e B é um elemento minimal de B na ordenagdo < se
n&o existe nenhum x € B talque tx < b e x # b.

(c) b e B é o elemento maximo de B na ordenagéo < se
X < b para todo x € B.

(d) b e B é um elemento maximal de B na ordenacgao < se
n&o existe nenhum x € B talque b < x e x # b.

<
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Definicao (Diagramas de Hasse)
Seja A um conjunto ordenado.
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Teoria dos
Conjuntos
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Definicao (Diagramas de Hasse)

Seja A um conjunto ordenado. Representa-se cada
membro de A como um vértice de um grafo ndo-orientado
no qual uma aresta sobe de x ay se x < y, e ndo existe z
talquex < z<y.
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Teoria dos
Conjuntos
(Aula 4)
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Definicao (Diagramas de Hasse)

Seja A um conjunto ordenado. Representa-se cada
membro de A como um vértice de um grafo ndo-orientado
no qual uma aresta sobe de x ay se x < y, e ndo existe z
tal que x < z < y. Nesse caso, dizemos que y cobre x, ou
y € um sucessor imediato de x.
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Teoria dos Conjuntos

Diagramas de Hasse

Definicao (Diagramas de Hasse)

Seja A um conjunto ordenado. Representa-se cada
membro de A como um vértice de um grafo ndo-orientado
no qual uma aresta sobe de x ay se x < y, e ndo existe z
tal que x < z < y. Nesse caso, dizemos que y cobre x, ou
y € um sucessor imediato de x. Além do mais, exige-se que
0s vértices estejam posicionados de tal maneira que cada
aresta liga exatamente dois vértices: suas extremidades.
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Teorema

Suponha que A seja ordenado por <, e que B C A.
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Extremos

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 4)

Ruy de
Queiroz

Teorema

Suponha que A seja ordenado por <, e que B C A.
(a) B tem no maximo um elemento minimo.
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Ruy de
Queiroz

Teorema

Suponha que A seja ordenado por <, e que B C A.
(a) B tem no maximo um elemento minimo.
(b) O elemento minimo de B (se existe) é também minimal.
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Extremos
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Ruy de
Queiroz

Teorema

Suponha que A seja ordenado por <, e que B C A.
(a) B tem no maximo um elemento minimo.
(b) O elemento minimo de B (se existe) é também minimal.

(c) Se B é uma cadeia, entao todo elemento minimal de B
é também minimo.
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Ruy de Seja < uma ordenagao de A, e suponha que B C A.

Queiroz
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Limitantes
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Conjuntos Defin Icao

(Aula 4)

Ruy de Seja < uma ordenagao de A, e suponha que B C A.

. (a) a€ A é umlimitante inferior de B no conjunto ordenado
(A, <) sea< x para todo x € B.
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Ruy de Seja < uma ordenagao de A, e suponha que B C A.

. (a) a€ A é umlimitante inferior de B no conjunto ordenado
(A, <) sea< x para todo x € B.

(b) a e A é chamado de infimo (ou maior limitante inferior)
de B em (A, <) se ele é o elemento maximo do
conjunto de todos os limitantes inferiores de B em
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Limitantes

Teoria dos o=
Conjuntos Defin Icao

(Aula 4)

Ruy de Seja < uma ordenagao de A, e suponha que B C A.

. (a) a€ A é umlimitante inferior de B no conjunto ordenado
(A, <) sea< x para todo x € B.

(b) a € A é chamado de infimo (ou maior limitante inferior)
de B em (A, <) se ele é o elemento maximo do
conjunto de todos os limitantes inferiores de B em
(A <).

(c) ae A é um limitante superior de B no conjunto
ordenado (A, <) se x < a para todo x € B.
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Limitantes

Teoria dos o=
Conjuntos Defin Icao

(Aula 4)

Ruy de Seja < uma ordenagao de A, e suponha que B C A.

. (a) a€ A é umlimitante inferior de B no conjunto ordenado
(A, <) sea< x para todo x € B.

(b) a € A é chamado de infimo (ou maior limitante inferior)
de B em (A, <) se ele é o elemento maximo do
conjunto de todos os limitantes inferiores de B em
(A <).

(c) ae A é um limitante superior de B no conjunto
ordenado (A, <) se x < a para todo x € B.

(d) ae€ A é chamado de supremo (ou menor limitante
superior) de B em (A, <) se ele é o elemento minimo
do conjunto de todos os limitantes superiores de B em
(A ).
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Seja (A, <) um conjunto ordenado e suponha que B C A.
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e Teorema
Seja (A, <) um conjunto ordenado e suponha que B C A.
(a) B tem no maximo um infimo.
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Teoria dos
Conjuntos
(Aula 4)

e Teorema
Seja (A, <) um conjunto ordenado e suponha que B C A.
(a) B tem no maximo um infimo.

(b) Se b é o elemento minimo de B, entao b é o infimo de
B.
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e Teorema
Seja (A, <) um conjunto ordenado e suponha que B C A.
(a) B tem no maximo um infimo.

(b) Se b é o elemento minimo de B, entao b é o infimo de
B.

(c) Se b éoinfimodeBebec B, entao b é o elemento
minimo de B.
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Conjuntos
(Aula 4)

e Teorema
Seja (A, <) um conjunto ordenado e suponha que B C A.
(a) B tem no maximo um infimo.

(b) Se b é o elemento minimo de B, entao b é o infimo de
B.

(c) Se b éoinfimodeBebec B, entao b é o elemento
minimo de B.

(d) be A éum infimo de B em (A, <) se e somente se
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Seja (A, <) um conjunto ordenado e suponha que B C A.

(a) B tem no maximo um infimo.

(b) Se b é o elemento minimo de B, entao b é o infimo de
B.

(c) Se b éoinfimodeBebec B, entao b é o elemento
minimo de B.

(d) be A éum infimo de B em (A, <) se e somente se
(i) b< x paratodo x € B.
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Teoria dos
Conjuntos
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e

Seja (A, <) um conjunto ordenado e suponha que B C A.

(a) B tem no maximo um infimo.

(b) Se b é o elemento minimo de B, entao b é o infimo de
B.

(c) Se b éoinfimodeBebec B, entao b é o elemento
minimo de B.

(d) be A éum infimo de B em (A, <) se e somente se

(i) b< x paratodo x € B.
(i) Seb’ < x paratodo x € B, entao b’ < b.




Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do Teorema

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.

(Aula 4)
Tome qualquer B C A.
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Demonstragao do Teorema

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 4)
Tome qualquer B C A.

(a) O conjunto de limitantes inferiores de B pode ter no
maximo um elemento maximo (se é que ele existe).

Ruy de
Queiroz
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Demonstragao do Teorema

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 4)
Tome qualquer B C A.
(a) O conjunto de limitantes inferiores de B pode ter no

maximo um elemento maximo (se é que ele existe).
Portanto, B pode ter no maximo um infimo.

Ruy de
Queiroz
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Demonstragao do Teorema
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Conjuntos Demonstragao_

(Aula 4)

Ruy de Tome qualquer B g A.

Queiroz

(a) O conjunto de limitantes inferiores de B pode ter no
maximo um elemento maximo (se é que ele existe).
Portanto, B pode ter no maximo um infimo.

(b) O elemento minimo b de B é um limitante inferior de B.
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Demonstragao do Teorema

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 4)
Tome qualquer B C A.
(a) O conjunto de limitantes inferiores de B pode ter no

maximo um elemento maximo (se é que ele existe).
Portanto, B pode ter no maximo um infimo.

(b) O elemento minimo b de B é um limitante inferior de B.
Se b’ for qualquer outro limitante inferior de B, b’ < b
pois b € B.

Ruy de
Queiroz
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Ruy de
Queiroz

(a) O conjunto de limitantes inferiores de B pode ter no
maximo um elemento maximo (se é que ele existe).
Portanto, B pode ter no maximo um infimo.

(b) O elemento minimo b de B é um limitante inferior de B.
Se b’ for qualquer outro limitante inferior de B, b’ < b
pois b € B. Portanto, b € o maior limitante inferior do
conjunto de todos os limitantes inferiores de B.
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Demonstragao do Teorema

Teoria dos =
Conjuntos Demonstragao.
(Aula 4)
Tome qualquer B C A.
(a) O conjunto de limitantes inferiores de B pode ter no

maximo um elemento maximo (se é que ele existe).
Portanto, B pode ter no maximo um infimo.

(b) O elemento minimo b de B é um limitante inferior de B.
Se b’ for qualquer outro limitante inferior de B, b’ < b
pois b € B. Portanto, b € o maior limitante inferior do
conjunto de todos os limitantes inferiores de B.

(c) Se b é o infimo de B (i.e. b € o maior de todos os
limitantes inferiores de B), e b € B (poderia ser o
contrario), entdo obviamente b é o elemento minimo de
B.

Ruy de
Queiroz
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(Aula 4)
Tome qualquer B C A.
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Queiroz

(a) O conjunto de limitantes inferiores de B pode ter no
maximo um elemento maximo (se é que ele existe).
Portanto, B pode ter no maximo um infimo.

(b) O elemento minimo b de B é um limitante inferior de B.
Se b’ for qualquer outro limitante inferior de B, b’ < b
pois b € B. Portanto, b € o maior limitante inferior do
conjunto de todos os limitantes inferiores de B.

(c) Se b é o infimo de B (i.e. b € o maior de todos os
limitantes inferiores de B), e b € B (poderia ser o

contrario), entdo obviamente b é o elemento minimo de
B.

(d) E uma reformulagéo da definicao.




Teoria dos Conjuntos

Isomorfismo de ordenagoes

Teoria dos
Conjuntos

(Aula 4) Definigao

Ruy de

Queiroz Um isomorfismo entre dois conjuntos ordenados (P, <p) e
(Q, <q) € uma fungdo um-para-um h com dominio P e
contradominio Q tal que para todos p;,p> € P
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(Aula 4) Definigao

Ruy de

Queiroz Um isomorfismo entre dois conjuntos ordenados (P, <p) e
(Q, <q) € uma fungdo um-para-um h com dominio P e
contradominio Q tal que para todos p;,p> € P

p1 <p P2 se e somente se h(p1) <q h(p2).
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Teoria dos
Conjuntos

(Aula 4) Definigao

Ruy de . . : .
Queiroz Um isomorfismo entre dois conjuntos ordenados (P, <p) e

(Q, <q) € uma fungdo um-para-um h com dominio P e
contradominio Q tal que para todos py,p> € P

p1 <p P2 se e somente se h(p1) <q h(p2).

Lema

Sejam (P, <p) e (Q, <q) conjuntos linearmente ordenados,
e suponha que h seja uma fungdo um-para-um com
dominio P e contradominio Q tal que h(py) <q h(p2)
sempre que p1 <p Po.
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Ruy de . . : .
Queiroz Um isomorfismo entre dois conjuntos ordenados (P, <p) e

(Q, <q) € uma fungdo um-para-um h com dominio P e
contradominio Q tal que para todos py,p> € P

p1 <p P2 se e somente se h(p1) <q h(p2).

Lema

Sejam (P, <p) e (Q, <q) conjuntos linearmente ordenados,
e suponha que h seja uma fungdo um-para-um com
dominio P e contradominio Q tal que h(py) <q h(p2)
sempre que py <p p2. Entao h é um isomorfismo entre

(Pv ’<P) e (07 ‘<Q)'
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Demonstracao.

Precisamos mostrar que se py,p2 € P e h(p1) <q h(p2),
entao py <p Po.
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Demonstracao.

Precisamos mostrar que se py,p2 € P e h(p1) <q h(p2),
entdo p; <p po. Mas, como <p é uma ordenacao linear de
P, se p; ndao é menor que po, entdo ou p; = P2 OU

P2 <p Pi.
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Demonstracao.

Precisamos mostrar que se py,p2 € P e h(p1) <q h(p2),
entdo p; <p po. Mas, como <p é uma ordenacao linear de
P, se p; ndao é menor que po, entdo ou p; = P2 OU

p2 <p p1. No caso em que p1 = pp temos h(py) = h(p2), e
se po <p py entdo h(p2) <q h(p1) por hipdtese.
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Teoria dos Conjuntos

Demonstragao do lema

Demonstracao.
Precisamos mostrar que se py,p2 € P e h(p1) <q h(p2),

entdo p; <p po. Mas, como <p é uma ordenacao linear de

P, se p; ndao é menor que po, entdo ou p; = P2 OU

p2 <p p1. No caso em que p1 = pp temos h(py) = h(p2), e
se po <p p1 entdo h(p2) <q h(p1) por hipdtese. Em
qualquer dos casos temos uma contradicao com a hipétes

que h(p1) <p h(p2).

e
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