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Bem- Observacgao (Ponto de Partida)

Ordenados
(1) A operagao de sucessor de um conjunto x:
S(x) = xU{x}.
(2) n={meN|m<n}.

(3) N: o menor conjunto contendo 0 e fechado sob S.
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Qual é o sucessor de N?
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Resposta: N U {N}.

Questao
E o sucessorde NU {N}?

Observacao (O menor numero transfinito)
Segjaw=N=1{0,1,2,...}.
Agora:

Conjuntos
Bem-
Ordenados

0
&
I

wU{w} =

{ o w)
S(Sw)) = S(w)u{S(w)} ={0.1,2,...,w, S(w)}
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Notacao

Conjuntos

S Dado que a fungdo S deve denotar o sucessor de um
numero (finito), vamos transportar isso para os numeros
transfinitos:

Sw) = w+1
S(S(w)) = (wH+)+1=w+2
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Um conjunto W é bem-ordenado pela relagao < se
Conjuntos , o E
Bem- (a) (W, <) é um conjunto linearmente ordenado.

Ordenados
(b) Todo subconjunto na-vazio de W tem um elemento
minimo.

Definicao (Segmento inicial)

Seja (L, <) um conjunto linearmente ordenado. Um
conjunto S C L é chamado de um segmento inicial de L se
S é um subconjunto proprio de L e para todo a €, todos

X < a sa tambéem elementos de S.
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(1) O conjunto de todos os reais negativos é um segmento
inicial de R.

(2) O conjunto de todos os reais ndo-positivos € um
segmento inicial de R.

Lema

Se (W, <) é um conjunto bem-ordenado e S é um
segmento inicial de (W, <), entéo existe a € W tal que
S={xeW|x<a}.
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Conjuntos Seja X = W — S. Como S € um subconjunto préprio de W,
Brdenados X é ndo-vazio, e portanto tem um elemento minimo na
boa-ordenacao <. Seja a o elemento minimo de X. Vamos
mostrar que S é o conjunto de todos os elementos que
estao abaixo de a. Se x < a entdao x nao pode pertencer a
X, pois a é o menor elemento de X, portanto x pertence a
S. Caso contrario (i.e. x > a), x ndo pode estarem S
porque se estivesse entdo a também estaria em S pois S é

um segmento inicial. Logo, S = {x € W | x < a}. O

4
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conantos | Definicdo (Segmento inicial dado por um elemento a)
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oy e Se a é um elemento de um conjunto bem-ordenado (W. <),
Queiroz chamamos o ConjuntO

Conjuntos

s Wlal = {x e W|x < a}

Ordenados

de segmento inicial de W dado por a.

A\

Teorema (1.3)

Se (W, <4) e (Wa, <2) sdo conjuntos bem-ordenados,
entdo exatamente uma das condi¢cées abaixo se da:

(a) Wy e W, sao isomorfos, ou

(b) Wy é isomorfor a um segment inicial de Wa, ou
(c) Ws é isomorfor a um segmento inicial de W;.
Em cada caso, o isomorfirsmo é tnico.

h
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Conjuntos SetS)
S W; tem tipo de ordem menor que W» se W; for isomorfo a
Wala] para algum a € W.

Definicao

Uma fungéo f sobre um conjunto linearmente ordenado
(L, <) em L écrescente se x1 < x2 implica f(xq1) < f(x2).
(N.B. Uma fung3do crescente é um-para-um, e é um
isomorfismo de (L, <) e (ranf, <).)
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. Se (W, <) for um conjunto bem-ordenado e f : W — W for
S uma fungao crescente, entao f(x) > x para todo x € W.

Ordenados

Demonstracao.

Como W é bem-ordenado, qualquer subconjunto nao-vazio
X C W tem um elemento minimo. Em particular, o conjunto
X ={xe W] f(x) < x}tem um elemento minimo.
Chame-o a. Mas entéo f(a) < a, e f(f(a)) < f(a), pois f é
crescente. Dai, f(a) € X, o que é uma contradigao porque a
era supostamente o elemento minimo em X. O

v
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Bom (a) Nenhum conjunto bem-ordenado é isomorfo a um
segmento inicial de si préprio.

(b) Cada conjunto bem-ordenado tem apenas um
automorfismo, a identidade.

(c) Se Wy e W, forem conjuntos bem-ordenados
isomorfos, entao the isomorfismo entre W; e W» é

unico. |
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S do Teorema 1.3.
—— Sejam W; e W, conjuntos bem-ordenados. Do Lema 1.4,
= 0s casos (a), (b), e (c) do teorema sao mutuamente

exclusivos: se W; fosse isomorfo a Wa[ay] para algum

a, € Wa, e ao mesmo W, fosse isomorfo a W;[a;] para
algum a; € W;, entdo a composicao dos dois isomorfismos
seria um isomorfismo de um conjunto bem-ordenado sobre
um de seus proprios segmentos iniciais.
Também, a unicidade do isomorfismo em cada caso segue
do Corolario 1.5.

Ol

v
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aueies (c) sempre se da. Seja
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Bem-

OaERs f= {(X,y) € W1 X W2 ’ W1 [X] é isomorfo a Wg[y]}

Do Corolario 1.5, f € um-para-um: se W;[x] é isomorfo a
ambos Wa[y] e Ws[y'], entéao y = y’ pois do contrario Ws[y]
seria um segmento inicial de Wx[y’] (ou vice-versa)
enquanto que eles sao isomorfos, o que é impossivel.
Igualmente (x,y) € fe (x',y) € fimplica x = x'.

Agora, x < x’ implica f(x) < f(x’): se h é o isomofismo
entre Wi[x'] e Wh[f(x")], entdo a restricao h | Wi[x] € um
isomorfismo entre W;[x] e Wa[h(x)], portanto f(x) = h(x) e
f(x) < f(x). O

V.
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Dai, f € um isomorfismo entre seu dominio, um subconjunto de
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Queiroz W4, e seu contradominio, um subconjunto de W>. Se o dominio
Conuntos de f &€ W; e o contradominio de f(:e _Wg, enté9 VI,/1 é iso_morfo a
Bem- W,. Vamos mostrar que se o dominio de f ndo é o conjunto W,
Ordenados todo entdo ele é seu segmento inicial, e o contradominio de f é o

conjunto W, todo.

Assuma que dom f # W;. Note que o conjunto S = dom f € um
segmento inicial de W;: se x € Se z < x, seja h o isomorfismo
entre Wi[x] e Wa[f(x)]; entdo h [ W;[z] é um isomorfismo entre
Wi[z] e Wh[h(Z)], portanto z € S. Agora, para mostrar que

T =ranf = W,, assuma ao contrario, e derive uma contradigao,
e.g. mostre que T € um segmento inicial de W>. Mas entao
dom f = W;[a] para algum a € Wi, e ranf = W5[b] para algum
b € W,. Em outras palavras, f € um isomorfismo entre W;[a] e
Ws(b]. Isso é o mesmo que (a, b) € f, portanto

a e domf= Wla],i.e., a< a uma contradigdo. O
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Conjunto Transitivo

Definicao
Um conjunto T é transitivo se todo elemento de T é um
subconjunto de T.

Observacao

Um conjunto transitivo T é tal que para quaisquer u, v, se
ueveTentdou e T. Note que isso se da para todo
numero natural n: se k € m € n entio k € n.
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(a) « é transitivo.
(b) o é bem-ordenado por &,,.

Teorema
Todo numero natural é um ordinal.

Definicao
w=N.

Numeros
Ordinais

Se oo € um numero ordinal, entdo S(«) também é um
numero ordinal.
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