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Definigao

Conjuntos linearmente ordenados (A, <4) e (B, <p) séo
similares (i.e., ttm o0 mesmo tipo de ordem) se eles forem
isomorfos, i.e., se existir um mapeamento um-para-um f de
A sobre B tal que para todos a1, a> € A, a; <4 a» seda se e
somente se f(a;) <p f(az) se da.

Intuicao

Conjuntos ordenados similares “se parecem.” Portanto,
(N, <) e (Z, <) nao sao similares.

Tampouco (Z, <) e (Q, <).

Nem (N, <) e (Q, <).
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Tal qual no caso de numeros cardinais, € possivel assumir
que para cada conjunto linearmente ordenado esta
associado um objeto chamado de sua tipo de ordem de
modo que conjuntos ordenados similares tém o mesmo tipo
de ordem. (Do MathWorld: "Um tipo de ordem categoriza
totalmente conjuntos ordenados da mesma maneira que
um numero cardinal categoriza conjuntos. O termo é devido
a Georg Cantor, e a definigao funciona igualmente bem
para conjuntos parcialmente ordenados.”)
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Precisamos provar que todo subconjunto nao-vazio B de
um conjunto linearmente ordenado (A, <) tem um elemento
minimo.
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elementos de B. (Caso Base) Se B tem 1 elemento, a
afirmacao € obviamente verdadeira.
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Demonstracao.

Precisamos provar que todo subconjunto nao-vazio B de
um conjunto linearmente ordenado (A, <) tem um elemento
minimo. Podemos fazé-lo por inducao sobre o nimero de
elementos de B. (Caso Base) Se B tem 1 elemento, a
afirmacao € obviamente verdadeira. (Passo Indutivo)
Assuma que seja verdadeiro para todos os conjuntos de n
elementos e suponha que B tenha n+ 1 elementos. Entao
B = {x} U B onde B’ tem n elementos e x ¢ B'. Pela
hipotese da indugao, B' tem um elemento minimo x’.
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Se (A1, <1) e (A2, <2) forem conjuntos linearmente
ordenados e |Aq| = |Az| for finito, entao (A1, <1) e (Az, <2)
s&o similares.

Demonstracao.

Por inducao sobre o tamanho dos conjuntos A; € A,. (Caso
Base) Se n=0, entdao A; = A> =0 e (Aq,<1), (A2, <2) sao
obviamente isomorfos. (Caso Indutivo) Assuma que o
enunciado € verdadeiro para todas as ordenagoes lineares
de conjuntos de n-elementos. Seja |A1| = |Az| = n+1.
Pelo lema anterior, <1 e <, sao boas-ordenacoes, portanto
suponha que ay (a», respectivamente) seja 0 menor
elemento de (Ay, <1) ((A2, <2), respectivamente).
(continua...) O
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E imediato verificar que f é um isomorfismo entre (A{,<1) e
(A2, <2). [
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Se (A, <) for uma ordenacéao linear, entdo (A, <~') também
é uma ordenacao linear.
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(na ordenacgéo usual < dos numeros naturais

€ uma ordenagdo linear de [[;., A;.
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Similaridade (cont.)

Teoria dos
Conjuntos
(Aula 10)

Quairos Teorema
Ordenagd Seja ((Ai,<i) | i € I) um sistema indexado de conjuntos
rdenagoes ~ e
Lineares linearmente ordenados, onde | C N. A relagdo < sobre
[1;c, Ai definida por

f<g sse diff(f,g)={iel|fi#g}#0efy<j g
onde iy € o menor elemento de diff(f, g)
(na ordenacgéo usual < dos numeros naturais

€ uma ordenagdo linear de [[;., A;. (Essa ordenagéo e
chamada de ordenagao lexicografica.)
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Conjuntos Densos

Teoria dos

b Definigao

Ruy de Um conjunto ordenado (X, <) é denso se ele tem pelo
e menos dois elementos e se para todos a,b € X, a< b

QS implica que existe c € X talque a < ¢ < b.

Lineares




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Densos

UER

Teoria dos
s Definigao

Ruy de Um conjunto ordenado (X, <) é denso se ele tem pelo
S menos dois elementos e se para todos a,b € X,a< b

Caties implica que existe ¢ € X talque a < ¢ < b.

Lineares

Teorema
Sejam (P, <p) e (Q, <q) conjuntos linearmente ordenados

contaveis densos sem extremidades.
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Conjuntos Densos

Teoria dos

Teoria d ——e
e Definigao

Ruy de Um conjunto ordenado (X, <) é denso se ele tem pelo
Queiroz -
menos dois elementos e se para todos a,b e X,a< b
Caties implica que existe ¢ € X talque a < ¢ < b.

Lineares

Teorema

Sejam (P, <p) e (Q, <q) conjuntos linearmente ordenados
contaveis densos sem extremidades. Entao (P, <p) e
(Q, <q) séo similares.




Teoria dos Conjuntos

Conjuntos Densos

UER

Teoria dos

b Definigao

Fuy do Um conjunto ordenado (X, <) é denso se ele tem pelo
menos dois elementos e se para todos a,b e X,a< b

Caties implica que existe ¢ € X talque a < ¢ < b.

Lineares

Teorema

Sejam (P, <p) e (Q, <q) conjuntos linearmente ordenados
contaveis densos sem extremidades. Entao (P, <p) e
(Q, <q) séo similares.

Teorema

Todo conjunto linearmente ordenado contavel pode ser
mapeado isomorficamente em qualquer conjunto
linearmente ordenado denso contavel sem extremidades.
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