1.1

Matematica Discreta

Provas Anteriores

Légica e Prova

Introducao a Légica e Tabela Verdade

. {0,25 pt} Dé um exemplo de uma sentenga que é uma proposicao e justifique

porque ela é uma proposicao.
Resposta: “Joao gosta de futebol” é uma proposi¢ao porque pode ser verda-
deiro ou falso, mas nao ambos.

{0,25 pt} Dé um exemplo de uma sentenga que nao é uma proposicao e justi-
fique porque ela nao é uma proposicgao.

Resposta: “Faca todos as questoes da prova” nao é uma proposicao porque
nao é nem verdadeiro nem falso.

{0,5 pt} Faca a tabela verdade de (p — —¢q) — (¢ V —p).

Resposta:
pla|—q|(p—=—q) | -p|(gV—p)|(p——qg) —(qV-p)
FIF| T T T T T
FIT|F T T T T
TIE|T T F F F
TIT|F F F T T

{0,4 pt} Prove por tabela verdade que —((¢ A (¢ V p))V —q) =F.
Resposta:

plalaVvplan(gVp) | —q|(gA(gVp)V-g|=((gA(gVp))V—q)
FIF| F F T T F
FIT| T T F T F
TIF[ T F T T F
TIT[ T T F T F

{0,7 pt} Prove por tabela verdade que ((p = ¢) A(p—= 7)) = (p = (gAT)).
Resposta:
Seja LE (lado esquerdo) = (p = ¢) A (p — 1) e



LD (lado direito) = p — (g A r).

plgq|r|p—q|p—r|LE|gqANr|LD|LE <+ LD
FIF|F|T T T |F T |T
FIF|T|T T T |F T |T
FIT|F|T T T |F T |T
FIT|T|T T T | T T |T
T/ F|F|F F F F F T
TIF|T|F T F F F T
TIT|F|T F F F F T
TIT|T|T T T | T T |T

Resposta 1: Como a 9a coluna é uma tautologia, ((p — ¢) A (p — 1)) =

(p— (gAT)).
Resposta 2: Como a coluna LD e LE tém os mesmos valores a cada linha,

(p—=aNp—r1) = (p—(gAT)).

. {0,7 pt} Prove por tabela verdade que ((pAq)V (pAT))=-(p— —(qVr)).
Resposta:

plalr|pAglpAr | (pAgQV(gVr) qVr|=a(gVvr)|p——(qgVr)| -(p— -(gVr))
FIF|F| F F F F T T F
FIF|T| F F F T F T F
FIT|F| F F F T F T F
FIT|T| F F F T F T F
TIF|F| F F F F T T F
TIF|T| F T T T F F T
TITIF[ T F T T F F T
TITIT] T | T T T F F T

Como as colunas 6 e 10 tém o mesmo comportamento linha a linha, as ex-
pressoes ((pAq)V (pAT))e—(p— —(qVr)) sao logicamente equivalentes.

. {0,7 pt} Prove por tabela verdade que ((p = 7r)V(g—=1)=((pAq) — ).
Resposta:

plg|r|p—=rlgor|(p=r)Vig=r) | (pAg | (pAg —r
FIFIF| T T T F T
FIF|T| T T T F T
FITIF| T F T F T
FIT(T| T T T F T
TIF[F| F T T F T
TIF[T| T T T F T
TIT[F| F F F T F
TIT(T| T T T T T

Como as colunas 6 e 8 tém o mesmo comportamento linha a linha, as expressoes
(p—=1r)V(g—r1))e((pAq) — r)sao logicamente equivalentes.

. {0,7 pt} Prove por tabela verdade que
( (p= gV Ag)) A (p—=4q) ) = ¢



10.

11.

Resposta: Sejam

A=qV-q

B=(qV—-—=q)Agq
C=p—((qV-7q) Nq)

D=-p

E=-p—q
F=(p—=(gv-qANqg)) N (—p—q)
pqﬁqﬁﬂQﬂﬂ—'qABCDEF
FIF| T | F T |T|F|T|T|F|F
FIT F| T F (T|T|T|T[T|T
TIF|T| F T |T|F|F|F|[T|F
TIT|F| T F [T|T|T|F[T|T

Como as colunas 2 e 11 tém o mesmo comportamento linha a linha, as ex-
pressoes sao logicamente equivalentes.

{0,7 pt} Prove por tabela verdade que

(((sAs)V=g) A (((mg—=—q)A=q)Vs)) = (g—s)

Resposta:

qg|s|sAns|=g|(sAs)|=g——q]|(=g——q)| (=g — —q) (s \'s)V=g)A q—S

Vg A—q Aq) Vs | (((mg = —q) AN—q) V s)

FIF| F [T | T T T T T T
FIT| T [T | T T T T T T
TIF| F [F F T F F F F
TIT] T [F T T F T T T

Como as colunas 9 e 10 tém o mesmo comportamento linha a linha, as ex-
pressoes sao logicamente equivalentes.

{0, 3 pt} Traduza para uma férmula da légica proposicional: Se chove e molha,
entdo ou vou a praia ou ndo molha (mas nao ambos).

Resposta:
p = chove
q = molha

r = vou a praia
Tradugao: p A g — 1@ —q

{0,5 pt} Faca a tabela verdade da sua tradugao do Quesito 10.

Resposta:
Plqg|T|PNqg|q|TDq|pNg—=TDq
FIF|F F T T T
FIF|T F T F T
FIT|F F F F T
FIT|T F F T T
TIF|F F T T T
TIF|T F T F T
TITIF|] T F F F
T|T|T|] T F T T




12.

13.

14.

15.

16.

17.

{0,2 pt} Responda “Sim” ou “Nao”: a frase do Quesito 10 é uma tautologia?

Resposta: Nao.

{0, 3 pt} Traduza para uma férmula da l6gica proposicional: Ganhar ou perder
(ou ambos) implica em aprender e nao perder.

Resposta:
p = ganhar
q = perder

r = aprender
Tradugao: pV g —r A —q

{0,5 pt} Faca a tabela verdade da sua tradugao do Quesito 13.
Resposta:

plalr|pVal-q[rA-glpVg—rn—g
FIF[F| F | T | F T
FIFI[T| F | T| T T
FIT/F| T |[F| F F
FIT[T| T |[F| F F
T|FIF| T |T| F F
TIF(T| T |T| T T
T|T[F| T |[F| F F
T|(T|[T| T |F| F F

{0,2 pt} Responda “Sim” ou “Nao”: a frase do Quesito 13 é uma contradigao?

Resposta: Nao.

Traduza cada sentenca abaixo em uma férmula da logica de predicados. Nao
precisa definir o dominio. Ele é dado no enunciado: consiste de todas as
pessoas do planeta. Para definir suas férmulas, use as func¢oes proposicionais

HUMANA(z) = “x é humana”
MORTAL(z) = “x é mortal”.

a) {0,2 pt} Para toda pessoa, se ela é humana, entao ela é mortal.
Resposta: Vo(HUMANA(x) - MORTAL(x))

b) {0,2 pt} Sécrates é humano.
Resposta: HUMANA(Sécrates)

c) {0,2 pt} Sécrates é mortal.
Resposta: MORTAL(Sé6crates)

d) {0,2 pt} Nao é verdade que existe uma pessoa que seja humana e nao seja
mortal.

Resposta: ~3x(HUMANA(x) N -MORTAL(z))

Traduza cada sentenca abaixo em uma férmula da logica de predicados. Nao
precisa definir o dominio. Ele é dado no enunciado: consiste de todas as
pessoas do planeta. Para definir suas férmulas, use as func¢oes proposicionais



FACEBOOK (z) = “x esta no Facebook”
INTERNET (z) = “x gosta da Internet”.

a) {0,2 pt} Nao é verdade que existe alguém que, se ela estd no Facebook,
entao ela nao gosta da Internet.
Resposta: —3z(FACEBOOK (x) — =INTERNET (z))

b) {0,2 pt} Fulano nédo esta no Facebook.
Resposta: “FACEBOOK (Fulano)

c) {0,2 pt} Se existe alguém que estd no Facebook, entao existe alguém que
gosta da Internet.
Resposta: (3x(FACEBOOK (x))) — (Jy(INTERNET (y))
Outra resposta possivel: (3x(FACEBOOK (x))) — (Jx(INTERNET (z))

d) {0,2 pt} Para toda pessoa, ela estd no Facebook e ela gosta da Internet.
Resposta: Va(FACEBOOK (x) N INTERNET (x))

18. Traduza cada sentenga abaixo em uma férmula da logica proposicional.

a) {0,2 pt} A Microsoft tem lucro se, e somente se, a Apple tem prejuizo.
Resposta: p <» ¢, onde p = A Microsoft tem lucro e q = A Apple tem prejuizo.

b) {0,3 pt} (A Microsoft tem lucro e a Apple tem prejuizo) ou (nao é verdade
que a Microsoft tem lucro e nao é verdade que a Apple tem prejuizio) (ou
ambos).

Obs. Os parénteses acima servem para tirar a ambiguidade da frase.
Resposta: (p A q)V (=p A —q), onde p = A Microsoft tem lucro e ¢ =
A Apple tem prejuizo.

c) {0,5} Faca a tabela verdade do se-e-somente-se das proposigoes descobertas

nas letras a) e b) e responda “Sim” ou “Nao” se elas sao logicamente

equivalentes ou nao.
Resposta: Sim.

plalphg|-p|-q|(pAq) | (PAQV(pA—q) [peq| (peq < (PAQV(pA—g)
FIF| F | T|T T T T T
FIT| F | T|F F F F T
TIF| F | F| T F F F T
T[T T | F|F F T T T

19. Traduza cada sentenga abaixo em uma férmula da légica proposicional.

a) {0,2 pt} Nao é verdade que, (se a Copa for no Brasil, entao nao havera
mais engarrafamentos).

Obs. Os parénteses acima servem para tirar a ambiguidade da frase.
Resposta: —(p — —q), onde p = A Copa serd no Brasil e ¢ =Haverd
engarrafamentos.

b) {0,3 pt} A Copa serd no Brasil e havera engarrafamentos.

Resposta: p A g, onde p = A Copa serd no Brasil e ¢ =Haverd engarra-
famentos.



20.

21.

1.2

1.

c) {0,5} Faca a tabela verdade do se-e-somente-se das proposigoes descobertas
nas letras a) e b) e responda “Sim” ou “Nao” se elas sao logicamente
equivalentes ou nao.

Resposta: Sim.

pla|l-q|p—=—qg|~(p——q) | pAqg|-(p—=—q) < (PAg)
FIF| T T F F T
FIT| F T F F T
TIF[ T T F F T
TIT|F F T T T

{0,7 pt} Traduza a frase abaixo para légica proposicional:

Se eu me eleger e eu for honesto, entao nao haverd milagres ou eu
nao sou honesto (mas nao ambos).
Obs 1. Deixe claro quais frases suas variaveis p, q, 7, s, t, etc. representam.
Obs 2. Existe mais de uma resposta correta. Escolha uma.
Resposta:
p = Eu me elejo

q = Eu sou honesto
r = Haverd milagres

Resposta 1: (p A q) — (—r & —q).
Resposta 2: ((p A q) — —r) ® —q.

{0,7 pt} Traduza a frase abaixo para légica proposicional:

Se nao é verdade que eu sou famoso e nao é verdade que eu sou
politico, entao se eu apareco na TV, entao eu sou importante.

Obs. Deixe claro quais frases suas variaveis p, q, r, s, t, etc. representam.
Resposta:

p = Fu sou famoso
q = Eu sou politico
r = Fu apareco na TV
s = Eu sou importante

(=pA=q) = (r = s).

Légica Proposicional e de Predicados - Prova de Equi-
valéncias

{1,0 pt} Prove, sem usar a tabela verdade, que

(p— =) A(p——r)==((qgVr)Ap).



Justiﬁque Cada passo da prova com uma equagéo €111 anexo.
Resposta:

= =q) A (p— )

p— (mg A ) [27]

-pV (—|q A —|T') [22]
—pV-(gVr) [17]
~(pA(gVr)) [16]
=((gVr)Ap) [11]

11T T [ T s

. {0,8 pt} Prove com equivaléncias légicas que

=(pV(pAT)V(=gVor) == ANp—r).

Justifique cada passo de prova com as equagoes em anexo.

Resposta:
~(pV(pAT))V(=(gV )
= (-p) V (=(qV —r)) [18]
= (—p) V (g A=) [17]
= (-p) V (mgAT) 9]
=p— (—gAT) [22]
=(p—-9ANp-—r) [27]

. {2,0 pt} Prove que

(rvs)<rq) = (;rA=s) Vg A(=gV(rVs)))

Resposta:

<
<

$) < q

rVvVs)—=q)A(g— (rvs)) [
—(rvs)Vg Alg—=(rvs)) |
S(rVs) Vg A(mgV(rvs)) |
(crA=s) V@) A (=g V(rVs)) |

N N N N
—

. {2,0 pt} Prove que
(rvs)«q) = (brA=s) Vg A(mgV(rVs)))

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

e
<

s) <> q

(rvs)=a)Alg—(rvs) |
((rvs)Va)Alg—(rvs) |
((rvs)Va A(=gV(rvs)) |
(FrA=s) Vg A(mgV(rvs)) |



5. {1,3 pt} Prove que ((g A7)V ((-p — p) — p)) = T. Justifique cada passo de
prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo. A unica excegao a esta
regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10),
(11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.
Resposta:

(ghAr)V ((=p—p) = p)

=(qAr)V(=(=p—p)VDp) 22]
=(qgAr)V (=(==pVp)Vp) 22]
=(@Ar)V(=(pVp)Vp) 9]
=(gAT)V(-pVp) 7]
=(gAr)VT [10,20]
=T 5]

6. {1,3 pt} Prove que ((pAq)V(pAT)) =—(p — —(qVr)) utilizando as equagdes
em anexo. Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista
em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e asso-
ciatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas
simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
ANg)V(pAT)
pA(qgVT) [15

W01

Outra resposta possivel:
~(p—= (g Vr))
=pA(qVr) [25]
=(@AqVpAr) [15]

7. {4,0 pt} Prove que —=(p > q) = (p <> —¢). Nao utilize a equagao 34.
Justifique cada passo de prova com uma das equagoes ou regra de inferéncia

Resposta:

—=(p < q)

=-(p—= 9 AN(g—p) 31]
=-((-pVq) A(=qVDp)) 22,22]
=-(-pVaq)V-(-qVp) [16]
= (7 p A =q) V (=g A —p) [17,17]
=(A-q)V(gA-p) [9,9]
=((pA~9) Vg A((pA—g)V—p) [14]
=((pvg A(gV—=g)AN((—pVp)A(-pV~—gq) [10,14]
=((pVOAT)A(TA(=pV —q)) [10,20]
=(@VgA(pVg) [10,3]
=(pV-=g) A(=pV —q) [9]
= (—pV —q) A (=g V p) [10,10]
=(p— ¢ AN(~q—Dp) [22722}

p g 31



8.

10.

{1,3 pt} Prove que ((p = r)V (g — r)) = ((pAgq) — r) utilizando as equagoes
em anexo. Nao utilize a equacao 30. Justifique cada passo de prova com
exatamente 1 equagao da lista em anexo. A tunica excegao a esta regra é o
uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12)
e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

—

p—r)V(g—r)
(mpVr)Vi(g—r) [22
(—=pVr)V(-gVr) [22

= ]
= ]
=(-pV-q) V(rvr) [10,12]
=(-pV-q)Vr [7]
=-(pAq)Vr [16]
=(pAq)—r [22]

{1,3 pt} Prove que ( (p — ((¢V—=—=¢)Aq) ) A (-p — q) ) = q utilizando as
equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao
da lista em anexo. A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e
associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas
simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

(p—=((gV—-q)ANq)) N (=p—q)

=(p—=> gV Ag) ) N (=p—q) [9]
=(p—=>(TAg) ) AN (mp—7q) [20]
=(p—>a9 AN (tp—q) [10,3]
=(pV-p) —q 28]
=T —gq [20]
=TV q [22]
=FvVvyg 2]
= [10,4]

{1,0 pt} Prove utilizando as equagoes em anexo que:

( Va=3y((F32Q(z,y,2)) = Plx,y)) ) = ( VaVy(=(Vz=Q(z,y,2)) A =P(z,y) ) )

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tinica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:

Vo-Jy( (32Q(2,y,2)) = P(z,y) )
= VaVy—( (F2Q(x,y,2)) — P(x,y) )

[
= VaVy( (F2Q(z,y,2)) A =P(z,y) ) [20]
= VaVy( ——=(32Q(z,y,2)) A =P(z,y) ) [9]
= vxvy( ﬁ(\VIZ_'Q(ZL‘, Y, Z)) A _'P<CC, y) ) [36]



11.

12.

13.

{2,0 pt} Prove utilizando as equagoes em anexo que:

(((p=aAN(@=p)—=p@—q )=T

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:

(p—=a)N(g—=p)—@—=q)

=(p—=9—=@—=9)Vg—p) —@—q) [30]
=(p—=>q9Vvip—>9)V(eg—=p —(—q) [22
=TV((g—p) —(—q) 10,20}
T [10,5]

{1,3 pt} Prove que

(((sAs)V=g) A (((mg—=—q)Anq)Vs)) = (g —s)

utilizando as equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exata-
mente 1 equacao da lista em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

(sAs)V=g) A (((mg — —g) A=q) V s)

=(sV =9 A (((mg = —=q) AN=q) V s) 8]
=(sVq) A ((=(=q) V=g) A=g) V)  [22]
=(sV=g) A (((qV—g) A=q)Vs) [9]
=(sV=g) A ((TA=g)Vs) [20]
=(sV—q) A (—qVs) [11,3]
=-qVs [10,8]
=q—s [22]

{1,0 pt} Prove utilizando as equagoes em anexo que:

( Vady(=P(z,y) A=Q(z,y)) ) =( ~FaVy(P(z,y) vV Qz,y)) )

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacgao da lista em anexo.
A 1nica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.
Resposta:
Vedy(=P(z,y) A =Q(z,y))
= Vady—(P(z,y) v Q(z,y)
= Va=Vy(P(z,y) v Q(z,y)) [30]
= ﬁE'ﬁVy(P(I, y) N Q(l’, y)



14. {2,0 pt} Prove utilizando as equagoes em anexo que:

15.

16.

(=(=pA@A=(=gAp))=(p+q)

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.
Resposta:

~(=p A q) A=(=g Ap)

(——pV—q) A=(-qAp) [16]

(== V =) A (=g V —p) [16]

(V=g A(==gV—p)  [9]
(pV—q)A(qV—p) [9]

(g —p)A(gV-p) 10,22]
(g=p)Np—aq) [10,22]

P g [11,31]

{1,0 pt} Prove que
( (A=) AN(rV=(=pVyg)) = (pPA—q) ) = T

utilizando as equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exata-
mente 1 equacao da lista em anexo. A Unica excecao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

o

pA=g)A(rV —(=pVq)— (pA—q)

=(A-g) A(rV(=(=p) A=q))) = (pA—q) [17]
=(pA-g ATV PA-) = (pA-g) [9]
=N NA((pA-g) V)= ( ) [10]
=(pA-q) = (pA—q) [19]
=-(pA=q)V(pA—q) [22%

Il
_|
-
\’O
[N}
o

{1,0 pt} Sejam as premissas

Jz(=R(z) V =S(z)),
Eﬂ ﬁ(P(;’) )V(V(Z( (2) A S(2))) e

z
Qy))).

Conclua, usando as equagoes em anexo, que Jy(Q(y)). Justifique cada passo
de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A Unica excegao a

esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes
(10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Ve(P(x))) = (3

Resposta:



1. 3z(-R(2) vV =5(2)) [Premissa]
2. 3z=(R(2) AN S(2)) [16 em 1]
3. Vz(R(z) A S(2)) [36 em 1]
4. (=3z—(P(x))) V (V2(R(z) A S(2))) [Premissal
5. (-dx—(P(x))) [40 em 3 e 4]
6. Ve (P(x)) [35 em 5]
7.Vz(P(x)) [9 em 6]
8. (Ve (P(x))) = (By(Q(y))) [Premissal
9. Iy (Q(y)) 37 em 7 e §]

17. {1,0 pt} Prove que

VaVz( =P(z,2) A (kVy(Q(z, z, k,y) A =R(z, 2, k,y))) )
= —3z3z( Pz, 2) vV (VEIy(—Q(x, 2, k,y) V R(x, 2, k,y))) )

utilizando as equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exata-
mente 1 equacao da lista em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

VaVz( =Pz, 2) A (kVy(Q(z, z, k,y) AN =R(z, 2, k,y))) )

=VaVz( = P(x, 2) A (kVy(——Q(x, z, k,y) AN —R(z, 2, k,y))) ) [9]
= VaVz( = P(z, 2) A (FkVYy—(—Q(z, 2, k,y) V R(z, 2z, k,y))) ) [17]
= VaVz( = P(z, 2) A (Fk—Fy(—Q(z, 2, k,y) V R(x, 2z, k,y))) ) [35]
= VaVz( = P(z, 2) A (=VEIy(—Q(z, 2, k,y) V R(x, 2z, k,y))) ) [36]
= VaVz—( P(z,2) V (VkIy(—=Q(z, 2, k,y) V R(x, 2z, k,y))) ) [17]
= Va—3z( P(x,2) V (VkIy(—=Q(z, 2, k,y) V R(x, 2, k,y))) ) [35]
= —Jadz( P(xz,2) V (VkIy(—Q(z, 2, k,y) V R(x, 2, k,y))) ) [35]

18. {1,0 pt} Prove que

pA((m===pVp)V(r—s)) = p

utilizando as equacgoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exata-
mente 1 equagao da lista em anexo. A tnica excegao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
pA((——=pVp) V(1 —s))
=pA((=pVp)V(r—s)) |
=pA(pVp)V(r—s)) |
=pAV(r—s)) [

=p 1
Lembre-se: —=———p V p significa (————p) V p.
19. {1,0 pt} Sejam as premissas

(Va(Q(z) = R(z)) ) — ( 3yvk(S(y, k) A P(y, k)) ) e
Yy3k(=S(y, k) v —P(y, k).



Conclua, usando as equacoes em anexo, que 3z(Q(x) A R(x)).

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:
1. Yy3k(=S(y, k) vV =P(y, k)) [Premissal
2. Vy3k—(S(y, k) A P(y,k)) [16 em 1]
3. Vy=VE(S(y, k) A P(y,k)) [36 em 2]
4. =3YyVk(S(y, k) N Py, k)) [35 em 3]
5. (Vz(Q(z) = R(x)) ) — ( IyVk(S(y, k) A Py, k)) ) [Premissal
6. Vz(Q(x) = R(z)) [38 em 4 e 5]
7. dz-(Q(x) — R(x)) [36 em 6]
8. Jz(Q(x) A —R(x)) [26 em 7]

. {1,0 pt} Prove que

(VaIk(Q(x, k) V R(x,k)) )V ( IzVw(—R(z,w) A S(z,w)) )
= (Ve (Q(z, k) V R(z, k) ) A ( VzIw(R(z,w) V=S (z,w)) ) )

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tinica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:

(VaIk(Q(x, k) V R(x,k)) )V ( FzVw(—R(z,w) A S(z,w))

= (VeIdk——(Q(x, k) V R(x, k) ) V ( I2Vw(—R(z,w) A S(z,w)) ) 9]
= (Ve VEk—-(Q(z, k) V R(x, k) ) vV ( I2Vw(—R(z,w) A S(z,w)) ) [36]
= (V- (Q(x, k) V R(x, k) )V ( F2Vw(—R(z,w) A S(z,w)) ) [35]
= ( IV~ (Q(x, k) V R(x,k)) ) V ( F2Vw(—R(z,w) A ==S(z,w)) ) 9]
= ( ~IVE~(Q(x, k) V R(x, k) ) V ( IzVw—(R(z,w) V =S (z,w)) ) [17]
= ( ~FaVk-(Q(x, k) V R(x,k)) ) V ( Fz—Fw(R(z,w) V =S(z,w)) ) [35]
= ( ~FaVEk-(Q(x, k) V R(x, k) ) V ( "Vz3w(R(z,w) V =S(z,w)) ) [36]
= ( FaVk-(Q(z, k) V R(x k) )N (Vz3w(R(z,w) vV =S(z,w)) ) ) [36]

. {0,5 pt} Prove que as férmulas das respostas das letras a) e d) do Quesito 16
da Secao 1.1 sao logicamente equivalentes utilizando as equagoes em anexo.
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excecgao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:

~Ju(HUMANA(z) A ~MORTAL(z))

= Va~(HUMANA(z) A ~MORTAL(z))  [35]
= Vo (~HUMANA(z) V ——MORTAL(z)) [16]
= Va(~HUMANA(z) V MORTAL(z)) 9]
= Vo(HUMANA(z) — MORTAL(z))  [22]



22.

23.

24.

{0,7 pt} Prove que

(pA(PV-p)V(a(mgVr) = p—(gAT)

utilizando as equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exata-
mente 1 equagao da lista em anexo. A tnica excegao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

“(pA(pV—p)V(=(=gV-r))

=-(pAT)V (=(=gV-r)) [20]
= —(p) V (=(=gV 1)) [3]
=-(p) V (=g A ) [17]
=-(p)V(gA—) [9]
=-(p)V(gAT) [9]
=p—(¢AT) [22]

{0,5 pt} Prove que as férmulas das respostas das letras a) e d) do Quesito 17
da Secao 1.1 sao logicamente equivalentes utilizando as equagoes em anexo.
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacgao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:

~32(FACEBOOK (z) — ~INTERNET (z))
= Vz(~(FACEBOOK (x) — ~INTERNET (z)) [35]
= Vz(FACEBOOK (z) A INTERNET (z)) [25]

{0,7 pt} Prove que

Vr(P(z) = —Jy(=Q(z,y) = ~R(z,y))) = Yz(Vy(R(z,y)A\~Q(x,y))V-P(x))

utilizando as equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exata-
mente 1 equacao da lista em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
Va(P(z) — —Jy(=Q(z,y) — —~R(z,y)))
= Va(P(r) = Vy=(=Q(z,y) = ~R(z,y))) [35]
= Va(P(r) = Vy~(R(z,y) — Qz,9))) 23]
= Va(P(r) = Vy(R(z,y) A ~Q(z,9))) [26]
= Va(=P(x) VVy(R(z,y) A ~Q(z,y))) 22]
= Va(Vy(R(z,y) A —~Q(z,y)) V ~P(z)) [10]



25.

26.

{1,0 pt} Prove que (p <> q) = ((p A q) V (—=p A —q)) utilizando as equagoes
em anexo, exceto a equagao 33, que nao pode ser usada. Justifique
cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A tnica
excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja,
as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1
passo de prova.

Resposta:

perq
(p—=q)AN(g—p) 3 %

=(pVq) A(~gVp) 22,22
=((=pVa)N—q)V ((ﬁpw) A D) [15,15]
= (mg A (ﬁpvQ)) V(pA(=pVaq) [11,11]
= ((mg A=p) V (=g A ))\/((p/\ﬂp)\/(p/\q)) [15,15]
=((=gA=p)VF)V((pA-p)V(PAQ) [11,21]
= ((~gA—-p)VF) Vv (F (p/\C])) [21]
= ((mgA=p) V(FV(pAq)) [4]
=(gA-p)V(pAq) [10,4]
=(pAq)V(~gA-p) [10]
=(@ANqV(~pA—g) [11]

Seja o dominio as cidades do Brasil. Sejam

P(z) = vai ter passeata em x
B(x) = a passagem de onibus vai ficar mais barata em x

a){0,25} Traduza para logica de predicados usando P(z) e B(z) dados no
enunciado: Se existe uma cidade que nao vai ter passeata, entdo nao
¢ verdade que, para toda cidade, a passagem de Onibus vai ficar mais
barata.

Resposta:
(B (=P(z))) = ~(Va(B(x)))

b){0,25} Traduza para légica de predicados usando P(z) e B(x) dados no
enunciado: (toda cidade vai ter passeata) ou (nao é verdade que em toda
cidade a passagem de 6nibus vai ficar mais barata) (ou ambos).

Obs. Os parénteses da frase servem para tirar a ambiguidade.
Resposta:
VaP(z)V —VzB(x)

c){0,5 pt} Prove que os predicados encontrados nas letras a) e b) acima sao
logicamente equivalentes utilizando as equacoes em anexo. Justifique
cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A
Unica excegao a esta regra ¢ o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultane-
amente em 1 passo de prova.

Resposta:

Jz(=P(z))) = ~(Vz(B(z)))
—(Jz(=P(z))) vV ~(VzB(z)) [22]
(Ve P(z)) V =(VeB(z))  [36]
Vo P(z) V —~VaxB(x) [9]

I I|| g



27. {1,0 pt} Prove que ((p A —r) — (¢ = r)) = ((p A q) — r) utilizando as

28.

29.

equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao
da lista em anexo. A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e
associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas
simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

—~
o

pA-T) = (¢ =)
—(pA-r)V(g—T)  [22

= ]
=(pV-or)Vi(g—r) [16]
=(pVr)Vig—r) [9]
=p—or)V(ig—r) [22]
=(pANqg)—r [30]

Seja o dominio o conjunto dos jogos da Copa das Confederacoes.
Sejam
B(x) = o Brasil ganha o jogo x
N(z) = Neymar faz gol neste jogo x.

a){0,25 pt} Traduza para légica de predicados usando B(z) e N(z) dados no
enunciado: Nao ¢é verdade que, para todos os jogos, se o Brasil ganhar o
jogo, entao Neymar faz gol neste jogo.

Resposta:
~(Vz(B(x) = N(z)))

b){0,25 pt} Traduza para légica de predicados usando B(x) e N(z) dados no
enunciado: Existe um jogo que o Brasil ganha e Neymar nao faz gol neste
jogo.

Resposta:
Jz(B(x) A =N(x))

c){0,5 pt} Prove que os predicados encontrados nas letras a) e b) acima sao
logicamente equivalentes utilizando as equagOes em anexo. Justifique
cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A
Unica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultane-
amente em 1 passo de prova.

Resposta:
—(Vz(B(z) = N(z)))
= Jdz(—(B(z) — N(z))) [36]
= Jz(B(z) A =N(x) [26]

{1,3 pt} Prove que (((p A q) Ap) = (=pV —q)) = (=(p Ag)). Justifique cada
passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A tnica excegao
a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes
(10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:



(PAg)Ap) = (mpV —q)

(pAP)ANq) = (mpV —q) [11,13]
(pAq) = (=pV—q) 8]
~(pAq)V (=pV —q) [22]
~(pAq)V-(pAg) [16]
—~(pAq) 7]

(Vz(P())) = By(P(y)) AVz(P(x))) = ~(Va(P(x))) V (3y(P(y)))

utilizando as equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exata-
mente 1 equacao da lista em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
(Ve(P(x))) = (Fy(P(y)) AVz(P(x)))
= ~(Va(P(x))) v Sy(P(y)) AVz(P(x))) 22]
= (2(Ve(P(@)) v By(P(y)))) A (~(Ve(P(x))) V (Va(P(x))))  [14]
= (=(Vz(P(z))) v Fy(P(y)))) AT [10,20]
= =(Vz(P(z))) v Fy(P(y))) 3]

- {1,3 pt} Prove que (((p A (===p)) Vp) = (=(pV (-—p)) = —p)) =T
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:

—~
—~

pA(===p)) Vp) = (=(pV (=—p)) = —p)

=((pA-p)Vp) = (=(pVp) — p) [9,9]
=(Fvp) = (=(pVp) — —p) 21]
=p— (=(pVp) — ) [10,4]
=p— (-p— ) [7]
=p— (mpV-p) 22]
=p—(pV-p) 9]
=p—T [20]
=-pVT [22]
=T 5]

. {1,0 pt}] Prove que
(3x(P(x)) A ~(Va(=P(2)))) = Jz(P(x)) = T

utilizando as equacoes em anexo. Justifique cada passo de prova com exata-
mente 1 equacao da lista em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.



32.

33.

34.

Resposta:

(Fz(P(z)) A =(Vz(=P(2)))) — Jz(P(x))

= (Fz(P(2)) A (Bz=(=P(2)))) — Jz(P(x))  [36]
= (Fz(P(z)) A Bz(P(x)))) — (P (x)) 9]
= (Jz(P(x))) — Jz(P(x)) 8]
= —(3x(P(z))) vV Jz(P(z)) [22]
=T [10,20]

{1,3 pt} Prove que ((¢ — —p) = q) = q. Justifique cada passo de prova com
exatamente 1 equacao da lista em anexo. A tunica excegao a esta regra é o
uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12)
e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

— p) = q
-(¢g—-p) Vg [22
—(-qV-p)Vg [22

e i e =

]
]
(m=g A—=p) Vg [17]
(qAp) Vg [9,9]
qV(qgAp) [10]
q [18]

{0,7 pt} Veja abaixo a prova de que (—=(—pV q)) = (p A —q).

=(=pVaq)
=pA—q [9]

Use sua criatividade e invente proposicoes para p e ¢ e depois escreva a prova
deste teorema em portugues.

Resposta:
p = Eu me elejo
g = Eu sou honesto

Nao é verdade que eu nao me elejo ou eu sou honesto ¢é logicamente equivalente
a nao ser verdade que eu nao me elejo e a nao ser verdade que eu sou honesto
(pela equacdo 17). Nao ser verdade que eu nao me elejo e nao ser verdade que
eu sou honesto é logicamente equivalente a eu me eleger e a nao ser honesto
(pela equagao 9).

{3,3 pt} Prove que (p +» —p) =F

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excecgao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:



p<p

=(@A-p)V(pA-p)  [33]
=(pA-p)V(=pAp) [9]
=(pA-p) VF [11,21]
=pA-p [4]
=F [21]

35. {1,3 pt} Prove que (p <> —p) =F

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacgao da lista em anexo.
A 1nica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:
D <> p
=(A-p)V(-pA-p) [33]
=(pA-p)V(-pAp) 9]
=(pA-p) VF [11,21]
=pA-p [4]
=F [21]

36. {0,7 pt} Veja abaixo a prova de que (p = —=q) = —(p A q).

p——q
=-pV-g [22]
=-(pAq) [16]

Use sua criatividade e invente proposicoes para p e g e depois escreva a prova
deste teorema em portugues.

Resposta:
p = Eu me elejo
q = Eu sou honesto

Se eu me eleger, entao eu nao sou honesto é logicamente equivalente a eu nao
me eleger ou a eu nao ser honesto. Eu nao me eleger ou eu nao ser honesto
¢é logicamente equivalente a nao ser verdade que eu me elejo e que eu sou
honesto.

1.3 Légica Proposicional - Prova de Premissa-Conclusao

1. {1,0 pt} Sejam
p = eu tomo a vacina HINI
q = eu passo mal
r = eu morro
s = eu assisto a aula

Se eu tomo a vacina HI1N1, entao eu passo mal e nao morro. Se eu nao tomo a
vacina HIN1, entdo eu morro ou nao passo mal (ou ambos). Se eu passo mal,
entao eu nao assisto a aula. Eu assisti a aula.



Dadas as premissas acima, prove que eu nao tomei a vacina HINT.
Resposta:

1.p— (gA ) [Premissa]
2. =p— (rVq) [Premissal
3.q— (—s) [Premissa]
4. s [Premissa]
5. =—s 9 em (4)]
6. ¢ (38 em (3) e (5)]
7. 2qV —r [41 em (6)]
8. (g A ) [16 em (7)]
9. —p [38 em (1) e (7)]

2. {1 pt} Dadas as 3 premissas p — ¢, p e —q. Conclua que (1 > 2). Justifique
cada passo de prova com uma das equagoes ou regra de inferéncia em anexo.
Resposta:

l.p—gq [Premissa]
2. —q [Premissal
3. -p 38 em (1) e (2)]
4. p [Premissa]
5.pA-p [43 em (3) e (4)]
6. F 21 em (5)]
7.(1>2)VF [41 em (6)]
8. (1>2) [4]

3. {1,0 pt} Dada a premissa —=(p — p), prove que (¢ V r). Justifique cada passo
de prova com uma equacao ou regra de inferéncia em anexo. A tnica excegao
a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equacoes
(10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
1. =(p = p) [Premissal
2. p A () 26 cm (1))
3.p [42 em (2)]
4. —p [42 em (2)]
5.pVq [41 em (3)]
6. pVr [41 em (4)]
7.qVr [45 em (6) e (7)]

4. {1,0 pt} Dadas as premissas ((t Au) — (—s)), (=(tAu) = (¢ Ap)), (—qV —p)
e s. Prove que F (falso). Justifique cada passo de prova com uma equagao
ou regra de inferéncia em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de
comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.



Resposta:

—(tAu) —
.ogV p
—(g A p)
. —|—|(t A\ u)
tAu
(tAu) —
s

5

N NAE]

0. F

= 00N oo E W

(g A\ p)

(—s)

)
38 em (1) e (;

[37 em (5) e (6

[43 em (7) e (8

[Premissa
[Premissa
[16 em (2

9 em (4

[Premiss

]
]
]
]
]
al
)]
[Premissa]
)]
)]

[21 em (9

5. {1,0 pt} Dadas as premissas (p — —q), ¢, (-(pVt) — s) e (—t), prove s usando

as equagoes em anexo.
Resposta:

<P q
q

=t

—|—|q

-p

—p At

. (p Vi)

© 0N Tt W

6. {2,0 pt} Dadas as premissas ((t — s)

equacoes em anexo.

Resposta:

.t

.t Vs
.t—=s
(t—s) —
.qNs

S

O Ol = W N+

7. {1,0 pt} Dadas as premissas =(p — q) V (r As) e

.2(pVit) —s

Premissa
Premissa
Premissa
Premissa

[
[
[
[

B8 em 1eb
[43 em 4 e 6

]
]
]
]
[9 em 2]
]
]
[17 em 7]

]

[37 em 3 e 8

)

— (g A 1)) e —t, prove r usando as

[Premissa]
(41 em 1]
22 em 2]
[Premissa]
[37 em 3 e 4]
[42 em 5]

=((r A s) A —t), prove que

((p — q) — t) usando as equagoes em anexo.

Resposta:

=((rAs)A
(p—aq) —

(rans)—t

AN

—(p—=q)V

(r A s)
~t)
(rAns)

~(=((rAs) = 1))

(p—q) —t

8. {2,0 pt} Dadas as premissas ((kV s) —

usando as equacoes em anexo.

[Premissa
[Premissa

[9 em 4

]
]
}
126 em 2]
]
[39 em 3 e 5]

(pV q)), ~q e k, prove que (pVt)



Resposta:

1. k [Premissa]
2.kVs [41 em 1]
3. (kvs)—(pVq) [Premissa]
4.pVq [37 em 2 e 3]
5. —q [Premissal
6. p [40 em 4 e 5]
T.pVt [41 em 6]

9. {1,0 pt} Sejam as premissas —p V r, -——t e =t — ——p. Prove que sV r.
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacgao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em

10.

11.

1 passo de prova.
Resposta:

———t

—t

=t = ——p
-p
pVr

T

sVr

N Tt W

[Premissa]

[9 em 1]
[Premissa]
[37 em 2 e 3]
[Premissa]
[40 em 4 e 5]
]

{1,0 pt} Sejam as premissas (p V (s A —s)) = g e =(t Au) — —gq.

Prove que (p — (¢t Au)) V k. Justifique cada passo de prova com exatamente 1
equagao da lista em anexo. A tnica excegao a esta regra é o uso de comuta-
tividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem
ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

~J

8
9

o T W N

.(pV(sA-s)) —q [Premissal
At Au) = g [Premissal
.(pVF)—gq 21 em 1]
.p—q [4 em 3]

—=g — —(t Au) 23 em 2]
.q— (tAu) [9 em 5]
.q— (tAu) [9 em 6]
.p— (tAu) [39 em 4 e 7]
(p— (tAuw)VEk [41 em §]

{1,0 pt} Sejam as premissas (p <> q) e (¢ <> ). Conclua que (p <> r). Jus-
tifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A
Unica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em

1 passo de prova.

Resposta:



12.

13.

14.

P q [Premissa

1. ]
2.(p = @) Ng—p) 31 em 1]
J.ger [Premissa]
4. (q—=r)AN(r—q) [31 em 1]
5.p—q [42 em 2]
6.q—=p [42 em 2]
T.q—r [42 em 4]
8.r—gq [42 em 4]
9.p—r [39 em 5 e 7]
10.r = p [39 em 8 e 6]
1. (p—=r)A(r—p) [43em 9 e 10]
12.p<r [31 em 11]

{1,0 pt} Sejam as premissas ((r vV s) — (¢ <> t)), (-———r), t = p e ¢q. Con-
clua p. Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista
em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e asso-
ciatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas
simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
1.(rvs)— (gt [Premissa]
2. == [Premissa]
3.t—0p [Premissa]
4. q [Premissa]
5.1 9,9 em 2]
6.7Vs [41 em 5]
T.q<t [37 em 1 e 6]
8. (q—=t)A(t—q) [31 em 7]
9.q—~t [42 em §]
10. ¢ — p [39 em 9 e 3]
11. p [37 em 4 e 10]

{0,8 pt} Dadas as premissas ((-tVr) — (t V (p — q)) e (s A —t), prove que
(s A (p — q)). Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da
lista em anexo. A Unica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e
associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas
simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
L.(mtVvr)—=(tV(p—q) [Premissa]
2. s Nt [Premissa]
3.t [42 em 2]
4. =tV r [41 em 3]
5.tV (p—q) [37 em 4 e 1]
6.p—q [40 em 3 e 5]
7.5 [42 em 2]
8.sN(p—q) [43 em 6 e 7]

{0,8 pt} Dadas as premissas ((—tV r) — (tV (p = q)) e (s A —t), prove que
(s A (p — q)). Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da



lista em anexo. A unica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e
associatividade. Ou seja, as equacoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas
simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
L.(mtVvr)—=(tV(p—q) [Premissal
2. s\t [Premissa]
3.t [42 em 2]
4. -tV r [41 em 3]
5.tV (p—q) [37 em 4 e 1]
6.p—q [40 em 3 e 5]
7.5 [42 em 2]
8. 5N (p—q) [43 em 6 e 7]

2 Estruturas Basicas: Conjuntos, Funcoes, Sequéncias
e Somatorios

2.1 Conjuntos
1. Seja A A B a diferenca simétrica dada por

AAB=(AUB)— (AN B).

Prove as equacgoes abaixo. Cada passo da prova deve ser justificada com a
“Definicao de A” ou pelas equagoes em anexo.

a) {0,4pt} ANA=

Resposta:
AN A
=(AUA)—(ANA) [Def. A
=A—-(ANA) [70]
=A-A [71]
={z|zeAnx ¢ A} [62]
={r|xc ANz c A} [65]
={r|ze AN A} [60]
={z |z €} [84]
=0 [47]
b) {0,4 pt} AAB=BAA
Resposta:
AN B
=(AUB)—(ANB) [Def. Al
=(BUA)—- (AN B) [73]
=(BUA)—(BNA) [74]
=BAA [Def. Al

c) {0,4 pt} AAU = A, onde U é o conjunto universo.



Resposta:

ANU
=(AUU)— (ANU) [Def. Al
=U—-(ANU) 68]
=U-A 67]
={zr|zeUANnx¢ A} [62]
={r|zeUAnxe A} [65]
={x|xcUNA} [60]
={r |z ANU} [74]
= {z |z e A} 67]
=A 47]

2. {2,5 pt} Prove que

((ANB) U (ANC) NU) U (CUE) = (CNE) U (ANn(BUQO)),

onde U é o conjunto universo.

Resposta:
(((ANB) U (ANC)) N U) U (CUE)
=((AN(BuU ) NU) U (CUE) [77]
=(AN(BUC)) U (CUE) [67]
=(AN(B UC)) U (CNE) [79]
=(AN(BUC)) U (CNE) [72]
=(CNE) U (An(B U Q)) 73]

3. {3,5 pt} Prove que AU (BUC) = (AU B)UC sem utilizar a equagao 76.
Ou seja, cada passo de prova deve ser justificado por uma equacgao da pagina
seguinte exceto a equacao 76.

Resposta:

AU(BUC)
={z|zeAv(zxe(BUQ))} [57]
={z|zeAv(xeBVvzeC)} [58
={z|(re Avee B)veeC} [12]
={z|ze(AUB)vVze(C} 58]
[58]
[47]

={z|ze(AUB)UC}
=(AuB)UC

4. {1.0 pt} Prove que (x € U) =T, onde U é o conjunto universo.

Resposta:
xeU
=z¢c(AUA) 83]
=zcAVarcA [58]
=rcAVvaegA [65]
=rxcAV -(xeA [46]
=T [20]



5. {1,0 pt} Prove que (A—C)N(C —B))=10
Resposta:

A—C)Nn(C - B)

={z|ze(A-C)Nz e (C— )} [59]
={z|(reANx ¢ C)N(r e (C—B)} [63]
{x\(xEA/\xgéC)/\(xeC/\ajgé B)} [63]
={z|(reANx ¢ B)AN(xeCnax¢(C)} [11,13]
={z|(reANx ¢ B)AN(x e CN-(ze())} 46]
={z|(reANx ¢ B)NF} [21]
={z | I} (6]
=0 (53]

6. Sejam as equagoes

Px)=x¢x (85)

S=A{xz|P(x)} (86)
Prove o Paradoxo de Russell utilizando as equagoes de 1 a 86. Justifique cada
passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A tinica excegao
a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes
(10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas simultaneamente

em 1 passo de prova.

a) {1,5 pt} Dada a premissa S € S, concluimos F.

Resposta:
1.SeS [Premissa]
2. 5e{z| P(x)} [86]
3. P(S) 48]
4.5¢ S 85]
5.-(Se€S) [46]
6. (SeS)AN(SeS) [43em (1) e (5)]
7. F [21]

b) {1,5 pt} Dada a premissa S ¢ S, concluimos F.

Resposta:
1.S5¢S [Premissa]
2.2(5€9) [40]
3. 2(S € {z | P(x)}) [30]
1. ~(P(9)) 48]
5.2(S ¢ 095) 85]
6. 7(—(S €09)) [46]
7.5€S8 9]
8.(Se€S)AN—(SeS) [43em (2) e (7)]
9.F [21]

7. {4,0 pt} Prove que (A — B)N (B — A) = (. Justifique cada passo de prova
com exatamente 1 das equacoes do verso. A Unica excegao a esta regra é o
uso das equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) que podem ser

usadas simultaneamente em 1 passo de prova.



Resposta:

(A=B)n(B—A)

(e |re(A-B)Aze (B A} [59]
={z|(re ANz ¢ B)Ax e (B—-A)} [63]
={z|(reANx¢B)AN(xe BNz ¢ A)} [63]
={z|(xe ANz ¢ A)N(x € BNz ¢ B)} [11,13]
={z|(xe AN-(zr € A))AN(r € BAx ¢ B)} [46]
={z|(r€eAN-(z e A)AN(x e BA-(z € B)} [46]
={z|FA(x € BA-(x € B))} [21]
= {z | FAF} [21]
= {z | F} (6]
0 53]

8. {1,0 pt} Prove que (AU (B — A)) = (AU B). Justifique cada passo de prova
com uma equacao ou regra de inferéncia em anexo. A tUnica excecao a esta
regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10),
(11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas simultaneamente em

1 passo de prova.

Resposta:

AU(B—-A)

={z|(xeA)V(re(B-A)} [57]
={z|(xeA)V(xeB)A(x¢A)} [62]
={z|((zeA)v(@eB)A((recA)V(xgA)} [14]
={z|((zeA)v(zeB)A((recA)V(zeA)} [46]
={z| (r€eA)V(xeB)ANT} [20]
={z|(ze€A)Vv(zreB)} 3]
=AUB [57]

9. {2,25 pt} Prove que ((A — B) — A) = (). Justifique cada passo de prova com
uma equagao ou regra de inferéncia em anexo. A Unica excegao a esta regra
é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11),
(12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.
Resposta:

A—-B)—A

—{o|(v€(A-B)Au¢ A) 62
={z|(x€e ANz ¢ B) Nz ¢ A} [63]
={z|(r¢B)N(xecANx ¢ A} [11,13]
={z|(z¢B)N(xecAN(ze A} [46]
={z|(x ¢ B)NF} [21]
={z | F} [6]
=0 [53]

10. {2,25 pt} Dadas as premissas (z € B), (=(x € B) — (z € D)), ((x € D) —
((x € A)A(z € ))), conclua que x € (AU E). Justifique cada passo de prova
com uma equacao ou regra de inferéncia em anexo. A Unica excegao a esta
regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10),



11. {1,0 pt} Prove que (AU B)N A) =

12.

13.

(11), (12), (13), (73), (74), (75) e

1 passo de prova.

Resposta:
l.z€B [Premissal
2.2 ¢ B [65 em (1)]
3. =(z € B) [46 em (2)]
4. ~(x € B) = (r € D) [Premissal
5. (xe D)= (ze A)A(xel)) [Premissa]
6. (re€B)—=>((zreA)AN(xeC)) [39em (4) e (5)]
T.(re AN (xel) [37 em (3) e (6)]
8. (z €A [42 em (7)]
9. (x€ A)V(x e FE) [41 em (8)]
10. z € (AUE) [58 em (9)]

(76) podem ser usadas simultaneamente em

(B — A). Justifique cada passo de prova

com uma equacao ou regra de inferéncia em anexo. A Unica excecao a esta
regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10),

(11), (12), (13), (73), (74), (75) e

1 passo de prova.

(76) podem ser usadas simultaneamente em

Resposta:

(AUB)NA

={z|(x € (AUB))A(z € A)} B [59]
={z|((z€A)V(zeB))A(ze A} [57]
={z|((z€eAV(zeB))N(x ¢ A)} [65]
={z| (r€eAV(ze B)AN~(z e A)} [46]
={z| (-(zeAAN(xeA))V (-(re A A(xeB))} [11,15]
={z|FV(-(zr€e AN (xeB))} [11,21]
={z|-(r€A)AN(xe€B)} [11,4]
=B—-A [11,64]

{2,25 pt} Prove que ANA = {z | T}. Justifique cada passo de prova com
uma equacgao ou regra de inferéncia em anexo. A Unica excegao a esta regra
é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11),

(12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.
Resposta:
AnA
x| o ¢ (ANA)} 64
={z|~(ze(And)} [46]
={z|-(zreAnz e A} [60]
={z|-(zeAnz ¢ A} [65]
={z|(zre AN-(x € A))} [46]
= {z | =(F)} [21]
={z | T} 1]

{2,25 pt} Dada a premissa © ¢ A, conclua que = ¢ (AN B). Justifique cada
passo de prova com uma equacao ou regra de inferéncia em anexo. A tnica

excecgao a esta regra ¢ o uso de comutatividade e associatividade.

Ou seja,



14.

15.

16.

as equacoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas
simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
l.z¢ A [Premissa]
2. -(x € A) [46 em (1)]
3. 2(x € A)V—-(r e B) [41 em (2)]
4. =((r € A)A(z € B)) [17 em (3)]
5. =(z € (AN B)) (60 em (4)]
6. x¢ (AN B) [46 em (5)]
{4,0 pt} Prove que (A — (BUC)) = ((A—B)n(A—C)). Justifique

cada passo de prova com uma das equacoes ou regra de inferéncia no verso.
Somente as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

A—(BUC)

={z| (e A)A(z¢(BUC)} [62]
={z|(z€e A AN-(xre(BUCO))} [46]
={z|(z€eAAN-(zeB) VvV (xel))} [58]
={z| (e AAN(-(reB) AN(zel))} [17]
={z| (@A) A (= ¢B)A-(xel))} [46]
={z| (e A)A((z¢B)N(xg0))} [46]
={z (e AN(ecA)N(x¢B)A(x &)} 3]
={z | (AN ¢B)N((zeA)A(x¢C))} [11,13]
={z|(xe(A=B)A((ze AN (z ¢ C))} [63]
={z|(xe(A-B))A(ze(A-0C))} [63]
=(A-B)N(A-0C) [59]

{2,0 pt} Prove utilizando as equagoes em anexo que:
0={z|T}

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser

usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta: 3
0
={z|z¢ 0}  [64]
={z|~(z )} [46]
= {z | -F} [54]
={z|T} [1]

{4,0 pt} Sejam as premissas (z € (ANDB))e( (xe€ (BUC)) = (x € D)).
Conclua que z € (DU A).

Justifique cada passo de prova com uma das equagoes ou regra de inferéncia
no verso. A Unica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associ-

atividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76)



17.

18.

19.

podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
1.z € (AN B) [Premissal
2. (r € A)A(xz € B) [60 em (1)]
3.xeB [42 em (2)]
4. (xeB)V(zxel) [41 em (3)]
5.z € (BUC) [58 em (4)]
6. (zr€(BUC)) — (xe€D) [Premissal
7.x€D [37 em (5) e (6)]
8. (xeD)V(xeA) [41 em (7)]
9.z € (DUA) [58 em (8)]

{2,0 pt} Prove utilizando as equagoes em anexo que:
(ANA)u(Bn(CNnC)=A4

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser

usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
(AnA)U(BN(CNO))
=AU(BN(CNQO)) [71]
=AU(BN(CNO)) [72]
=AU (BND) [84]
=AU [69]
=A 66]

{3,0 pt} Prove que (x € (ANB)NC) =(x € BN(CNA)). Justifique cada
passo de prova com uma das equagcoes ou regra de inferéncia no verso. A tnica
excecgao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as
equagoes (10), (11), (12), (13), (73) e (75) podem ser usadas simultaneamente
em 1 passo de prova. Nao utilize as equagoes 74 e 76 em nenhum passo
(seja simultaneamente ou nao).

Resposta:
e(ANnB)NC
=re(ANB)ANz el [6
(e ANzeB)ANzel 6
reBAN(rxeCAzeA [111
r€BAze(CNA) [6
reBN(CNA) (60

{2,0 pt} Sejam as premissas (=(z € ) >z € (ANB)NC)e ((r € ANz €
B) — z € (DN E)). Conclua, usando as equagdes em anexo, que x € F.

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A 1nica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.



Resposta:

I.o(zel) -z (ANnB)NC [Premissal
2.-Fsze(AnB)NC [54 em 1]
3. mFvze (AnB)NC 22 em 2]
4. Fvze (AnB)NC [9 em 3]
5. xe(ANnB)NC (10,4 em 4]
6. € (ANB) N zel (60 em 5]
7.2 € (ANB) [42 em 6]
8.r€A NzxeB (60 em 7]
9. (e ANz eB)—xze(DNE) [Premissal
10.z€ (DNE) [37 em 8 e 9]
1l.zeD NzeE [60 em 10]
12.2€ E [42 em 11]

20. {2,0 pt} Prove que AU (BN (C'NP))=U, onde U é o conjunto universo.

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

AU (BN (CNY))

=AU (BNH) [69]
—AUD [69]
={z|zecAV zel} [57]
={rx|zreAV z¢0} 65]
={zx|zeAV -(xeh)} [46]
={z|ze AV —F} [54]
={z|zecAV T} 1]
={z|T} [5]
={z|zeAV (xe A} [20]
={z|ze€eAV z¢ A} [46]
={r|z€eAV zecA} [65]
=AUA [57]
=U [83]

21. {2,0 pt} Prove que 5 — () sem utilizar a equacio 72.

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.



Resposta:

@ —

={z|z¢0}  [64]
={z|-(xe®)} [46]
={z|~(x¢0)} [65]
={z | -~(z€0)} [46]
={z |z €0} [9]
=0 [47]

22. {2,0 pt} Sejam as premissas ( (zx ¢ A) — —(x € (B-0C)) ) e
((xe(AND)) V (z € (B—-C))). Conclua, usando as equagdes em anexo,
que x € A.

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:
L.(xe(AND) Vv (x e (B-0)) [Premissal
2.(xe€l) vV (xe(B-0C)) (69 em 1]
3.F vV (e (B-0C)) [54 em 2]
4.z € (B-C) [10,4 em 3]
5. —=(x € (B—-C)) [9 em 4]
6. (x¢ A) — ~(ze(B-0C)) [Premissal
7. 2(x ¢ A) [38 em 5 e 6]
8. =(—(z € A)) [46 em 7]
9.2€ A [9 em §]

23. {2,0 pt} Prove que U = {), onde U é o conjunto universo. Justifique cada passo
de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A Unica excegao a
esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes
(10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas simultaneamente
em 1 passo de prova.

Resposta: o
U
={z |z ¢ U} [64]
={z|z¢ (AUA)L [83]
={z|[-(xe(AUA))} [46]
={z|-(r€eAV zeA} [58]
={z|-(reAV ¢ A} [65]
={z|-(reAV a(xeA)} [46]
={z | -T} [20]
={z [ F} 2]
= [53]

24. {2,0 pt} Prove que (ANB)—-C=(A-C)Nn(B-C).



25.

26.

27.

Justifique cada passo de
A tnica excegao a esta

prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
regra ¢ o uso de comutatividade e associatividade.

Ou seja, as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

ANB)—-C

={z|ze(ANB) N ¢ C} [62]
={z|(x€eANzxeB) Nz¢C} [60]
={z|(x€eANzeB) N(z¢gC Nx¢g()} 8]
={z|(recAAN2¢C) AN (xreB AN x¢C)} [11,13]
={z|(x€eA-C) AN (xeB-C)} [63,63]
=(A-B)Nn(B-0C) [59]

{1,0 pt} Dadas as premissas x € (AU (BN C)) ez ¢ B. Conclua que = € A.

Justifique cada passo de
A tnica excegao a esta

prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
regra ¢ o uso de comutatividade e associatividade.

Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
l.ze (AU(BNC(C)) [Premissal
2. (reAVv(exeBn() [58 em (1)]
3.(x€eA)V((zeB)N(ze)) (60 em (2)]
4.x¢ B [Premissa]
5. ~(x € B) [46 em (4)]
6. 7(z € B)V(x € C) [41 em (5)]
7.2((x € B)A (x € C)) [17 em (6)]
8.reA [40 em (3) e (7)]

{1,0 pt} Prove que AU(BNC) = (ANB)U(AUC). Justifique cada passo
de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A unica excegao a
esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes

(10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas simultaneamente

em 1 passo de prova.
Resposta:

{1,0 pt} Prove que {z |

AU(BNC)

An(BNO) [79]
= An(BUC) 80]
= AN(BUCQ) [72]
= (ANB)U(ANC) [77]
= (ANB)U(AUC) [719]

T} = U, onde U é o conjunto universo. Justifique

cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo. A tnica
excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja,
as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas

simultaneamente em 1 passo de prova.



28.

29.

Resposta:

={z|(reA)Vv(reA} [20]
={z[(@eA)V(z¢g A} [40]
:{$|L$€A)\/($GA)} [65]
=AUA [57]
=U 83]

Um sinal de transito pode estar em um destes trés estados no instante atual:
AGORA = {verde, vermelho, amarelo}. Na proxima mudanga de sinal, o sinal
pode estar: PROXIMA = {verde, vermelho, amarelo}. As mudangas de sinal
do instante atual para a préxima mudanca sao modeladas como o conjunto
MUDANCA = AGORA x PROXIMA. Por exemplo, o par (vermelho, verde) €
MUDANCA significa que o sinal esta, neste momento, vermelho e sera verde
na proxima mudanca.

a){1,0 pt} Liste todos os pares do conjunto MUDANCA.
Resposta:

(verde, verde), (verde, vermelho), (verde, amarelo)
(vermelho, verde), (vermelho, vermelho), (vermelho, amarelo)
(amarelo, verde), (amarelo, vermelho), (amarelo, amarelo)

b){1,5 pt} O conjunto MUDANCA permite algumas mudangas de sinal ile-
gais como, por exemplo, (amarelo, verde). Suponha o conjunto
NOVA_MUDANCA = {(a,b) € MUDANCA | P(a,b)}. Defina o pre-
dicado P(a,b) de forma que NOVA_MUDANCA s6 contenha mudangas
permitidas em um sinal de transito.

Resposta:

P(a,b) = ((a = verde) A (b = amarelo)) V
((a = amarelo) N (b = vermelho)) V
((a = vermelho) A (b = verde))

{3,3 pt} Dadas as premissas © € A e x ¢ (AN B), conclua que = € (A — B).
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacgao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
l.ze A [Premissal
2.x¢ (AN B) [Premissa]
3. 2(r€ AN B) [46 em 2]
4. =((x € A) N (z € B)) (60 em 3]
5. =(x € A) V ~(x € B) [16 em 4]
6. = (z € A) 9 em 1]
7. -(z € B) [40 em 5 e 6]
8. (x € A)AN—(x € B) [42 em 1 e 7]
9. (x€ A)A(x ¢ B) [46 em §]
10. z € (A— B) [63 em 9]



30.

31.

32.

{1,0 pt} Dada a premissa z ¢ (AU B), conclua que x € B. Justifique cada
passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo. A inica excegao
a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equacoes
(10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas simultaneamente
em 1 passo de prova.

Resposta:

1.z ¢ (AUDB) [Premissa
2. =(x € (AUB)) [46 em (1)
3. 2((x € A)V(z € B)) [58 em (2)
4. 2(x € A)AN=(x € B) [17 em (3)
5. =(x € B) [42 em (4)
6.z ¢ B [46 em
7

]
|
]
]
]
]
.t €B (64 em 6]

)
6

O estado de um motor de carro é modelado como o conjunto MOTOR =
{ligado, desligado}. O estado da porta é o conjunto PORTA = {aberta, fechada}
e o estado da marcha, MARCHA = {1,2,3,4,5,ré, neutra}. O estado do carro
é o conjunto CARRO = MOTOR x PORTA x MARCHA.

a){0,5 pt} Liste 3 elementos que pertencam ao conjunto CARRO e que cap-
turem os seguintes estados de um carro: 1) carro desligado, porta aberta
e na marcha ré; 2) carro desligado, porta fechada e na primeira marcha;
e 3) carro ligado, porta aberta e na marcha neutra.
Resposta: (desligado, aberta,ré), (desligado, fechada, 1), (ligado, aberta, neutra)

b){1,0 pt} Um carro seguro nunca permite que a porta esteja aberta com o
motor ligado. Este carro pode ser definido como sendo CARRO_SEGURO =
{(z,y,2) € CARRO | P(z,y, %)}, onde P(z,y, z) = (¢ = ligado — y = fechada).
Liste todos os elementos de CARRO_SEGURQO.
Resposta:

(desligado, aberta, 1), (desligado, aberta, 2), (desligado, aberta, 3),
(desligado, aberta, 4 ), (desligado, aberta, 5), (desligado, aberta,ré),
(desligado, aberta, neutra), (desligado, fechada, 1), (desligado, fechada, 2),
(desligado, fechada, 3), (desligado, fechada, 4 ), (desligado, fechada, 5),
(desligado, fechada,ré), (desligado, fechada, neutra), (ligado, fechada, 1),
(ligado, fechada, 2), (ligado, fechada, 3), (ligado, fechada, 4 ),

(

ligado, fechada, 5), (ligado, fechada,ré), (ligado, fechada, neutra)

c){1,5 pt} Defina o conjunto CARRO_LENTO contendo estados de um carro
que s6 possui 3 marchas além da ré e da neutra.
Resposta:
CARRO_LENTO = {(z,y,2) € CARRO | (2 < 3) V (2 =ré) V(z=
neutra)}

{3,3 pt} Dadas as premissas © € (AN B) ex ¢ (ANC), conclua que z ¢ C.
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.



Resposta:

l.z € (ANB) [Premissal
2.2 ¢ (ANC) [Premissa]
3. (x€e A) N (z€B) [60 em 1]
4. -(z e ANC) [46 em 2]
5. 2((x € A) A (x€Q)) [60 em 4]
6. 2(x € A) V =(xeC) [16 em 5]
7T.xeA [42 em 3]
8. -—(z € A) [9 em 7]
9. =(z € C) [40 em 6 e §]
10. z ¢ C [46 em 9]

33. {2,0 pt} Sejam as premissas z ¢ (AN (BUC)) ex € A. Prove que = ¢ B.
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tlnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
L.z¢ (AN (BUCQ)) [Premissal
2.2€ (AN(BUCQ)) [65 em 1]
3.x€ (Au(BUCQ)) [80 em 2]
4. (xe A)V(z e (BUQ)) [58 em 3]
5. (x ¢ A)V(ze (BUQO)) [65 em 4]
6. "(x€e A V(xe(BUOD)) [46 em 5]
7.x€A [Premissal
8. ——(x € A) [9 em 7]
9.z € (BUCQC) [40 em 8 e 6]
10. 7 € (BN O) [79 em 9]
11. (x € BYA (€ O) [60 em 10]
12.2€B [42 em 11]
13.2¢ B [65 em 12]

34. Seja A = {Dilma, Obama, Angela}.

a){0,66} Quais sao os elementos de P(A), o conjunto das partes de A?
Resposta:
0,{ Dilma}, {Obama},{ Angela},
{Dilma, Obama},{ Dilma, Angela}, { Obama, Angela} e
{Dilma, Obama, Angela}

b){0,66} Calcule |[P(A) x A], ou seja o tamanho do conjunto P(A) x A.
Resposta:
|P(A) x A| = |P(A)|-|A| =8-3=24.

c){0,68 pt} Quais sao os elementos do conjunto
{z | (x € P(A)) A (Dilma € x)}?
Resposta: {Dilma}, { Dilma, Angela} e { Dilma, Obama, Angela}. Ou
seja, B = {{Dilma},{Dilma, Angela},{Dilma, Obama, Angela}}.



35. {3,3 pt} Dadas as premissas * ¢ C, x € (BUC) e ((x € B) — (z € A)),
conclua que = € A. Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao
da lista em anexo. A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e
associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e
(76) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.
Resposta:

l.z ¢ C [Premissal
2.z e (BUC) [Premissa]
J.xreB—zeA [Premissa]
4. =(z e C) [46 em 1]
5. xe Bvxel [58 em 2]
6.r€B [40 em 4 e 5]
7T.x€A [37 em 1 e 6]

36. {2,0 pt} Sejam as premissas x € (AU (BNC))exz € (BND).
Prove que z € A. Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao
da lista em anexo. A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e
associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e
(76) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.
Resposta:

l.ze (AU (BNC(C)) [Premissal
2.2 € (BND) [Premissal
3. (reAVv(ze(BNO)) [58 em 1]
4. (x € B)A(x € D) [60 em 2]
5.2€B [42 em 4]
6. (x€B)V (reC) [41 em 5]
7.2€(BUC) [58 em 0]
8.z€ BNC [80 em 7]
9.x¢ (BNC) [65 em §]
10. =(z € (BN () [46 em 9]
11.ze A [40 em 1 e 10]

37. Seja A = {Roberto, Erasmo, Carlos}.

a){0,66 pt} Quais sao os elementos de P(A), o conjunto das partes de A?
Resposta:
0,{Roberto}, { Erasmo}, { Carlos},
{Roberto, Erasmo}, { Roberto, Carlos},{ Erasmo, Carlos} e
{Roberto, Erasmo, Carlos}.

b){0,66 pt} Quais sao os elementos do conjunto
B ={z | (z € P(A) A(lz] = 2)}7
Obs. Lembre que |z| é o tamanho do conjunto x.
Resposta:
{Roberto, Erasmo}, { Roberto, Carlos} e { Erasmo, Carlos}

c){0,68 pt} Quais sado os elementos do conjunto
Ax Az | (x € P(A)) A (|z] =2)}7
Resposta:

(Roberto, { Roberto, Erasmo}),



38.

39.

(Roberto, { Roberto, Carlos}),
(Roberto, { Erasmo, Carlos}),
(Erasmo,{ Roberto, Erasmo}),
(Erasmo, { Roberto, Carlos}),
(Erasmo, { Erasmo, Carlos}
(Carlos, { Roberto, Erasmo}),
(Carlos, { Roberto, Carlos}) e
(Carlos, { Erasmo, Carlos}).

),
)

{3,3 pt} Dadas as premissas x € (A—B) ex € (BUC), conclua que z € (ANC).
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excecgao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
l.z € (A-B) [Premissa]
2.z e (BUC) [Premissal
3.xr€e ANz ¢ B [63 em 1]
4. rxeA [42 em 3]
5.2 ¢ B [42 em 3]
6. ~(z € B) [46 em 5]
7T.x€BVzel [58 em 2]
8.xe(C [40 em 6 e 7]
9.2€¢ ANz eC [43em4es§|
10. z € (ANC) [60 em 8 e 9]

Um programa de computador pode ser representado matematicamente por
conjunto de pares (e, s), onde e é o valor de entrada e s, o de saida. Por exem-
plo, o programa que calcula o fatorial de um nimero pode ser representado
pelo conjunto de pares F' = {(0,1), (1,1),(2,2),(3,6), (4,24),...} porque, se a
entrada for 0, a saida serd o fatorial de 0, que é 1; se a entrada for 1, a saida
serd o fatorial de 1, que é 1; se a entrada for 2, a saida sera o fatorial de 2, que
é 2, etc.

a) {0,50 pt} Liste quaisquer 5 pares do conjunto que representa matematica-
mente um programa que calcula o triplo de um nimero.
Resposta: (-3,-9), (-2,-6), (-1,-3), (0,0) e (1,3).

b) {0,50 pt} Sejam F' o conjunto que representa matematicamente o programa
fatorial (como exemplificado no enunciado) e

G ={(@,2) | ((z.y) € F)A(z=2-m)}.

Liste quaisquer 5 pares do conjunto G.
Resposta: (0,2), (1,2), (2,4), (3,12) e (4, 48).

c) {0,50 pt} O que o programa de computador representado por G computa?

Resposta: O programa calcula o dobro do fatorial.
d) {0,50 pt} Seja

H=A{(z,y) [ eN)A((x=0) = (y=0)A((z>0) = (y=2z+1))}
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41.

42.

Liste quaisquer 5 pares do conjunto H.

Resposta: (0,0), (1,2), (2,3), (3,4), (5,6).

{2,0 pt} Sejam as premissas (x € A) — (x € B), (x € C) — (z € A),
(x € B) = (x € C). Conclua T. Justifique cada passo de prova com exa-
tamente 1 equagao da lista em anexo. A tUnica excegao a esta regra é o uso
de comutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e
(13) (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de
prova.

Resposta:
l.(x € A) = (x € B) [Premissal
2. (zeC)—(xe A [Premissal
3. (r€B)— (xeC) [Premissal
4. (reA) = (reC) [39em1e 3]
5(x€A)—=(reA) [39em4e?
6. 7(x€A)V(xeA [22 em 5]
7T 10,20 em 6]

{2,0 pt} Prove que

(ANnB)N(BNA)) = (AN B).

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:

(ANB)N (BN A)
=(ANB)U(BNA) [80]
=(ANB)U(BNA) [72,72]
=(ANB)U(ANB) [74]
70]

=ANB [
{3,3 pt} Dadas as premissas (z ¢ (AUB)) e (z ¢ B), conclua que
(x € A).
Resposta:
1.z ¢ (AUB) [Premissa]
2. =(z € (AUB)) [46 em 1]
3. =(z ¢ (AU B)) [65 em 2]
4. -—~(z € (AUB)) [46 em 3]
5.z € (AUB) [9 em 4]
6. (x€ A)V(x € B) [58 em 5]
7. (x ¢ B) [Premissa]
8. =(z € B) [46 em 7]
9.x€ A [40 em 6 e §]
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44.

45.

{2,0 pt} Sejam as premissas v € A ez € (AU (BNC)). Conclua que x € B.
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12), (13), (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
lL.ze A [Premissal
2.ze€ (AU(BNCO)) [Premissal
3. (r€e A V(ze (BNO)) [58 em 2]
4. (r e A)V((xe B)A(xe()) (60 em 3]
5. x¢ A (65 em 1]
6. 7(z € A) [46 em 5]
7. (xeB)A(z e () [40 em 4 e 6]
8.z€B [42 em 7]

Seja DATA = {z | = é uma data qualquer}. Por exemplo, 20/12/2013
€ DATA, 10/03/2054 € DATA, 01/01/0001 € DATA, 21/04/1500 € DATA,
etc (ou seja, todas as possiveis datas pertencem a DATA).

Seja FERIADO = {x | (x € DATA) A (x é um feriado nacional de 2013)}.
Seja FERIAS = (23/12/2013,05/01/2014).

Em cada letra abaixo, diga se a proposi¢ao é verdadeira ou falsa. Justifique
sua resposta em, no maximo, 3 linhas.

a){0,50 pt} FERIADO C DATA
Resposta:
Verdadeiro. Nem toda data em DATA pertence a FERIADO. Ou seja,
FERIADO ¢ efetivamente menor que DATA e, portanto, um subconjunto
proprio de DATA.

b){0,50 pt} FERIAS € (DATA x DATA)
Resposta:
Verdadeiro. (DATA x DATA) contém todos os pares de quaisquer 2
datas, incluindo o par FERIAS.

¢){0,50 pt} (DATAN (FERIADO N {20/12/2013})) = FERIADO.
Resposta:
Falso. A intersegao de FERIADO e {20/12/2013} é (). E a intersegao de
DATAN( é .

d){0,50 pt} {FERIADO} C P(DATA), onde P(DATA) é o conjunto das par-
tes de DATA.
Resposta:
Verdadeiro. { FERIADO} é um conjunto que contém 1 conjunto de datas.
P(DATA) é um conjunto de conjunto de datas. Portando, { FERIADO}
é um subconjunto de P(DATA).

{2,0 pt} Prove que )N UU = U, onde U é o conjunto universo.
Resposta:



hNnouU

=0 [74,69]
={zv|z¢0} [64]
={z | ~(z€0)} [46]
={z | ~(F)} [54]
={z | T} [1]
={z|(zr€eA)V(reA} [20]
={z|(xeA)V(r¢g A} [46]
={z|(xeA)V(re A} [65]
=AUA [57]
=U [83]

46. {0,8 pt} Sejam A e B conjuntos. Prove que

(A=B) = (Va((v ¢ A—ax ¢ B)A(z ¢ B—x ¢ A))

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:
A=DB
=Vr(r € A+ x € B) [49]
=Ve(-(z € A) & ~(x € B)) [32]
=Ve(r ¢ A+ x ¢ B) 46,46]
=Ve((e¢ Az ¢ B)AN(x ¢ B—x ¢ A)) [31]

47. {0,4 pt} Seja A = {{1},{2},{3},{4}}. Calcule P(A), o conjunto das partes
de A.
Resposta:
{0, {13}, {{23}, {{3}}), {{4}},
{1423, {13, 433}, {1} {43}, {2}, {3}}, {{2}, {4}}, {{3}. {4}},
{11,425 33, {1 {28 {43}, {{1}, {3}, {41}, {{2}, {3}, {4}},
{1}, {2}, {3}, {4}}}

48. Seja CANDIDATOS = { Aecio, Dilma, Eduardo}.

a){0,4 pt} Liste os elementos de CANDIDATOS x CANDIDATOS.
Resposta:

{(Aecio, Aecio), (Aecio, Dilma), (Aecio, Eduardo),
(Dilma, Aecio), (Dilma, Dilma), (Dilma, Eduardo),
(Eduardo, Aecio), (Eduardo, Dilma), (Eduardo, Eduardo)}

b){0,4 pt} Quantos elementos tem o conjunto P(CANDIDATOS x CANDIDATOS)?
Nao precisa listar os elementos (pode listar em um rascunho se quiser,
mas nao ¢ preciso). Lembre-se: P(A) é o conjunto das partes de A.
Resposta:
29 elementos = 512 elementos.



c){0,4 pt} Liste os elementos do conjunto
{{z,y} | (x € CANDIDATOS) N (y € CANDIDATOS) A (z # y)}.

Resposta: {{Aecio, Dilma}, {Aecio, Eduardo},{Eduardo, Dilma}}
d){0,4 pt} Liste os elementos de

{(z,y) | (x € CANDIDATOS) A (y € CANDIDATOS) A (z # y)}.

Resposta:

{(Aecio, Dilma), (Aecio, Eduardo), ( Eduardo, Dilma),
(Dilma, Aecio), (Eduardo, Aecio), (Dilma, Eduardo)}

€){0,4 pt} Dados os conjuntos

A = CANDIDATOS x CANDIDATOS
B = {{z,y} | (x € CANDIDATOS) A (y € CANDIDATOS) A (x # y)}
C={(z,y) | (x € CANDIDATOS) N (y € CANDIDATOS) A (z # y)}

Qual deles melhor captura o conjunto das possiveis disputas no segundo
turno das eleigoes presidenciais de 20147 Justifique sua resposta em, no
méaximo, 4 linhas.

Resposta:

Conjunto B. O conjunto A contém muitos pares como (Aecio, Aecio)
que nao fazem sentido e o conjunto C' contém disputas duplicadas como
(Aecio, Dilma) e (Dilma, Aecio), que também nao fazem sentido. O
conjunto B nao tem esses problemas.

49. {0, 8 pt} Prove que
(ACB) = (-(Vz(x€e A - z€B) — Ve(x ¢ B V x € A))).

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A 1nica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:

ACB

Ve(r € A=z e B)ANJx(r € BAx ¢ A) 5
—“(Ve(r € A=z € B)— -Jz(x € BAz ¢ A)) [2
—(Ve(r € A=z € B) > Ve-(x € BAz ¢ A)) 3
(Ve(r € A -z € B) = Va(-(x € B)V(x ¢ A))) 1

Ve(xr€e A—ze€B)»>Ve(x ¢ BV-(xeA))) [464

(Ve(x € A=z € B) > Ve(x ¢ BVaeA) [

J

J

J

50. {0,4 pt} Seja A ={a,b,c,d}. Calcule P(A), o conjunto das partes de A.
Resposta:
{0.{a}.{b}, {c} . {d} . {a, b}, {a,c},{a,d},{b,c}, {b, d}, {c,d},
{a,b,c}, {a,b,d},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}



ol.

o2.

53.

{2,0 pt} Dadas as premissas a > 10 e a < 100, conclua que
ac{r|((z>10) V(z=0)A ((z<100)V (z=0))}.

Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.

Resposta:
l.a>10 [Premissa]
2. a4 <100 [Premissa]
3.a>10Aa <100 [43 em 1 e 2]
4. (a=0)V(a>10Aa < 100) [41 em 4]
5 ((a=0)V(a>10)) A ((a=0)V (a <100)) [14 em 4]
6. ((a>10)V (a=0))A((a=0)V (a <100)) [10 em 5]
7. ((a>10)V(a=0)) A ((a <100) V (a =0)) [10 em 6]
8.ace{x|((x>10) V(z=0)A ((x <100)V (x=0))} [48 em §]

{2,0 pt} Seja CONVOCADOS o conjunto com os 23 jogadores brasileiros
convocados para a Copa do Mundo. Qual equagao abaixo melhor define os 11
jogadores titulares que jogarao na estreia da Copa? Justifique sua resposta
escolhida e também porque as alternativas nao escolhidas sao inadequadas.

e TITULARES; = CONVOCADOS x CONVOCADOS
TITULARES, C P(CONVOCADOS)
TITULARES; = {x | x € CONVOCADOS}
TITULARES, € P(CONVOCADOS)
TITULARES; = P(CONVOCADOS)

Lembre-se: P(X) é o conjunto das partes de X.
Resposta:

e TITULARFES;: inadequado porque produz pares entre os convocados.

e TITULARES,: inadequado porque titulares é um conjunto de conjunto
de jogadores.

e TITULARESS: inadequado porque titulares é o mesmo conjunto de con-
vocados.

e TITULARES): correto porque titulares é um subconjunto de convocados.

e TITULARES;: inadequado porque titulares nao é o conjunto de todos
os subjconjuntos dos convocados.

{3,3 pt} Dadas as premissas x € (ANB) ez ¢ (ANC), prove que z € (A—C).
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo.
A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou
seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em
1 passo de prova.



Resposta:

l.z e (AN B) [Premissal
2.x0¢ (ANC) [Premissal
B.xeANzxzel [60 em 1]
4.z € A [42 em 3]
5. o= (z € A) [9 em 4]
6. 2(zxe ANC) [46 em 2]
7.o(xeA N zel) (60 em 6]
8. —(xreA) VvV -(xel) [16 em 7]
9. ~(x € C) [40 em 5 e §]
10. z ¢ C [46 em 9]
1. (x € A) A (x¢C) [43 em 4 e 10]
12.2€¢ A-C (63 em 11]

2.2 Funcgoes
1. Seja f a funcao definida por

r+2 sex<-—1
flx) =< 22 se —1l<a<l1
x, sex > 1

Analise cada proposigao abaixo. Se for verdadeira, justifique. Se for falsa,
mostre um contra-exemplo.

a) {0,2 pt} A fungao é injetora no dominio dos reais no intervalo [—1,1] e
contra-dominio R.
Resposta: Falso. Para z; =1exy = —1, f(1) = f(—1) = 1.

b) {0,2 pt} A fungao ¢ injetora no dominio R e contra-dominio R.
Resposta: Falso. Mesmo argumento anterior.

c) {0,2 pt} A fungao é sobrejetiva no dominio dos reais no intervalo [1, +00)
e contra-dominio R.
Resposta: Falso. Nao existe nenhum x mapeado a y = —10.

d) {0,2 pt} A fungao nao possui inversa no dominio R e contra-dominio R.
Resposta: Verdadeiro. Para ter inversa, a funcao tem que ser injetora.
A letra b) mostra que néo é injetora.

2. {1,0 pt} Seja A o conjunto dos assentos em um teatro. Seja C' o conjunto dos
clientes que compraram um ingresso. Gostariamos de fazer um sistema que
s6 vendesse ingressos com lugar marcado. Antes de fazermos um programa,
devemos modelar o problema matematicamente. Descreva os problemas (se
houver) de modelarmos a marcagao de lugares para uma pega como:

a) Uma relacdo (sem ser funcao) entre C' e A.
Resposta: Permite um cliente em n assentos e um assento marcado para
m clientes.

b) Uma funcao de C' para A.
Resposta: Permite n clientes para 1 assento.



¢) Uma fungdo injetora de C' para A.
Resposta: Nao ha problemas.

d) Uma funcao sobrejetora de C' para A.
Resposta: Permite n clientes para 1 assento e s6 modela casa cheia.

e) Uma funcao bijetora de C' para A.
Resposta: Todos assentos marcados: sé modela casa cheia.

Qual dos modelos acima é o mais adequado?
Resposta: letra c.

3. {1,0 pt} Sejam g : A — B e f: B — C. Faca um desenho similar ao da
Figura 1 retratando f e g de tal maneira que f nao seja injetiva, mas tanto g
quanto (f o g) sejam injetivas.

Figura 1: Exemplo de resposta.

Resposta: Veja a Figura 2.

Figura 2: Resposta.

4. Seja h uma funcao com dominio em R. Defina o conjunto imagem para:

a) {1,0 pt} h(z) = |[z]]. Resposta: Z
b) {1,0 pt} h(z) = |z]+[—x]. Resposta: {0}
5. Sejam h e h' duas fungdes com dominio em R.
(a) {1,0 pt} Se h(z) = [z] — | =], qual o conjunto imagem de h?
Resposta: {0,1}
(b) {1,0 pt} Se W'(x) = |z|+|—=], qual o conjunto imagem de h'?
Resposta: {0, —1}

6. A funcao que calcula o valor absoluto ou o mddulo de z, f(x) = |z|, é definida
para um dominio dos reais e contra-dominio dos reais. Defina um novo dominio
e um novo contra-dominio de forma que:

a) {0,5 pt} f seja injetiva mas nao seja sobrejetiva;
Resposta: Dominio=R", Contra-dominio=_R.



b) {0,5 pt} f seja sobrejetiva mas nao seja injetiva;
Resposta: Dominio=R, Contra-dominio=R™.
c) {0,5 pt} f possua inversa.
Resposta: Dominio=R", Contra-dominio=R".

. Desenhe o grafico de:

a) {0,5 pt} |z|
Resposta: x

b) {0,5 pt} [x]]

Resposta: x
b) {0,5 pt} [2z]

Resposta: x
. Sobre fungoes.

a){1,0 pt} Sejam A ={1,2,3} e B={a,b,c,d,e}. Defina uma funcao f; que
seja injetiva mas nao seja sobrejetiva de A para B.

Resposta: f1 = {(1,a),(2,b),(3,¢)}.

b){1,0 pt} Sejam C = {1,2,3,4} e D = {a,b,c,d}. Defina uma fungao f;
que nao seja sobrejetiva e nao seja injetiva de C para D.
Resposta: f2 = {(17 a)? (27 a)a (3a C)a (4a C)}

c){1,0 pt} Sejam E = {1,2,3} ¢ F = {a,b,c}. Defina uma fungao f3 que
tenha inversa de F para F.

Resposta: f3 = {(17 (Z), (27 b)a (37 C)}

Obs. “Defina uma fungao” significa “liste os pares”. Por exemplo, {(1,a), (2,d), (3,a)}
é uma definicao de funcao de A para B.

. Desenhe o grafico das funcoes abaixo e diga se elas sao “injetivas”, “sobrejeti-
vas”, “bijetivas® ou “nenhuma delas”. Nao precisa provar um teorema sobre
isto. Basta apenas dizer o que a funcao é baseado no gréafico. A palavra
“grafico” aqui tem o mesmo significado de gréfico em Célculo: uma curva ou

reta no plano xy. Faga seu grafico com o eixo x no intervalo de —2 a +4.

a) {0,5 pt} f(x) = |xz/2]+ [z/2], onde f tem dominio real e contra-dominio
real.

Resposta: Nenhuma delas. Gréfico:

4
3 O—0
2
1




b) {0,5 pt} g(x) = [z]+1, onde g tem dominio real e contra-dominio inteiro.

Resposta: Sobrejetiva. Grafico:

o—a
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10. Desenhe o grafico das funcoes abaixo e diga se elas sao “injetivas”, “sobrejeti-
vas”, “bijetivas® ou “nenhuma delas”. Nao precisa provar um teorema sobre
isto. Basta apenas dizer o que a funcao é baseado no gréfico. A palavra
“grafico” aqui tem o mesmo significado de gréfico em Célculo: uma curva ou
reta no plano xy. Faga seu grafico com o eixo x no intervalo de —2 a +4.

a) {0,5 pt} f(x) =2-[z/2], onde f tem dominio real e contra-dominio in-
teiro.
Resposta: Nenhuma delas. Grafico:

"

o0—=e
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b) {0,5 pt} f(xz) = |z] — [z], onde f tem dominio real e contra-dominio

{0, —1}.

Resposta: Sobrejetiva. Gréfico:

2 10012 3 4

11. Responda, para cada letra abaixo, se temos uma “relagao”, “funcao”, “funcao
injetiva”, “funcao sobrejetiva”, ou “funcao bijetiva’”.

a) {0,25 pt} Sejam A o conjunto dos carros de Recife ¢ B o conjunto das
placas dos carros do Brasil. Sejam a € Ae b € B. fi(a) = b se, e



12.

13.

14.

15.

somente se, o carro a tem a placa b.
Resposta: Fungao injetiva.

b) {0,25 pt} Sejam A o conjunto dos atores que ja atuaram em pelo menos
um filme e B o conjunto das filmes. Sejam a € Aeb € B. fy(a) = se,
e somente se, o ator a atuou no filme b.
Resposta: Relacao.

c) {0,25 pt} Sejam A o conjunto dos alunos de EC e B o conjunto das idades
dos alunos de EC. Sejam a € A e b € B. f3(a) = b se, e somente se, 0
aluno a tem a idade b.

Resposta: Funcao sobrejetiva.

d) {0,25 pt} Sejam A o conjunto dos inteiros e B = {0,1,2,3,4,5}. Sejam
ac€ Aebe B. fi(a) =b se, e somente se, [(a mod 5)] =b.
Resposta: Funcao.

Responda, para cada letra abaixo, se temos uma “relacao”, “funcao”, “funcao
injetiva”, “funcao sobrejetiva”, ou “funcao bijetiva”.

a) {0,25 pt} Sejam A o conjunto dos atletas e B o conjunto das medalhas de
ouro olimpicas. Sejam a € Aeb € B. fi(a) = b se, e somente se, o atleta
a ganhou a medalha b.
Resposta: Relacao.

b) {0,25 pt} Sejam A o conjunto das contas correntes ¢ B o conjunto dos
reais. Sejam a € Aeb € B. fy(a) = b se, e somente se, o saldo de a é b.
Resposta: Funcao.

c) {0,25 pt} Sejam A o conjunto dos celulares de 1 chip e B o conjunto das
operadoras de celulares. Sejam a € Ae b € B. f3(a) = b se, e somente
se, o celular a utiliza a operadora b.
Resposta: Fungao sobrejetiva.

d) {0,25 pt} Sejam A o conjunto dos reais e B o conjunto dos inteiros. Sejam
ac€ Aebe B. fi(a) = b se, e somente se, |a| = b.
Resposta: Funcgao sobrejetiva.

{0,25 pt} Seja A = {x € R| 0 < z < 5}. Seja f uma funcdo cujo o
domino é A e o contra-dominio é R. O mapeamento de f é definido por
f(z) = (lz] + [2])/2. Qual o conjunto imagem de f?

Resposta: {0, 0,5, 1, 1,5, 2, 2/5, 3, 3,5, 4, 4,5, 5}

{0,25 pt} Seja A={zx € Z|x>0 A x =0 (mod 2)}. Seja g uma funcao
com dominio A e contradominio Z cujo mapeamento é g(z) = |[(x + 0,5)]].
Qual o conjunto imagem de g?

Resposta: {1,3,5,7,9,...}

Sejam f: A— Beg:B — C funcgoes definidas na figura abaixo.

f ! g
A B c
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17.

a){0,25 pt} Qual o resultado de ((g o t3') o f)(b), onde (5" é a inversa
da funcao identidade de B? Apenas responda. Nao precisa justificar.
Resposta: @

b){0,25 pt} (go f) éinjetiva? Justifique sua resposta em no maximo 3 linhas
usando a analogia dos casais. Resposta: Nao. Para ser injetiva, todos
elementos de C' tém que ser fiéis ou solteiros e @ viola esta condigao.

c){0,25 pt} (go f) é sobrejetiva? Justifique sua resposta em no maximo 3 li-
nhas usando a analogia dos casais. Resposta: Sim. Para ser sobrejetiva,
nao pode haver solteiros solteiros em C, o que é verdade, pois o unico
elemento é @ que esta relacionado em (g o f).

d){0,25 pt} f possuiinversa? Apenasresponda. Nao precisa justificar. Res-
posta: Sim.

€){0,25 pt} g possuiinversa? Apenas responda. Nao precisa justificar. Res-
posta: Nao.

£){0,25 pt} (go f) possui inversa? Apenas responda. Nao precisa justificar.
Resposta: Nao.

{2,0 pt} Prove que ((fog)oh)(x) = (fo(goh))(x). Justifique cada passo
de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo, além da equacao [100]
abaixo dada de graca.

(o S)(y) = R(S(y) [100]

A tnica excegao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade.
Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser
usadas simultaneamente em 1 passo de prova. Dica: p nas equacoes em anexo
pode ser “qualquer coisa”. Da mesma forma, R, S e y na equagao [100] acima
também podem ser “qualquer coisa”.

Resposta:
((fog)oh)(z)
= (fog)(h(x))  [100]
= f(g(h(x))) [100]
= f((goh)(x))  [100]
= (fo(goh))(z) [100]

Sejam f: R —Zeg:Z — 7Z,onde f(z) = [z] e g(x) = [z].

a){0,25 pt} f(z) é injetiva? Justifique sua resposta em no méximo 3 linhas
usando a analogia dos casais.
Resposta: Nao. O contra-dominio possui elementos que nao sao fiéis.
Por exemplo, 3 esta ligado ao 3,14 e ao 3,15.

b){0,25 pt} g(x) é injetiva? Justifique sua resposta em no méximo 3 linhas
usando a analogia dos casais.
Resposta: Sim. Nao ha solteiros nem infiéis no contra-dominio.

c){0,25 pt} g(x) = 1z(x), onde 1z é a funcao identidade de Z? Justifique sua
resposta em no maximo 3 linhas.
Resposta: Sim. Como todos elementos do dominio sao inteiros, eles
sao mapeados neles mesmos, pois o teto de um nimero inteiro é o préoprio
nimero.
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19.

d){0,25 pt} Desenhe o grafico de g(z) no plano cartesiano com os eixos = e y
variando de —2 a +2.
Resposta:

{2,0 pt} Prove que se |z] # z, entdo |z| # [x]. Ou seja, dadas as premissas
(] =), 2] <, 2 < Jo], (2] <2) A (@ < [2]) = ([z] # [=])
e (lz] <z)— ((lz] <z) V(lz] = x)), conclua que |z| # [z]. Justifique
cada passo de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo. A tnica
excecao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja,
as equagoes (10), (11), (12) e (13) (73), (74), (75) e (76) podem ser usadas
simultaneamente em 1 passo de prova.

Resposta:
L. =(lz] =) [Premissal
2. |z <= [Premissal
3. (lz) <z) = (] <z) V (lz] =x)) [Premissal
4. (lz) <z) V(lz]| =) [37 em 2 e 3]
5. lz] <=z [40 em 1 e 4]
6. x < [x] [Premissa]
7. (lx) <x) A (x < [x]) [43 em 5 e 6]
8. ((lz] <z) N (z<]x])) — (lz] #[z]) [Premissa]
9. |x] # [ [37 em 7 e §]

Sejam A = {Dilma, Obama, Angela}, B = {Brasil, EUA, Alemanha} e
C' = {Presidente, Chanceler}.

a){0,66 pt} Seja f: A — B, onde f = {(Dilma, Brasil),(Obama, EUA),
(Angela, Alemanha)}. Seja g : B — C, onde g = {(Brasil, Presidente),
(EUA, Presidente), (Alemanha, Chanceler)}. Quais sao os pares da fungao
(g0 f)?

Resposta:
(Dilma, Presidente), (Obama, Presidente) e (Angela, Chanceler).

b){0,66 pt} Calcule (14 o f~!)(EUA). Exiba seus célculos.
Resposta:

(Lao f7)(EUA)
= wa(f7H(EUA))
= 14(Obama)

= Obama

c){0,68} A funcao (g o f) possui inversa? Justifique sua resposta em, no
maximo, 4 linhas.



Resposta:

Nao. (gof) = {(Dilma, Presidente), (Obama, Presidente), (Angela, Chanceler)}

nao ¢ injetiva, pois Presidente esta ligado a Dilma e Obama. Ou seja,
nao é bijetiva e, portanto, nao possui inversa.

20. Desenhe os graficos das funcoes abaixo nos eixos x e y no intervalo entre

21.

—2<z <2
a){0,5 pt} f(z)= [z + [z]]

Resposta:

b){0,5 pt} g(z) = [2] + 2]
Resposta:
Mesmo gréfico da letra a). Lembre-se que [x + n] = [x]| + n para n
inteiro. Na letra a), [z] é o nosso n inteiro.

Sejam A = {Roberto, Erasmo, Carlos}, B = {Cantor, Ator} e
C' = {Famoso, Desconhecido}.

a){0,66 pt} Seja f: A — B,onde f = {(Roberto, Cantor), (Erasmo, Cantor),
(Carlos, Ator)}. Seja g : B — C, onde g = {(Cantor, Famoso),
(Ator, Desconhecido)}. Quais sao os pares da funcdo (go f)?
Resposta:
(Roberto, Famoso), (Erasmo, Famoso) e (Carlos, Desconhecido).

b){0,66 pt} Calcule (15 o g~1)(Famoso). Exiba seus cdlculos.
Resposta:

(tp 0 g71)(Famoso)
= 15(g7 (Famoso))
= 1p(Cantor)

= Cantor

c){0,68} A funcao (f o) possui inversa? Justifique sua resposta em, no
maximo, 4 linhas.
Resposta:
Nao. (f owa) = {(Roberto, Cantor), (Erasmo, Cantor), (Carlos, Ator)}
nao é injetiva, pois Cantor estd ligado a Roberto e Erasmo. Ou seja, nao
¢ bijetiva e, portanto, nao possui inversa.
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23.

Desenhe os gréaficos das fungoes abaixo nos eixos x e y no intervalo entre
—2<z <2

a){0,5 pt} f(z) = |z + [=]]

Resposta:

b){0,5 pt} g(z) = =] + [«]
Resposta:
Mesmo gréafico da letra a). Lembre-se que |z + n| = |z] + n para n
inteiro. Na letra a), [x] é o nosso n inteiro.

Classifique como relacao, fungao, funcao injetiva, funcao sobrejetiva ou fungao
bijetiva e justifique sua resposta em, no maximo, 3 linhas.

a) {0,25 pt} Seja A; o conjunto de CNPJs do Brasil. Seja By o conjunto de
empresas no Brasil. Assuma que nao ha CNPJs ou empresas em situagao
irregular. Sejam a; € Ay e by € By. fi(a1) = b; se, e somente se, a; é o
CNPJ de b;.

Resposta:  Funcao bijetiva. Cada CNPJ pertence a exatamente 1
empresa e cada empresa possui exatamente 1 CNPJ.

b) {0,25 pt} Seja As o conjunto de CNPJs do Brasil. Seja B, o conjunto de
empresas no Brasil. Assuma que é possivel haver CNPJs e empresas em
situagoes irregulares. Sejam as € Ay € by € By. fa(az) = by se, e somente
se, ay ¢ o CNPJ de b,.

Resposta: Relacao. Pode haver CNPJs sem empresa e vice-versa.

c) {0,25 pt} Seja Az o conjunto de todas as mulheres. Seja Bz o conjunto de
todos os homens. Seja C3 o conjunto Azx Bs. Sejam p3 € (A3 U Bj) e
c3 € Cs. f3(ps) = c3 se, e somente se, ps é o(a) filho(a) biolégico(a) de
Cs3.

Resposta: Funcao. Toda pessoa tem pais. Nao é injetiva porque
alguns pais tém mais de um filho e nao é sobrejetiva porque alguns pares
de pessoas nao tém filho.

d) {0,25 pt} Seja A4 o conjunto de todos os titulos de livros da lingua portu-
guesa. Seja B, o conjunto de todas as palavras da lingua portuguesa. Seja
Cy o conjunto das partes de By. Sejam ay € Ay e ¢y € Cy. fa(ag) = ¢4
se, e somente se, ¢; contém todas as palavras usadas no livro as. Assuma
que nenhum livro contém o mesmo conjunto de palavras de outro livro.
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Resposta: Funcao injetiva. Cada livro tem exatamente 1 conjunto de
palavras e nenhum livro compartilha o mesmo conjunto de palavras. Nao
é sobrejetiva porque alguns conjuntos de palavras nao sao pertencem a
nenhum livro.

Classifique como relagao, funcao, funcao injetiva, fungao sobrejetiva ou funcao
bijetiva e justifique sua resposta em, no maximo, 3 linhas.

a) {0,25 pt} Seja A; o conjunto contendo todas as lojas do Shopping Center
Recife. Seja By o conjunto contendo todas as lojas do Shopping Rio Mar.
Assuma que (A;—Bj) # (). Sejam a; € Ay e by € By. fi(a1) = by se, e
somente se, a loja a; = b;.

Resposta: Relagao. Como (A;—DBj;) # 0, algumas lojas do conjunto
A; estdo sem conexao (estao solteiras) com lojas de Bj.

b) {0,25 pt} Seja As o conjunto contendo todos os cantores do Brasil. Seja

B> o conjunto contendo todas as musicas existentes. Seja Cy o conjunto
das partes de By. Sejam ag € Ay e ¢o € Cy. fo(az) = ¢z se, e somente se,
as ja cantou antes as musicas contidas em cs.
Resposta: Funcao. Todo cantor a; cantou algum conjunto de misicas
co. Nao ¢é injetiva porque 2 ou mais cantores podem ter cantado o mesmo
conjunto de muisicas e nao é sobrejetiva porque algum conjunto de misicas
pode nao ter sido cantado por nenhum cantor.

c) {0,25 pt} Sejam A3 =7Z e By = Z. Sejam ag € As e by € Bs. f3(as) = bs
se, e somente se, by = |az].
Resposta: Fungao bijetiva. Como o chao de um ntmero inteiro é ele
mesmo, f3 ¢ a funcao identidade.

d) {0,25 pt} Sejam Ay =Re By ={z | (z€R) A (0 <z < 1)} Sejam
as € Ay e by € By. fi(ay) = by se, e somente se, by = ay — |ay].
Resposta: Funcao sobrejetiva. f; mapeia niimeros reais em nimeros
de 0 al.

{1,0 pt} Seja f1 : R — Z a fungao fi(z) = |x]. Desenhe o grafico de f; no
eixo cartesiano (basta desenhar no intervalo do dominio [—2, +2]).
Resposta:

http://www.wolframalpha.com/input /?i=floor(x)

{1,0 pt} Seja fo : Z — Z a funcdo fo(x) = |z]. Desenhe o grafico de f; no
eixo cartesiano (basta desenhar no intervalo do dominio [—2, +2]).
Resposta:
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Classifique as funcoes abaixo como funcao, funcao injetiva, funcao sobrejetiva
ou funcgao bijetiva. Justifique sua resposta em, no méximo, 3 linhas.

a){0,8} f:R — R, onde f(z) = 2?

Resposta:
Funcao. Nao ¢ injetiva porque x = 2 e x = —2 sao mapeadas em 4. E
nao é sobrejetiva porque y = —2 nao estd mapeada por nenhum z.

b){0,8} f:R — (RTU{0}), onde f(x) = 2.
O conjunto (RT U {0}) é o conjunto dos nimeros reais contendo o zero e
0s numeros reais positivos.
Resposta:
Funcao sobrejetiva. Nao é injetiva porque x = 2 e x = —2 sao mapeadas
em 4. Mas, é sobrejetiva porque todo o contradominio esta mapeado.

c){0,8} f:(RTU{0}) = R, onde f(x) = z2

Resposta:
Funcgao injetiva. Cada x estda mapeado a um y diferente e nao é sobrejetiva
porque y = —2 nao esta mapeado.

d){0,9} f:(RTU{0}) = (RT U{0}), onde f(z) = 2.
Resposta:
Fungao bijetiva. Cada x estd mapeado a um y diferente e todo y estéd
mapeado.

Classifique as fungoes abaixo como fungao, funcao injetiva, funcao sobrejetiva
ou funcao bijetiva. Justifique sua resposta em, no méaximo, 3 linhas.

a){0,5} f:R — R, onde f(z) = z?
Resposta:
Funcao. Nao ¢ injetiva porque x = 2 e x = —2 sao mapeadas em 4. E
nao é sobrejetiva porque y = —2 nao estd mapeada por nenhum z.
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b){0,5} f:R — (R*U{0}), onde f(x) = 2.
O conjunto (R™ U {0}) é o conjunto dos niimeros reais contendo o zero e
0s numeros reais positivos.
Resposta:
Funcao sobrejetiva. Nao ¢ injetiva porque x = 2 e x = —2 sao mapeadas
em 4. Mas, é sobrejetiva porque todo o contradominio estda mapeado.

c){0,5} f:(RTU{0}) = R, onde f(z) = 22

Resposta:
Funcao injetiva. Cada x estd mapeado a um y diferente e nao é sobrejetiva
porque y = —2 nao esta mapeado.

d){0,5} f:(RTU{0}) — (RTU{0}), onde f(z) = 2.
Resposta:
Funcao bijetiva. Cada x estd mapeado a um y diferente e todo y estéd
mapeado.

Fundamentos: Algoritmos, Inteiros e Matrizes

Algoritmos

. Qual o big-O de:

a) {0,25 pt} a(n) = (n+ 3n® + 8n?) + (63n(log n) +5) Resposta: n?
b) {0,25 pt} b(n) = (n + 153)(log n)(v3+8) Resposta: n(log n)

c) {0,25 pt} c(n) = (132n" + 363n'' +5) + (53 - 2" + 23n!) Resposta: n!
d) {0,25 pt} d(n) = 35n + 9324n(log n) + 634n* Resposta: n?

e) {0,25 pt} e(n) = (4n(log n)) + (8log n) +n Resposta: n(log n)

f) {0,25 pt} f(n) = (36log n) + (23°n + 54n) + (642 + 3n + 5n? + 11n?)
Resposta: n?

. {0,25 pt} Ponha as fungdes acima em ordem de complexidade. Escreva sua

resposta da seguinte forma: “{c, e} melhor que {a,d, f} melhor que {b}” (isto
é um exemplo).

Esta resposta exemplo significa que ¢(n) e e(n) sdo equivalentes e ambos sao
melhores que a(n), d(n) e f(n), que, por sua vez, sdo equivalentes entre si e
melhores que b(n).

Resposta: {b, e} melhor que {d} melhor que {a, f} melhor que {c}

. Encontre fungdes f'(n), ¢’(n), h'(n) e k'(n) que sdo big-© de f(n), g(n), h(n)

e k(n), respectivamente.

a) {0,2 pt} f(n) =5n+ (log n) Resposta: f'(n)=n

b) {0,2 pt} g(n) = 10n® + 5n” + 400 Resposta: ¢'(n) =n"
c) {0,2 pt} h(n) = (5+ 80n3)(n? + 3) Resposta: I/(n) =n®
d) {0,2 pt} k(n) =10-2" +5000 Resposta: k'(n) = 2"



4. Encontre fungoes f'(n), ¢'(n), h'(n) e k'(n) que sao big-O de f(n), g(n), h(n)

e k(n), respectivamente.

a) {0,5 pt} f(n) = (1004 92n)(10 + log n)
Resposta: f'(n) = n(log n) ou pior

b) {0,5 pt} g(n) = n*+ 200n® + 510n'3 + 5n7 + 400n
Resposta: ¢'(n) = n'® ou pior

c) {0,5 pt} h(n) = n(log n) + 5n! + 80n?
Resposta: h/(n) = n! ou pior

d) {0,5 pt} k(n) = n'® + 2 + 5000
Resposta: k’'(n) = 2" ou pior

. Sejam H(n) =n*+2n+1e J(n) = n? (veja a figura abaixo).

a){0,5 pt} Defina valores para k ¢ C tal que H(n) seja O(J(n)). Justifique

sua resposta.

Resposta: £k = 1,5 e C' = 4. Justificativa: para todo x > 1,5 o grafico

de H(n) estd sempre abaixo de 4.J(n).

b){0,5 pt} Defina valores para k e C tal que J(n) seja O(H(n)). Justifique

sua resposta.

Resposta: £k = 1,5 e C' = 1. Justificativa: para todo x > 1,5 o grafico

de J(n) estd sempre abaixo de 1H (n).

“Defina valores” significa dar valores numéricos. Por exemplo: “k = —5,3 e
C = 5283".
16 : ~ 4J(n)
XML T
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. Calcule o big-O de

a){0,25 pt} (n*+ 3n+10)(5n® + 2n'%)(n? - n'?)
Resposta: n?°

b){0,25 pt} (5+ 3)(log n)(n+ 34 + 4n)
Resposta: n(log n)

¢){0,25 pt} 2"+ (n(log n)) + (n® 4+ 3n? + 2)
Resposta: 2"

d){0,25 pt} (n+ (3n+4)+ (5n))(n* +n)
Resposta: n?

7. Sejam f(n) = n3n? + n(log n) e g(n) = (8 +4)(2").



a) {0,25 pt} Defina uma func¢ao que seja big-© de f(n).
Resposta: n®

b) {0,25 pt} Defina uma funcao h(n) que seja big-O de f(n), mas nao seja
big-© de f(n).
Resposta: Qualquer fungao estritamente melhor que n° (ndo empatado

com n®). Por exemplo, n*, n?, n?, etc.

c) {0,25 pt} Defina uma funcao que seja big-O de g(n).
Resposta: 2"

d) {0,25 pt} Defina uma funcao k(n) que seja big-O de g(n), mas nao seja
big-© de g(n).
Resposta: Qualquer funcdo estritamente melhor que 2" (mas nao em-

patado com 2"). Por exemplo, n'%% n3 n? etc.

. Sejam f(n) = n'n3n®n e g(n) = n(1 + (log n)).
a) {0,25 pt} Defina uma funcao que seja big-© de f(n).
Resposta: n'°

b) {0,25 pt} Defina uma funcao h(n) que seja big-O de f(n), mas nao seja
big-© de f(n).
Resposta: Qualquer fungao estritamente melhor que n'° (ndo empatado

com n'%). Por exemplo, n°, n® n”, n®, etc.

c) {0,25 pt} Defina uma funcao que seja big-0 de g(n).
Resposta: n(log n)

d) {0,25 pt} Defina uma fungao k(n) que seja big-O de g(n), mas nao seja
big-© de g(n).
Resposta: Qualquer funcao estritamente melhor que n(log n) (mas nao
empatado com n(log n)). Por exemplo, n, n + 3, 4, etc.

. As fungoes H(n) e J(n) da Figura 3 representam as complexidades de 2 algo-
ritmos. Assuma que as posigoes dos graficos nao mudam a partir de n > 1.

16 — . IJ('”)
x 2+2*,f=\‘té —

i A¥xH¥d - -

12 | e |

10 } e

st e (n)

-~ ’,/’
G 5 /:-)/.-‘ |
aF .7?“";:;?- sl J(n)

Figura 3: J(n) x H(n).

a) {0,5pt} J(n)éO(H(n))? Justifique sua resposta (responda em no maximo
4 linhas).
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Resposta: Sim. J(n) estd abaixo do grafico de H(n) para n > 1. Ou
seja, |J(n)| < C|H(n)| para C = 1.
b) {0,5pt} H(n) ¢ O(J(n))?

4 linhas).

Resposta: Sim. H(n) estd abaixo do gréfico de 4.J(n) para n > 1. Ou
seja, |[H(n)| < C|J(n)| para C' = 4.

Justifique sua resposta (responda em no maximo

{0,50 pt} Assuma que H(n) é O(J(n)). Ou seja, existem C e k, tal que
|H(n)| < C|J(n)| para todo n > k. Ou seja, H(n) pode ser pior que J(n)
por um fator constante e ainda assim serd considerado O(.J(n)). Explique o
porqué disto (em no maximo 4 linhas).

Resposta: Algoritmos com um fator constante pior pode ser considerado
empatado pois uma troca de hardware pode nivelar o desempenho deles.

Inteiros

{0,25 pt} Seja x,, uma sequéncia de nimeros pseudo-aleatérios definida como:
o — 0

ZTpt1 = (42, +5) mod 6.

Quantos nimeros diferentes sao gerados (contando com z) antes de a sequéncia
repetir valores?

Resposta: 4. Pois, 1o =0, 21 =5, 2o =1, 23 =3, x4 =5, ...

{0,25 pt} Encontre o mde de 26 e 16 utilizando a técnica de fatoragao.
Resposta: (26 = 2! -131) e (16 = 2* - 13%). mdc(26,16) = 2! - 130 = 2.

{0,25 pt} Encontre o mmec de 14 e 20 utilizando a técnica de fatoragao.
Resposta: (14 = 21-5%.71) e (20 = 22-5'-7%). mmc(14,20) = 22-5'- 7! = 140.

{0,75 pt}

Teorema 1. (ab)™ = a™b™.

Teorema 2 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p é primo e a é inteiro nao
divisivel por p, entao a?~! = 1 (mod p).

Prove que o resto da divisao de 16.777.216.000.000.000.000 por 13 é 1. Note
que 4!2 = 16.777.216.

Resposta:
16.777.216.000.000.000.000
= 16.777.216 - 1.000.000.000.000 [Aritmética]
= 412. 102 [Aritmética]
= (4-10)"? [Teorema 1]
= 40" [Aritmética] {0,25 pt}

Sejam a =40 e p = 13.

Como 40 = 13- 3 + 1, entao 40 nao é divisivel por 13 {0, 25 pt}.

Pelo Pequeno Teorema de Fermat, 403~ = 1 (mod 13). Ou seja, o resto da
divisao de 40'% ¢ 1. {0,25 pt}



5. {3,5 pt} Sejam a e b inteiros positivos. Prove que ab = mdc(a,b) - mme(a, b).
Dica: defina a e b como fatoracao de primos e use as definicoes de mdc e
mmc baseado em fatoragao de primos. Caso precise, utilize o Teorema 1:
min(z,y) + max(z,y) = +y.

Resposta:

Sejam a = pi'py* ... P e b=p'py .l

a-b

= (p9p32 - ... ptn) - (phph L pbe) [Definigao a e 0]
= PPt et [Aritmétical
_ gnm(al,b1)+ma:p(a1,b1) . :an(an,bn)—l-ma:p(an,bn) [Teorema 1]
_ ( 71’mn(a1,b1) . p;naa:(an,bn)) . (pmax(al,bl) . pz’bam(an,bn) [Arltmétlca]
= mdc(a, b) - mme(a, b) [Def. mdc e mmc]

6. O algoritmo abaixo se propoe a imprimir os fatores primos de um numero
inteiro n > 0.

input: inteiro n >0
primo := 2;
while (primo <n) {
if (n mod primo == 0) {
print (primo) ;

n :=n div primo;
primo := 2;
}
else {
primo := prox_primo(n);
}
}
print(n);

a) {1,0 pt} O algoritmo funciona? Resposta: Sim.

b) {2,0 pt} Existe alguma corregdo ou melhoria possivel? Qual? Resposta:
Sim. Melhoria: o lago s6 precisa ir até y/n.

7. Seja f(n) = (n +4) mod 26 a fungao que encripta uma mensagem de texto
considerando o alfabeto
A=0, B=1, C=2, D=3, E=4, F=5, G=6, H=7, I=8, J=9, K=10, L=11, M=12,
N=13, O=14, P=15, Q=16, R=17, S=18, T=19, U=20, V=21, W=22, X=23,
V=24, 7=25.

a) {0,2 pt} Encripte a mensagem “ZEUS”. Exiba os calculos que te levam a

resposta.

Resposta:
f(Z)=f(25)=(25+4) mod 26 =3 =D
f(EY=f(4)=(44+4) mod26=8=1
fU)=f(20) =(20+4) mod 26 =24 =Y
f(S)=f(18) = (18 +4) mod 26 =22 =W

“DIYW”

b) {0,2 pt} Defina a funcao f~!(n) que desencripta mensagens de f(n). Res-
posta: f~! = (n —4) mod 26



c) {0,2 pt} Desencripte a mensagem “GCBA”. Exiba os calculos que te levam

a resposta.

Resposta:
FHG) = f1(6) = (6 — 4) mod 26 =2 = C
YC) = f42) = (2 —4) mod 26 = 24 (veja abaizo)=Y
fYB)=f"11)=(1-4) mod 26 = 23 (veja abairo)= X
Y A) = f710) = (0 — 4) mod 26 = 22 (veja abaizo)= W

—2/26 = —0,08. Portanto, —2 div 26 = |—0,08] = —1.
Entao, —2 =26 (—1) +r. Ou seja, r = 24.
—3/26 = —0,12. Portanto, —3 div 26 = |—0,12] = —1.
Entao, —3 =26 (—1) +r. Ou seja, r = 23.
—4/26 = —0, 15. Portanto, —4 div 26 = | -0, 15] = —1.
Entao, —4 =26 - (—1) +r. Ou seja, r = 22.

8. {0,6 pt} Sejam mdc(p,q) = 23315170 e ¢ = 253158719, Utilize a definigao de
mdc em termos de fatores primos para encontrar p.

Obs. Existem infinitas respostas. Basta escrever 1 delas.

Resposta: Sejap = 223Y5°7%. Como mdc(p, q) = 275 3min(y.4) smin(z,8) gmin(k,10)
temos que encontrar

x, tal que min(x,5) =3
y, tal que min(y,4) =4
z, tal que min(z,8) =1
k, tal que min(k,10) =0

Ou seja p = 233Y5!7°, onde y > 4. Possiveis respostas: 23345179, 23355179,
23365170 23375170 23385170

9. {1,0 pt} Resolva o sistema de equagdes abaixo.

r =2 (mod 3)
r =1 (mod 4)
r =3 (mod b)

Mostre seus calculos;

Deixe explicito os valores de cada My

Deixe explicito os valores de cada yy

e Dica: sempre que calcular y;, e x, teste se estes niimeros estao corretos.

Resposta:

Critérios de correcgao:
Calculo dos My, : {0,25 pt}
Célculo dos vy : {0,5 pt}
Célculo de z : {0,25 pt}



y1 € o inverso de 20 modulo 3. Calculo:

Pelo algoritmo de Euclides:

20=6-3+2

3=1-2+1
Entao:

1=3-1-2

1=3-1(20—-6-3)

1=3-20+6-3

1=(-1)-20+7-3
Ou seja, y; = —1.

Yo € o inverso de 15 modulo 4. Célculo:

Pelo algoritmo de Euclides:

15=3-44+3
4 =1-3+ 1Entdo:
1=4-1-3

1=4—1(15-34)

1=4—-15+3-4

1=(-1)15+4-4
Ou seja, yo = —1.

y3 € o inverso de 12 moédulo 5. Calculo:

Pelo algoritmo de Euclides:

12=2-5+2
5 =2-2+ 1Entao:
1=5—-2-2

1=5-2(12—-2-5)

1=5—-2-12+4+4-5

1=(-2)12+5-5
Ou seja, ys = —2.

x=1(2-20-(-1))+(1-15-(—1))+(3-12-(—2)) = —127. Ou qualquer solucao
y, tal que y = —127 (mod 60), por exemplo: y = 53.

10. Calcule o inverso de

a) {1,0 pt} 4 médulo 9. Resposta: -2
b) {1,0 pt} 2 médulo 17. Resposta: -8
c) {1,0 pt} 7 médulo 26. Resposta: -11

Teste sua solugao!

11. {2,0 pt} Calcule x usando o teorema Chinés do Resto. Deixe explicito os
valores de M e y.

r =1 (mod 2)
r =2 (mod 3)
x =3 (mod 5)

Resposta: M1 = 15, MQ = 10, M3 = 0. Y1 = Yz = Yz = 1. z =53



12.

13.

14.

Sejam a, b, ¢, d e m inteiros, onde m > 2, ¢ > 0 e d > 0. Descubra valo-
res numéricos para a, b, ¢, d e m que tornem as proposigoes abaixo falsas.
Observagao. Os valores para a, b, ¢, d e m sao diferentes nas letras (a) e (b).

A resposta deve estar neste formato:
(a)a=3,b=4,c=8 m=3
(bya=5b=3,¢c=2,d=T7, m=4

(a) {1,0 pt} (ac = bc (mod m)) — (a = b (mod m))
Resposta: Uma possivel resposta é: a =3, b=4,c=2em = 2.
Justificativa: estes valores fazem (ac = bc (mod m)) ser T (porque 3 - 2
mod 2 =4-2 mod 2) e (a = b (mod m)) ser F (porque 3 mod 2 # 4
mod 2). Portanto, a implicagao é F.

(b) {1,0 pt} ( (a=b (mod m)) A (c=d (mod m)) ) — (a°= b (mod m))
Resposta: Uma possivel resposta é: a =3, b=3,c=1,d =6, m =5.
Justificativa: similar a letra (a).

{1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solugdo para
o sistema de equacoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

r =1 (mod 3)
z =2 (mod 4)
z =3 (mod 5)

Para sua ajuda, segue abaixo a férmula do Teorema Chinés do Resto. Em um
sistema de equagoes
x = aj (mod my)
x = ag (mod my)

x = ay, (mod my,)

A solucao é x = ay M1y1 + asMsys + ... + anMypy,. Onde, m = mims ... my,
My, = m/my e yi é o inverso de My médulo my.

Resposta: Sejam m =3-4-5 =60, M; =4-5 =20, My =3-5 =15,
M3;=3-4=12, my =3, my =4, ms = 5.

Calculo de y; (inverso de 20 médulo 3). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
que 20=3-6+2e3 =2-141. Substituindo a primeira equacao na segunda,
temos que 1 =4 -3+ (—1)-20. Ou seja, y; = —1.

Calculo de o (inverso de 15 médulo 4). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
que 15 =4-3+4+3e4 =3-1+1. Substituindo a primeira equacao na segunda,
temos que 1 =4 -4+ (—1) - 15. Ou seja, yo = —1.

Célculo de y3 (inverso de 12 médulo 5). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
que 12 =5-2+42e b5 =2-2+ 1. Substituindo a primeira equagao na segunda,
temos que 1 =55+ (—2) - 12. Ou seja, y3 = —2.

Aplicando a férmula, temos que x =1-(—1)-20+2-(—1)-15+3-(=2)-12 =
—122.

Calcule o MDC de

a){0,5 pt} 30 e 12 utilizando o método da fatoragao.
Resposta:



30=2-3.5=2135!
12=2-2-3=2235°
MDC(BO, 12) — 2min(1,2)3min(1,1)5min(1,0) — 223150 =6

b){0,5 pt} 126 e 48 utilizando o algoritmo de Euclides.

Resposta:

126 =48 -2+ 30
48 =30-1+18
30=18-1+12
18=12-1+6
12=6-24+0

MDC(126,48) = 6
Nas duas letras acima, exiba seus calculos.
15. Calcule (e exiba seus célculos):

a){0,25 pt} O inverso de 43 médulo 15.

Resposta:
43 =15-2+13
15=13-1+2
13=2-6+1
1
=13—-2-6

=13—-(15—13)-6
—13—-15-6+13-6
=13-7-15-6

= (43-15-2)-7—15-6
= (43-7)—15-14—15-6
—43.7-15-20

Resposta =7

b){0,25 pt} O inverso de 15 mdédulo 43.
Resposta: -20

c){0,25 pt} Um z, tal que 5z = 2 (mod 34).
Resposta:
5=34-0+5
34=5-6+4
5=4-1+1

1

=5—-4-1
=5—(34-5-6)1
=5—-34+5-6
=5-7T—34
=(5—-34-0)7—34
=(b-0)7-34
=5-7T—34
Resposta =7 -2 = 14.



16.

17.

d){0,25 pt} Um z, tal que 74z =5 (mod 33).

Resposta:
7T4=33-2+8
33=8-4+1
1
=33-8-4

=33—(74—-33-2)4
=33—74-4+33-8
=33-9-74-4
Resposta = —4 - 5 = —20.

Calcule o MDC de

a){0,5 pt} 52 e 24 utilizando o método da fatoragao.
Resposta:
52 =2-2-13 = 223°13!
24=2-2-2-3=233113°
MDC(52, 24) — 2min(2,3)3min(1,0)13min(1,0) — 9230130 — 4

b){0,5 pt} 212 e 88 utilizando o algoritmo de Euclides.
Resposta:
212 =88-2+36
88 =36-2+4 16
36=16-2+4+4
16=4-440
MDC(212, 88) = 4

{1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solugao para
o sistema de equagoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

r =4 (mod b)
z =3 (mod 3)
x =2 (mod 8)

Para sua ajuda, segue abaixo a férmula do Teorema Chinés do Resto. Em um
sistema de equacgoes
x = ay (mod my)
x = ag (mod my)

x = a, (mod my,)
A solucao é x = ay M1y1 + asMsys + ... + anMypy,. Onde, m = mims ... my,
My, = m/my e yi é o inverso de My médulo my.

Resposta: Sejam m =5-3-8 =120, M; = 3-8 =24, My, =5-8 = 40,
M3:5-3:15,m1:5,m2:3,m3:8.



18.

Calculo de y; (inverso de 24 médulo 5):

24=5-4+14
5=4-1+1

1

—5—4
=5—(24—5-4)
—5—-24+5-4
—5.5— 24

Y1 = —1.

Célculo de y, (inverso de 40 médulo 3):

40=3-13+1
1
=40—-3-13
ygzl.

Calculo de y3 (inverso de 15 médulo 8):

15=8-14+7
8=T7-1+1

1

=8—-7

—8 (15— 8)
=8—15+8
=2-8—15

y3 = —1.

2=4-24-(=1)+3-40-1+2-15-(=1) = —96 + 120 — 30 = —6.

{1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solugdo para
o sistema de equacoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

x =2 (mod 3)
x =3 (mod 4)
x =4 (mod 5)

Para sua ajuda, segue abaixo a férmula do Teorema Chinés do Resto. Em um sistema de
equagoes

x = ay (mod myq)

x = az (mod ma)

x = a, (mod my,)



A solucao é x = a1 Myyy + aoMsys + ... + apn Myy,. Onde, m = mims ... my,,
My, = m/my e yg é o inverso de My médulo my.

Resposta: Sejam m = 3-4-5 = 60, M; = 60/3 = 20, M, = 60/4 = 15,
M3:60/5:12, m1:3, m2:4, m3:5.
Célculo de y; (inverso de 20 médulo 3):

20=3-6+2
3=2-1+1

1
=3-2-1
=3-(20—-3-6)-1
=3-20+6-3

= (~1)-20+7-3

Y1 = —1
Calculo de y, (inverso de 15 médulo 4):

15=4-3+3
4=3-1+1

=

4-3-1
4—(15—-4-3)-1
=4—-15+4-3
(=1)-15+4-4
y2 = —1.

Calculo de y3 (inverso de 12 médulo 5):

12=5-2+42
5=2-2+41

1
—5-2-2
=5-2-(12—5-2)
=5-2-1244-5
=(-2)-12+5-5

Y3 = —2.
=220 (1) +3-15-(—1) +4-12- (=2) = —40 — 45 — 96 = —181.

19. {1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solugao para
o sistema de equagOes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

z =1 (mod 3)

z =3 (mod 4)
z =3 (mod 5)



Para sua ajuda, segue abaixo a férmula do Teorema Chinés do Resto. Em um sistema de
equagoes

x = a; (mod myq)

x = az (mod ma)

x = a, (mod my,)

A solugao é z = a1 Myyy + aoMsys + ... + apn M, y,. Onde, m = mims ... my,,

My, = m/my, e yy é o inverso de My médulo my.

Resposta: Sejam m = 3-4-5 = 60, M; = 60/3 = 20, M, = 60/4 = 15,
M3:60/5:12, m1:3, m2:4, m3:5.

Célculo de y; (inverso de 20 médulo 3):

20=3-6+2
3=2-1+1

1
—3-2.1
=3-(20—3-6)-1
=3-204+3-6
=(~1)-20+7-3

y1 = —1L

Calculo de y, (inverso de 15 médulo 4):

Célculo de y3 (inverso de 12 médulo 5):

12=5-242
0=2-2+1

1
=5-2.2
=5-2-(12-5-2)
—5-2-12+4-5
—(-2)-1245-5

ys = —2.

2=1-20-(=1)+3-15-(=1)+3-12-(=2) = —20 — 45 — 72 = —137.



20. {1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solu¢ao para
o sistema de equagoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

(mod 4)
(mod 5)
(mod 9)

8 8 8
n1
— -1 W

Para sua ajuda, segue abaixo a formula do Teorema Chinés do Resto. Em um sistema de
equacoes
x = ay (mod myq)

x = az (mod my)

x = a, (mod my,)
A solugdo é x = a1 My + aoMoys + ... + an My y,. Onde, m = myms ... My,
My, = m/my, e yi é o inverso de My, médulo my,.
Resposta: Sejam m =4-5-9 =180, M; = 180/4 =45, My = 180/5 = 36,

M3 = 180/9 = 20, ma :4, mo = 5, ms = 9.
Célculo de y; (inverso de 45 mdédulo 4):

45=4-11+1
1=45-4-11
ylz]__

Célculo de y, (inverso de 36 médulo 5):

36=5-7T+1
1=36-5-7
y2:1.

Célculo de y3 (inverso de 20 médulo 9):

20=9-2+2
9=2-4+41
1

=9-2-4

=9-(20—9-2)-4
=9—(4-20—8-9)
=9—-4-20+8-9
=9.9—4.20

ys = —4.

x=3-45-147-36-14+1-20-(—4) =135+ 252 — 80 = 307



21. {1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solu¢ao para
o sistema de equagoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

r =4 (mod 2)
r =5 (mod 3)
=4 (mod 7)

Para sua ajuda, segue abaixo a férmula do Teorema Chinés do Resto. Em um sistema de
equagoes

x = ay (mod myq)

x = az (mod ma)

x = a, (mod my,)
A solugdo é x = a1 My + aoMoys + ... + an My y,. Onde, m = myms ... My,
My, = m/my, e yi é o inverso de My, médulo my,.
Resposta: Sejam m = 2-3-7 = 42, My = 42/2 = 21, M, = 42/3 = 14,
M3:42/7:6,m1:2,m2:3, ms ="1T.
Célculo de y; (inverso de 21 médulo 2):

21=2-10+1
1=21-2-10
ylz]__

Calculo de y, (inverso de 14 médulo 3):

14=3-442
3=2-1+4+1

1

=3-2-1
=3—-(14-3-4)-1
=3—-(14-3-4)
=3-14+3-4
=4-3-14
y2 = —1L.

Célculo de y3 (inverso de 6 médulo 7):

—7-0+6
7=6-1+1

=
|
D
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|
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I
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r=4-21-1+45-14-(=1)+4-6-(—1) =84 — 70 — 24 = —10

Para criptografar a mensagem M, calculamos C' = M®¢ mod (p - q). Para
decriptografar a mensagem C, calculamos M’ = CY mod (p - ¢), onde d é o
inverso de e médulo (p—1)-(¢—1). Sejam M =7, e=3,p=3eq=>5.

a){0,30 pt} Calcule C. Exiba seus céalculos.
Resposta:

C =7 mod (3-5) =343 mod 15 = 13

b){0,70 pt} Calcule d e M’. Exiba seus calculos.
Resposta:

[Calculo do inverso de 3 mddulo (3 —1)(5 —1)]
3=8-0+3
8=3-2+2
3=2-1+1

1
—3-2.1
=3-(8-3-2)-1
—3-8+3-2
=3-3-8
=3(3-8-0)—28
=3.3-8

[Ou seja, d = 3.]
M’ =13% mod (3-5) = 2197 mod 15 = 7

Dica: Teste sua resposta. Verifique se M’ = M.

23. Para criptografar a mensagem M, calculamos C' = M mod (p - q). Para

decriptografar a mensagem C, calculamos M’ = C? mod (p - q), onde d é o
inverso de e médulo (p—1)- (¢ —1). Sejam M =6,e=5p=3eq="T1.

a){0,30 pt} Calcule C. Exiba seus célculos.
Resposta:

C =6°mod (3-7) = 7776 mod 21 =6

b){0,70 pt} Calcule d e M'. Exiba seus célculos.



Resposta:

[Calculo do inverso de 5 médulo (3 —1)(7 —1)]
5=12-0+5
12=5-2+4+2
0=2-2+4+1

1

=5—-2-2
=5-2(12—-5-2)
=5—-2-124+4-5
=5-5—-2-12
[Ou seja, d = 5.]

M’ =6° mod (3-7) = 7776 mod 21 = 6
Dica: Teste sua resposta. Verifique se M’ = M.

24. {1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solu¢do para
o sistema de equagoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

r =5 (mod 2)
x =2 (mod 3)
x =4 (mod 5)

Teorema Chinés do Resto. Em um sistema de equagoes

x = a; (mod mq)
x = as (mod ma)

x = a, (mod my,)

a solugao é x = a1 Myy; + aaMoys + ... + an Mpy,, onde m = myms ... my, My = m/my
e Yy € o inverso de My mddulo my.

Resposta: Sejam m = 2-3-5 = 30, M; = 30/2 = 15, M, = 30/3 = 10,
M3:30/5:6,m1:2,m2:3, m3:5.

Célculo de y; (inverso de 15 médulo 2):

15=2-7T+1
1=15-2-7
ylzl.

Célculo de y, (inverso de 10 médulo 3):
10=3-3+1
1=10-3-3

y2:1.
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Calculo de y5 (inverso de 6 médulo 5):

6=5-14+1
1=6-5-1
y3:1.

r=95-15-142-10-144-6-1=75420+ 24 = 119.

{1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solugao para
o sistema de equacoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

x =6 (mod 5)
z =3 (mod 6)
=5 (mod 7)

Teorema Chinés do Resto. Em um sistema de equagoes

x = a; (mod myq)
x = as (mod my)

T = ap (mod my,)

a solugao é x = a1 Myy; + aaMsys + . .. + anMpy,, onde m = myms ... my, My = m/my
e Y € o inverso de M} modulo my.

Resposta: Sejam m =5-6-7 = 210, M; = 210/5 = 42, My = 210/6 = 35,
M3 = 210/7: 30, my = 5, meo = 6, ms = 7.

Calculo de y; (inverso de 42 médulo 5):

42=5-842
5=2.2+1
1

—5-2.2

—5—(42-5-8)-2
=5-2.42+416-5
—=17-5—2-42

Yy = —2.

Calculo de y, (inverso de 35 médulo 6):

35=6-5+5
6=5-1+1

1
=6-5-1
=6—(35—6-5)-1
—=6-35+5-6
=6-6—35

Yo = —1.
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27.

28.

Calculo de y3 (inverso de 30 médulo 7):

0=7-44+27=2-3+1

1
=7-2-3
=7-(30—7-4)-3
=7-(3-30-12-7)
—7-3-30+12-7
=19-7—3-30

ys = —3.
xr=6-42-(-2)+3-35-(—1)+5-30-(—3) = =504 — 105 — 450 = —1059.
Qual o menor nimero natural congruente a

a){0,10 pt} 20 médulo 3?7 Resposta: 2
b){0,10 pt} 33 médulo 47 Resposta: 1
c){0,10 pt} 49 médulo 57 Resposta: 4
d){0,10 pt} 100 médulo 7?7 Resposta: 2

{0,6 pt} Qual a férmula que calcula o menor nimero natural congruente a x
moédulo m? Dica: use o Quesito 26 como inspiracao para descobrir a férmula.

Resposta: © mod m

{1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solugdo para
o sistema de equagoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

r =1 (mod 2)
r =2 (mod 3)
x =4 (mod 5)

Para sua ajuda, segue abaixo a férmula do Teorema Chinés do Resto. Em um
sistema de equacgoes
x = aj (mod my)
x = az (mod mg)

x = a, (mod my,)

A solucao é x = a1 Miy1 + asMsys + ... + anMpy,. Onde, m = mims ... My,
My, = m/my e yi é o inverso de My médulo my.

Resposta: Sejam m =2-3-5=30, My =3-5 =15 My =2-5 = 10,
M3:2-3:6,m1:2, m2:3, m5:5.

Calculo de 7, (inverso de 15 médulo 2). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
que 15=2-74+1. Ou seja, 1 = 15— 2 - 7. Portanto, y; = 1.

Calculo de yo (inverso de 10 médulo 3). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
que 10 =3 -3+ 1. Ou seja, 1 = 10 — 3 - 3. Portanto, y, = 1.

Calculo de y3 (inverso de 6 médulo 5). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
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30.

que 6=5-1+1. Ouseja, 1 =6 —5-1. Ou seja, y3 = 1.
Aplicando a férmula, temos que z = (1-1-15)+(2-1-10)+(4-1-6) = 15420424 =
59.

(Opcional): Para obter um valor z tal que 0 < z < m, basta calcular o resto
59 mod 30 (lembre que m = 30). ¢ = [59/30| = |1,...] =1.59=30-(1)+r.
Portanto, r = 29. Ou seja, z = 29 também ¢é solugao do sistema de equagoes
(teste esta resposta dividindo 29 por 2, 3 e 5 e comparando os restos com 0s
restos da divisao por 1, 2 e 4, respectivamente).

{3,3 pt} Dadas as premissas (—1 = —1 (mod m)), (a = b (mod m)) e
(¢ =d (mod m)), prove que ((a—c) = (b—d) (mod m)). Justifique cada passo
de prova com exatamente 1 equagao da lista em anexo e com as equagoes [100]
e [101] dadas de graga abaixo. A tnica excegao a esta regra é o uso de co-
mutatividade e associatividade. Ou seja, as equagoes (10), (11), (12) e (13)
podem ser usadas simultaneamente em 1 passo de prova.

(z1=y1 (mod z)) A (z2=y2 (mod z))
S (i) =(y1+y2) (mod 2) [100]

(z1=y1 (mod z)) A (z2=y2 (mod z))
o (m1w2)=(y1y2) (mod z) [101]

Resposta:
1. =1 = -1 (mod m) [Premissal
2. ¢ =d (mod m) [Premissal
3. (=1 = -1 (mod m)) A (c=d (mod m)) [43em 1 e 2]
4. (—c = —d (mod m)) [101 em 2 e 3]
5.a=b (mod m) [Premissa]
6. (a =0 (mod m)) A (—c=—d (mod m)) [43 em 4 e 5]
7. (a—c) = (b—d) (mod m) [100 em 6]

{1,0 pt} Dadas as premissas (a | b) e (a | ¢), conclua que (a | (mb + nc)).
Justifique cada passo de prova com exatamente 1 equacao da lista em anexo
e com as regras de inferéncia [100] e [101] dadas de graga abaixo. A tnica
excecao a esta regra é o uso de comutatividade e associatividade. Ou seja,
as equagoes (10), (11), (12) e (13) podem ser usadas simultaneamente em 1
passo de prova.

) [100]

(@ | (y+2))
Resposta:
l.a|b [Premissa]
2.a|mb [100 em 1]
3.alc [Premissal
4. a | nc [100 em 3]
5. (a | mb) A (a | nc) [43 em 2 e 4]
6. a | (mb+ nc) [101 em 5]
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32.

{1,0 pt} Use o Teorema Chinés do Resto para encontrar uma solugdo para
o sistema de equagoes abaixo. Exiba seus calculos. Sugestao: teste seu
resultado para ter certeza que calculou corretamente.

z =0 (mod 2)
z =3 (mod 5)
x =2 (mod7)

Para sua ajuda, segue abaixo a férmula do Teorema Chinés do Resto. Em um
sistema de equagoes
x = aj (mod my)
x = ag (mod my)

x = ay, (mod my,)

A solucao é x = ay M1y + asMsys + ... + anMypy,. Onde, m = mims ... My,
My, = m/my; e yi é o inverso de M} médulo my.

Resposta: Sejam m =2-5-7=70, M; =5-7 =235, My =2-7 = 14,
M3:2~5:10,m1:2,m2:5,m5:7.

Célculo de y; (inverso de 35 médulo 2). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
que 35 =2-17+ 1. Ou seja, 1 =35 — 2 - 17. Portanto, y; = 1.

Calculo de gy, (inverso de 14 médulo 5). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
que 14=5-24+4e5=4-1+1. Ou seja,

1
—5—4-1
=5—(14-5-2)-1
=5—14+5-2
—3.5—14

Portanto, y, = —1.
Célculo de ys (inverso de 10 médulo 7). Pelo algoritmo de Euclides, sabemos
que 10=7-14+3e7=3-2+1. Ou seja,

1
—7-3-2
=7-(10-7-1)-2
—7-2.10+2-7
=3.7-2-10

Portanto, y3 = —2.
Aplicando a férmula, temos que x = (0-35-1) + (3-14-(—1)) + (2-10-(=2)) =
—42 — 40 = —82.

(Opcional): Para obter um valor = tal que 0 < x < m, basta calcular o
resto —82 mod 70 (lembre que m = 70). ¢ = |—82/70] = |—1,...| = —2.
—82 =70-(—2) 4+ r. Portanto, » = 58. Ou seja, x = 58 também é solucao do
sistema de equagdes (teste esta resposta dividindo 58 por 2, 5 e 7 e comparando
os restos com os restos da divisao por 0, 3 e 2, respectivamente).

{1,0 pt} Qual o nimero que, quando dividido por 8, tem resto 3, quando
dividido por 9, tem resto 1 e, quando dividido por 11 tem resto 47 Dica: use
o Teorema Chinés do Resto para encontrar este niimero.



Para sua ajuda, segue abaixo a féormula do Teorema Chinés do Resto. Em um
sistema de equacgoes

x = aj (mod my)

x = az (mod mg)

x = a, (mod my,)

A solucao é x = a1 My + aoMoys + ... + anMuy,. Onde, m = mimo ... my,
My = m/my e yi é o inverso de My médulo my.

Resposta:

O problema a ser resolvido é:
z =3 (mod 8)
z =1 (mod 9)
r =4 (mod 11)

Sejam m = 8-9-11 =792, My = 9-11 = 99, My = 8-11 = 88, My = 8-9 = 72,
m1:8, m2:9, m5:11

Célculo de y;, o inverso de 99 modulo 8.

99 =8-12+3

8§ =3-242

3 =2-1+1

1 =3-2-1
=3—-8+2-3
=3-8+4+2-3
=3-3-8

—3.(99-8-12) —8
—3.99-36-8—8
—3.99-37-8

Portanto, y; = 3.

Célculo de ¥, o inverso de 88 médulo 9.

88 =9-9+7

9 =7-1+2

7 =2.3+1

1 =7-2-3
=7-(9-7-1)-3
=7-3-9+43-7
=4.7-3-9

—4(88-9-9)—3-9
—4-88-36-9—-3-9
—4-88-39-9

Portanto, y, = 4.
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Célculo de y3, o inverso de 72 moédulo 11.

72 =11-6+6

11 =6-1+5

6 =5-1+1

1 =6-5-1
=6—(11-6-1)-1
=6—11+6
=2.6-11

=2(72—-11-6) — 11
=2-72-12-11-11
=2-72-13-11

Portanto, y3 = 2.

Entao, 2 =3-99-3+1-88-4+4-72-2=1.819.

(Opcional): Para obter um valor z tal que 0 < x < m, basta calcular o
resto 1.819 mod 792 (lembre que m = 792). ¢ = [1819/792] = [2,...| = 2.
1.819 = 792 - 2 + r. Portanto, r = 235. Ou seja, = 235 também é solugao
do sistema de equagoes (teste esta resposta dividindo 235 por 8, 9 e 11 e
comparando os restos com os restos da divisao por 3, 1 e 4, respectivamente).

{1,0 pt} Para criptografar uma mensagem M, o remetente calcula a expressao
(M°® mod (p-q)), onde e e (p-q) sdo as chaves publicas do destinatério. Note
que o remetente nao sabe quem sao p e ¢ separadamente, pois enxerga apenas
o resultado da multiplicagdo (p - ¢). Apenas o destinatdrio sabe quais sdo os
valores de p e ¢ separadamente. Por isso que p e ¢ sao as chaves privadas
do destinatario. Para decriptografar uma mensagem C', o destinatario calcula
(C?mod (p-q)), onde d é o inverso de e médulo (p — 1) - (¢ — 1).

Suponha que as chaves publicas de Dilma Rousseff sejam e = 5, e (p- q) = 21,
onde as chaves privadas sao p=3eq=1T1.

Edward Snowden enviou uma mensagem a Dilma criptografada 3 vezes. Ou
seja, a mesma mensagem foi criptografada uma vez, o resultado foi criptogra-
fada uma segunda vez e, por fim, este segundo resultado foi criptografado uma
terceira vez. A mensagem recebida por Dilma, apés as 3 criptografias, foi 11.

Calcule a mensagem original de Edward Snowden. Exiba seus célculos.

Resposta:



Calculo de d, o inverso de 5 médulo (3 —1) - (7 —1) = 12.

5 =12-0+5
12 =5-242
5 =2-2+41

1 =5-2-2
—5-2-(12-5-2)
=5-2-12+44-5
=5.-5—-2-12
=5-(5—-12-0) —2-12
—5.-5—2-12

Portanto, d = 5.

Primeira decriptografia. (11° mod 21) = (161.051 mod 21) = 2. Segunda
decriptografia. (2° mod 21) = (32 mod 21) = 11. Terceira decriptografia.
(115 mod 21) = (161.051 mod 21) = 2.

Resposta: 2.

Inducao e Recursao

4.1 Inducao Matematica

1. {2,0 pt} Queremos provar que ((8" —2") mod 6) = 0 para todo inteiro n > 1.
Prove por inducio matemdtica. Caso precise, utilize o Teorema 1: 81 —
2FF1 = 8(8F — 2%) 4+ 8.2~ — 2. 2F

Resposta:
Base.
(8! — 2" mod 6
=6 mod 6 [Aritmética]
=0 [Def. mod |
Passo indutivo.
(8%+1 — 2¥+1) mod 6
= (8(8% — 2%) +8-2F — 2. 2%) mod 6 [Teorema 1]
= (8(8% — 2%) +2¥(8 — 2)) mod 6 [Aritmética]
= (8(8F — 2%) + 2% . 6) mod 6 [Aritmética]
= ((((8 mod 6)((8" — 2¥) mod 6)) mod 6) + 2% - 6) mod 6 [Aritmética]
= ((((8 mod 6) - 0) mod 6) + 2* - 6) mod 6 [Hipétese de Indugaol
= ((0 mod 6) + 2* - 6) mod 6 [Aritmética]
=(0+4+2"-6) mod 6 [Def. mod |
(2’“ 6) mod 6 [Aritmética]
= [Def. mod |
2. {1,0 pt} Seja P(n it = nin + 1)6(2n i 1)>
i=1

Prove por indugao que P(n) é verdade para n > 1.



Mostre seus calculos;

e Escreva o objetivo de prova do caso base e do passo indutivo.

Escreva a hipétese de indugao

Justifique da melhor forma possivel cada passo de prova.

Utilize a Equagao 1 abaixo caso precise:

k(k+1)(2k+ 1)+ 6(k + 1)2 _ B+ DR+ D+ DR(K+1)+1) 1]
6 6

Resposta:

Critérios de corregao:

Objetivo de prova da base: {0,2 pt}

Prova da base: {0,2 pt}

Objetivo de prova do passo indutivo: {0,2 pt}
Hipétese de indugao: {0,2 pt}

Prova do passo indutivo: {0,2 pt}

1
1(1+1)(2-1+1
Base. Objetivo de prova: Ziz = (1 +1)( +1)

i=1 6
Prova:
1
27
i=1
=12 [Def. ]
=1 (12 = 1]
= % [Aritmétical
k+1
Indugao. Objetivo de prova: Zi2 = (k+ D((k+1) —21)(2(k )+
i=1

k(k +1)(2k + 1)

k
Hipdtese de indugao: Z P2 = 6

=1

Prova:

= i+ (k+1) [Def. $7]

i=1
_ w + (k+1)*> [Hipétese de Indugao]
k(k+1)(2k+1)+6(k+1)?

)
_ (k1)

[Denominador comum|]

(k+1<§-;1)(2(k+1)+1) [Eq. 1]

3. Prove por inducao matematica que
(44+104+16+...+(6n—2)) = (n(3n+1))

para todo n > 0. Justifique cada passo de prova com os termos “[Aritmétical”,
“[Hipétese de Indugao]” ou com “[100]”, cuja equacao é dada abaixo:

(Bk* +Tk+4) = (k+1)3(k+1)4+1))  [100]



Use, obrigatoriamente, a hipétese de inducao.

Resposta:

Caso base.
6-1—2
=4 [Aritmética]
=3+1 [Aritmétical
=3-1+1 [Aritmétical
=1-(3-14+1) [Aritmétical

Passo indutivo.

4+104+16+...+ (6k—2)+ (6(k+1) —2)

=k(Bk+1)+(6(k+1)—2) [Hip6tese de Indugao]
=3k +k+6k+6—2 [Aritmética]
=3k* + Tk +4 [Aritmética]
=(k+1)Bk+1)+1) [100]

Rascunho (opcional)

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 6-1—-2=1-(3-1+1)

b) Prove o caso base.

Resposta:
6-1—-2
=4 [Aritmétical
=3+1 [Aritmétical
=3-1+1 [Aritmética]
=1-(3-1+1) [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (4+10+16+...+ (6k—2)+ (6(k+1)—2)) = ((k+ 1) -
3-(k+1)+1))

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: (4+ 10+ 16+ ...+ (6k —2)) = (k(3k + 1))

e) Prove o passo indutivo. Resposta:

4410416+ ...+ (6k —2) + (6(k+1) —2)

=k(Bk+1)+ (6(k+1)—2) [Hipdtese de Indugao]
=3k*+k+6k+6—2 [Aritmétical
=3k*+ Tk +4 [Aritmétical
=k+1DBKk+1)+1) [100]

. Prove por inducao matematica que
n+4+n=2n

para todo n > 0.



Justifique cada passo com “Aritmética”’, “Hipdtese de Indugao” ou com uma
das equagoes abaixo.

20r+1)=2zx+2 [100]
(r+y)+(@+y) =(@+2)+(y+y) [101]
(1+1) =2 [102]

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de inducao.

Resposta:

Caso Base.
0+0

=0 [Aritmética]
=2-0 [Aritmétical

Passo Indutivo.

(k+1)+ (k+1)

=(k+Fk)+(1+1) [101]
=2k+(1+1) [Hipétese de Indugao]
= 2% +2 [102]
= 2(k+1) [100]

Rascunho (opcional)

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 0+0=2-0

b) Prove o caso base.
Resposta:

0+0
=0 [Aritmética]
=2-0 [Aritmética]
c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (k+ 1)+ (k+1)=2(k+1)
d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: £k + k =2k

e) Prove o passo indutivo. Resposta:

(E+1)+(k+1)

=(k+k)+(1+1) [101]
=2k+(1+41) [Hip6tese de Indugao]
=2k +2 [102]
= 2(k +1) [100]

. Seja a funcao F' definida da seguinte forma:

F(l1)=5
F(n)=F(n—1)+5n

Queremos provar por indugao matematica que 5+10+15+...+5n = F(n),
para todo n > 0.



Justifique cada passo de prova com “Aritmética”, “Definigao de F” ou “Hipdtese
de Inducao”.

Use, obrigatoriamente, a hipétese de inducao.

Resposta:
Caso base.

I <

-1
5 [Aritmétical
= F(1) [Definigao de F(n)]

Passo indutivo.

5+10+15+...+5k+5(k+1)

= F(k)+5(k+1) [Hip6tese de Indugao]
=F((k+1)—1)+5k+1) [Aritmética]
=F(k+1) [Defini¢ao de F

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 5-1 = F(1).

b) Prove o caso base.
Resposta:
5-1
=5 [Aritmétical
= F(1) [Definicao de F(n)]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: 5+ 10+ 15+... +5k+5(k+1) = F(k+1).

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: 5+ 10+ 15+ ...+ 5k = F(k).

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
5410+ 15 +...+ 5k +5(k + 1)
= F(k)+5(k+1) [Hip6tese de Indugao]
=F((k+1)—1)+5(k+1) [Aritmétical
=F(k+1) [Definigao de F

. Prove por inducao matematica que todo ntmero par, ao ser dividido por 2,
tem resto 0. Ou seja, prove por indugao matemética que (2n mod 2) = 0 para
todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética”, “Hipdtese de Inducao” ou
“[1]7, onde [1] é a equagao abaixo:

((2k+2) mod 2) = (((2k mod 2) + (2 mod 2)) mod 2) [1]

Use, obrigatoriamente, a hipotese de indugao.



Resposta:

Caso base.
((2-0) mod 2)
=0 mod 2 [Aritmétical
=0 [Aritmétical
Passo indutivo.
2(k+1) mod 2
= (2k +2) mod 2 [Aritmétical
= ((2k mod 2) + (2 mod 2)) mod 2 1]
= (04 (2 mod 2)) mod 2 [Hip6tese de Indugao]
= (04 0) mod 2 [Aritmétical
=0 mod 2 [Aritmética]
=0 [Aritmética]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: ((2-0) mod 2) = 0.

b) Prove o caso base.

Resposta:
((2-0) mod 2)
=0 mod 2 [Aritmética]
=0 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (2(k + 1) mod 2) = 0.

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: (2k mod 2) = 0.

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:

2(k+1) mod 2

= (2k 4+ 2) mod 2 [Aritmétical
= ((2k mod 2) + (2 mod 2)) mod 2 1]
= (0+ (2 mod 2)) mod 2 [Hipotese de Indugao]
= (04 0) mod 2 [Aritmética]
= (0 mod 2 [Aritmétical
=0 [Aritmética]

. Prove por inducao matematica que todo niimero impar, ao ser dividido por 2,
tem resto 1. Ou seja, prove que ((2n — 1) mod 2) = 1 para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética”, “Hipdtese de Indugao” ou
“[1]”, onde [1] é a equagao abaixo:

((2k—=1)+2)mod 2) = ((((2k—1) mod 2) + (2 mod 2)) mod 2) [1]

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao.



Resposta:

Caso base.
((2-1—-1) mod 2)
=(2—1)mod 2  [Aritmétical
=1 mod 2 [Aritmética]
=1 [Aritmética]

Passo Indutivo.

2(k +1) — 1) mod 2

=(2k+2—-1) mod 2 [Aritmética]
= ((2k—1)+2) mod 2 [Aritmética]
= (((2k — 1) mod 2) + (2 mod 2)) mod 2 1]
= (1+ (2 mod 2)) mod 2 [Hipétese de Indugao]
=(1+40) mod 2 [Aritmética]
=1 mod 2 [Aritmética]
=1 [Aritmética]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: ((2-1—1) mod 2) =

b) Prove o caso base.
Resposta:
((2-1—1) mod 2)
=(2—1)mod 2  [Aritmética]
=1 mod 2 [Aritmética]
=1 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: ((2(k+ 1) —1) mod 2) =

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: ((2k — 1) mod 2) = 1.

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:

(2(k+1)—1) mod 2
=(2k+2—-1) mod 2 [Aritmética]
=((2k—1)+2) mod 2 [Aritmética]
= (((2k — 1) mod 2) + (2 mod 2)) mod 2 1]
= (14 (2 mod 2)) mod 2 [Hipétese de Indugaol
=(14+0) mod 2 [Aritmética]
=1 mod 2 [Aritmética]

=1 [Aritmética]

8. Prove por inducao matematica que

(0 mod 2) - (2 mod 2) - (4 mod 2) - (6 mod 2)-...-(2n mod 2) =0



para todo n > 0.
Justifique seus passos de prova com “Aritmética” ou “Hipotese de Inducao”.

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao.

Resposta:
Caso base.
((2-0) mod 2)
=0 mod 2 [Aritmética]
=0 [Aritmétical
Passo indutivo.
(0 mod 2)-(2mod 2)-...-(2k mod 2) - (2(k + 1) mod 2)
=0-(2(k+1) mod 2) [Hipdtese de Indugaol
=0 [Aritmétical

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: ((2-0) mod 2) = 0.

b) Prove o caso base.

Resposta:
((2-0) mod 2)
=0 mod 2 [Aritmética]
=0 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?

Resposta:
(0 mod 2)- (2mod 2)-...-(2k mod 2) - (2(k+ 1) mod 2) =0
d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta:
(0 mod 2) - (2mod 2)-...:(2k mod 2) =0
e) Prove o passo indutivo.
Resposta:
(0 mod 2) - (2mod 2)-...-(2k mod 2) - (2(k+ 1) mod 2)
=0-(2(k+1) mod 2) [Hipétese de Indugao]
=0 [Aritmética]

. Prove por inducao matematica que
n+n+n+n=4n

para todo n > 0.
Justifique seus passos de prova com “Aritmética” ou “Hipotese de Inducao”.

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de inducao.

Resposta:



10.

Caso base.

0+0+0+0
=0 [Aritmética]
=4-0 [Aritmética]

Passo indutivo.

k+1D)+k+1)+k+1)+(k+1)

=k+k+k+k)+4 [Aritmétical
=4k +4 [Hip6tese de Inducao]
=4(k+1) [Aritmética]

Rascunhos (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 0+0+0+0=4-0.

b) Prove o caso base.

Resposta:
0+0+0+0
=0 [Aritmética]
=4-0 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta:
(k+1)+k+D)+k+1D)+(k+1)=4-(k+1)

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta:
k+k+k+k=4k

€){0,40 pt} Prove o passo indutivo.

Resposta:
k+D)+k+1D)+k+1)+(E+1)
=(k+k+k+k) +4 [Aritmétical
=4k + 4 [Hipétese de Indugaol
=4(k+1) [Aritmética]

Prove por inducao matematica que
(1 mod 2)+ (3mod 2)+ (5 mod 2)+ ...+ ((2n — 1) mod 2) =n

para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética”, “Hipdtese de Inducgao” ou
“[100]”, onde [100] ¢ a equagao dada (de graga) abaixo:

((2k + 1) mod 2) = 1 [100]

Use, obrigatoriamente, a hipotese de inducao.

Resposta:

Caso base.
1 mod 2

=1 [Aritmétical



11.

Passo indutivo.

(1 mod 2) + (3 mod 2) + (5 mod 2) +
+ ((2k —1) mod 2) + ((2(k + 1) — 1) mod 2)

=k+((2(k+1)—1) mod 2) [Hipétese de Indugao]
=k+((2k+2—1) mod 2) [Aritmétical
=k +((2k +1) mod 2) [Aritmétical
k41 [100]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: (1 mod 2) =

b) Prove o caso base.

Resposta:
1 mod 2

=1 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta:
(1 mod 2)+ (3 mod 2) + (5 mod 2) + ...+ ((2k — 1) mod 2) + ((2(k +
1)—1) mod 2) = (k+1)
d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta:
(1 mod 2) + (3 mod 2) + (5 mod 2) + ...+ ((2k — 1) mod 2) = k

e) Prove o passo indutivo.
Resposta:

(1 mod 2) + (3 mod 2) + (5 mod 2) + ...
+((2k —1) mod 2) + ((2(k+ 1) — 1) mod 2)

=k+((2(k+1)—1) mod 2) [Hipétese de Indugao]
=k+ ((2k+2—1) mod 2) [Aritmétical
=k +((2k + 1) mod 2) [Aritmétical
—k+1 [100]

Prove por inducao matematica que
(1+2+3+...4n)+(1+2+34+...4+n)=n(n+1)

para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética” ou “Hipotese de Indugao”.
Utilize, obrigatoriamente, a hipétese de inducao na sua prova.

Resposta:

Caso base.
141
=2 [Aritmétical
=1-2 [Aritmétical

=1(1+41) [Aritmétical



12.

Passo indutivo.

(IT+24 .. +k+k+1))+(A+2+. . +Ek+(k+1)

=14+2+... k) +1+2+... +E)+(k+1)+(E+1) [Aritmétical
=k(k+1)+(k+1)+(E+1) [Hip6tese de Indugao]
=k+1D(k+1+1) [Aritmética]
=k+1D({(k+1)+1) [Aritmética]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 1+1=1(1+1).

b) Prove o caso base.

Resposta:
1+1
=2 [Aritmética]
=1-2 [Aritmética]

=1(1+1) [Aritmétical

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta:
(142434 . +k+(k+1))+(14+243+. . . +E+(k+1)) = (k+1)((k+1)+1)

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta:
(1+24+3+... +k)+1+2+3+...+k)=k(k+1)

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
(T4+24. . +k+E+D))+A+2+...+k+(k+1)
=1+2+... +k)+Q+2+... +k)+(k+1)+(k+1) [Aritmética]
=k(k+1)+(k+1)+(k+1) [Hipétese de Indugao]
=(k+1)(k+1+1) [Aritmétical
=k+1((k+1)+1) [Aritmética]

Prove por inducao matematica que
2n —9. 2n—1

para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética” ou “Hipotese de Indugao”.
Utilize, obrigatoriamente, a hipétese de inducao na sua prova.

Resposta:

Caso base.
21
=2 [Aritmétical
=2-1 [Aritmétical
=2-2°  [Aritmética]
=221 [Aritmética]



13.

Passo indutivo.

2k+1

=2.2F [Aritmética]
=2-2-21  [HipStese de Inducio]
= 2. 20k-1)+1 [Aritmétical
= 2. 2(k+1)—1 [Aritmétical

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 2! = 2. 2171,

b) Prove o caso base.

Resposta:
21
=2 [Aritmétical
=2-1 [Aritmética]
=2-20  [Aritmética]
=2-21 [Aritmétical

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?

Resposta:
ok+l _ 9. 2(k+1)71

d) Qual a hipétese de indugao?

Resposta:
2k =9. 2k71
e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
2k+1
=2.2k [Aritmética]
=2.2.21 [Hipétese de Indugao
= 2. 2(k=1)+1 [Aritmétical
= 2. 2011 [Aritmétical

Prove por indugao matematica que

QRS

13+23+...+n3:( 5

para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética”, “Hipétese de Indugao”, [1]
ou [2], dados abaixo.

(85)" s 7= (5524 0)
(k+1)(k+2) =k(k+1)+2(k+1) 2]

Utilize, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao na sua prova.

Resposta:



Caso base.

=1 [Aritmética]
2
= <M> [Aritmétical

Passo indutivo.
B4+24+.  +B+(k+1)3

2

2
— (M) + (k+1)3 [Hipdtese de Indugao]

_ (’f“f“ (k + ))2

_ (k(k+1)+2(k+1) > 2
2

_ ((k+1)(k+2))2
2

_ ((k+1)((k+1)+1)>2
2

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?

2
Resposta: 13 = (#)

b) Prove o caso base.

Resposta:
13

1]

[Aritmética]

2]

[Aritmética]

=1 [Aritmética]
2
= (@) [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?

Resposta: 12 +23+.. . +k3+ (k+1)° =

d) Qual a hipdtese de indugao?
2
Resposta: 124+ 23+ ... + k% = ( (k+1)>

e) Prove o passo indutivo.
Resposta:

B+2+.  + B+ (k+1)3

<(k+1)((k+1)+1)>2
2

2
- (M) +(k+1)3 [Hipétese de Indugao]

2
kk+1)+ . ))

(
<k k+l)+2(k+1 >
(e
(

(k+1 (k+2) )

(k+1)( k+1)+1)>

1]
[Aritmética]
2]

[Aritmética]



14. Prove por inducao matematica que
0+2+44+6+...42n) mod 2=0

para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética”’, “Hipdtese de Inducao” ou
[1], dado abaixo. Utilize, obrigatoriamente, a hipétese de indugao na sua prova.

(0+2+4+6+...+2k+2(k+1)) mod 2
=(((0+2+446+...+2k) mod 2)+ (2(k+ 1) mod 2)) mod 2 [1]

Resposta:

Caso base.
0 mod 2

=0 [Aritmética]
Passo indutivo.

0+24+44+6+...+2k+2(k+1)) mod 2

=({(0+24+4+6+...4+2k) mod 2)+ (2(k + 1) mod 2)) mod 2 1]
=0+ (2(k+1) mod 2)) mod 2 [H.L]
= (04 0) mod 2 [Aritmétical
=0 mod 2 [Aritmética]
=0 [Aritmétical

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 0 mod 2 =0

b) Prove o caso base.
Resposta:
0 mod 2
=0 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (0+2+4+6+...+2k+2(k+1)) mod2=0

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: (0+2+4+6+...+2k) mod 2=0

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
(0+2+4+6+...+2k+2(k+1)) mod 2
=(((0+24+446+...4+2k) mod 2) + (2(k+ 1) mod 2)) mod 2 1]
=(0+ (2(k+1) mod 2)) mod 2 [H.L]
= (0+0) mod 2 [Aritmética]
=0 mod 2 [Aritmética]
]

=0 [Aritmética



15. Prove por inducao matematica que

1+2+3+...4+n n+1

n 2

para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética”, “Hipdtese de Indugao” ou
[1], dado abaixo.

14+2+3+...+k+(k+1 etk | K k
k+1 D) = (1+2+%€+ =+ %1) ’ [1]

Utilize, obrigatoriamente, a hipdtese de inducao na sua prova.

Resposta:
Caso base. .
1
= % [Aritmética]
= 141 [Aritmétical
Passo indutivo.
14243+ +k+(k+1)
k1
(1+2+3+ k4 kL) kLH 1]
= (BfL 4 B kiﬂ [HipStese de Indugao]
= (% kL) (k_ﬁ . kLH) [Aritmética]
= g +1 [Aritmética]
= kf2 [Aritmétical
— M [Aritmétical

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?

Resposta: % = %
b) Prove o caso base.
Resposta:
i
= 15 [Aritmétical
= 121 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
. L4243+ k(b)) (kD4
Resposta: ) =
d) Qual a hipétese de indugao?

. 1424344k _ k+1
Resposta: = t=2 = 2=




e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
1424 3+...+h+(k+1)
k1
— (LtSbetk | k). ko 1]
= (B 4 &Y. kLH [Hipdtese de Indugao]
= (& ﬁ) + (L k—_’il) [Aritmética]
=441 [Aritmética]
= b2 [Aritmética]
= % [Aritmética]

16. Prove por inducao matematica que
0+2444+6+...+2n=n-(n+1)

para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética”, “Hipdtese de Inducao” ou
[1], dado abaixo.

k-(k+1)+2-(k+1)=(k+1)(k+2) [1]
Utilize, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao na sua prova.

Resposta:

Caso base.

I <

0-1 [Aritmética]
=0-(0+1) [Aritmética]

Passo indutivo.

0+2+44+46+...+2k+2(k+1)

=k(k+1)+2(k+1) [Hipétese de Indugao]
= (k+1)(k+2) [1]
=k+1D((k+1)+1) [Aritmétical

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 0=0-(0+1)

b) Prove o caso base.
Resposta:

0-1 [Aritmética]
0-(0+1) [Aritmétical



c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: 04+2+4+6+...+2k+2(k+1)=(k+1)((k+1)+1)

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: 0+2+4+4+4+6+...+2k=k(k+1)

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
04+2+446+4...+2k+20k+1)
=k(k+1)+2(k+1) [Hipétese de Indugaol
=(k+1)(k+2) 1]
= (k+1((k+1)+1) [Aritmétical

. Prove por indu¢ao matematica que (n!/n) = (n — 1)!, onde n > 0.

Justifique cada passo com os termos “[Aritmética]”, “[Hip6tese de Indugao]”,
“[100]” ou “[101]”, cujas equagoes sao dadas abaixo:
(k+D)!'=((k+1)-k-k)/k [100]
ko (k— 1)1 = k! [101]

Use, obrigatoriamente, a Hipotese de Inducao.

Resposta:
Caso base.
(/1)
=(1/1)  [Aritmétical
= [Aritmétical
= 0! [Aritmétical
=(1—-1)! [Aritmétical
Passo indutivo.
(k+ 1!/ (k+1)
=((k+1)-k-EY/E-(k+1) [100]
=((k+1)-k-(k—1))/(k+1) [HipStese de Inducao
=k-(k—1)! [Aritmétical
= k! [101]
=((k+1)—-1) [Aritmética]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: (1!/1) = (1 —1)!

b) Prove o caso base.

Resposta:
(/1)
=(1/1)  [Aritmétical
= [Aritmética]
= 0! [Aritmética]
=(1—-1)! [Aritmétical
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c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: ((k+1)!/(k+1))=((k+1)—1)!
d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: (k!/k) = (k—1)!
e) Prove o passo indutivo. Resposta:

(k+1D!/(k+1)

=((k+1)-k-K)/k-(E+1) [100]
=((k+1)-k-(k—1)1/(k+1) [Hipétese de Indugao]
=k-(k—1)! [Aritmética]
— J! [101]
=((k+1)-1)! [Aritmética]

Prove por inducao matemaética que
(3'20 +32' 322+ .+ 3:2") = (3.2n+1 —3)
para todo n > 0.

Justifique seus passos de prova com “Aritmética”, “Hipdtese de Inducao” ou

[100], dado abaixo.
3-2kF1 4 3.2k+1 = 3.2.2F+1  [100]

Utilize, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao na sua prova.

Resposta:

Caso base.
3-20
=31 [Aritmética]
=32-3 [Aritmética]
=3-2' =3  [Aritmétical
= 3201 — 3 [Aritmética]

Passo indutivo.
320 4 3.2 +3.22 4 .. 4 3.2F 4 3.2k

= 3:2FF1 — 3 4 3.20F1 [Hip6tese de Inducao]
— 3.2.051 3 [100]
= 3.20k+D+ 3 [Aritmétical

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 3.20 = 3.20F1 -3

b) Prove o caso base.

Resposta:
3-20
=31 [Aritmética]
=32-3 [Aritmética]
=32'—3  [Aritmétical
= 32071 — 3 [Aritmétical
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c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (320 4 3-2' +3.22 4 ... 4 3.2F 4 3.20+1) = (3.2k+D+1 _ 3)

d) Qual a hipdtese de indugao?
Resposta: (320 + 321 + 322 + ... + 3.2k = (3.2k+1 _ 3)

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
3-20 4328 4 3.22 4 ...+ 3-2F 4 3.2kH1
= 3:28F1 — 3 4 3.2kF1 [Hipétese de Indugao]
= 3.2:21 3 [100]
= 3.2+ 3 [Aritmétical

Prove, por indugao matematica, que |n| = [n], para todo inteiro n > 0.

Justifique cada passo com os termos “[Aritmétical”, “[Hipdtese de Indugao]”,
“[100]” ou “[101]”, cujas equagoes sao dadas abaixo:

lk+1] = [k]+1 [100]
[k+1] = [k] +1 [101]

Use, obrigatoriamente, a Hipotese de Indugao.
Resposta:

Caso base.
10]
=0  [Aritmética]
= [0] [Aritmética]

Passo indutivo.

|k +1]

— k] +1 [100]
= [k] +1 [Hipdtese de Indugao]
= [k+1] [101]

Rascunho (opcional).

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: |0] = [0]

b) Prove o caso base.
Resposta:
0]
0 [Aritmétical
= [0] [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: |k+ 1| =[k+1]

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: |k| = [k]
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e) Prove o passo indutivo. Resposta:

|k +1]

= k] +1 [100]
= [k] +1 [Hipétese de Indugao]
= [k+1] [101]

Prove por inducao matemaética que

n(n—1)(n-2)=

(n—3)!
para todo n > 3.

Justifique cada passo de prova com “Aritmética”, “Definicao de Fatorial”,
“Hipdtese de Indugao”, [100] ou [101], dados abaixo. Utilize, obrigatoriamente,
a hipétese de inducao na sua prova.

(k + 1)-(k)-(k — 1) = k(k — 1)-(k — 2)-E [100]

1 (k+1)!
=3 k=2 — (i—=2)] [101]

(n+1)!=(n+1)-n!

Resposta:
Caso base.
3(3-1)(3—2)
=321 [Aritmétical
= [Aritmétical
= 3! [Definigao de Fatoriall
= 3T' [Aritmétical
= %i [Definigao de Fatoriall
= (3213)! [Aritmétical
Passo indutivo.
(k+1)-(E+1)—=1)-((k+1)—2)
— (k4 1)-(k)-(k — 1) (Avitmétical
= k(k —1)-(k - 2)-3%5 [100]
= (kk!3)| % [Hipdtese de Indugaol
_ (k1)
= (k-2 [101]
= % [Aritmética]

Rascunho (opcional).

a) Qual o objetivo de prova do caso base?

Resposta: 3-(3—1)-(3—-2) = (33!3)!




b) Prove o caso base.

Resposta:
3:(3-1)-(3-2)
=321 [Aritmética]
=6 [Aritmética]
= 3! [Defini¢ao de Fatorial]
=3 [Aritmética]
=3 [Defini¢ao de Fatorial]
c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (k+1)-((k+1) = 1)-((k+1) - 2) = 1y
d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: k-(k—1)(k—2) = (kﬁ—g),
e) Prove o passo indutivo.
Resposta:
(E+1)-((k+1)—=1)-((k+1)—2)
= (k+1)-(k)-(k — ) [Aritmética]
=k (k—1)-(k —2)-3L [100]
= (kflg)!-ifé [Hipétese de Indugao]
(1)
~ (k—2)! [101]
| . s .
= ((k(ﬁ)lz?)), [Aritmétical
21. Prove por inducao matematica que
(24+4+64+...42n)—(1+3+5+...+(2n—1))) = n

para todo inteiro n > 0.

Justifique cada passo de prova com os
Indugaol”

Resposta:
Caso base.

2—1

=1 [Aritmética]
Passo indutivo.
2+d+...+2k+20k+1)— (1+3+... (2k—1) 2(k+1)—1))
=(24+4+...+2k)+2(k+1) - (1+3+...+(2k—=1) + (2(k+1)—1))
—((244+.. . +2) — (1434 +Ck—1))+2(k+1)— 2Kk +1) - 1)
=k+2(k+1)—2k+1)—1)
=k+2k+1)—2k+1)+1
=k+1

Rascunho (opcional)

termos “[Aritmétical” ou

. Use, obrigatoriamente, a hipétese de inducao.

“[Hipdtese de

[Aritmética
[Aritmética

[Aritmética

]

]

[Hipétese de Indugao]
]

[Aritmétical
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a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 2-1=1
b) Prove o caso base.
Resposta:
2—-1
=1  [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (2+4+...+2k+2(k+1))—(1+3+...+(2k—1)+(2(k+
1)—=1)=(k+1)

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: (2+4+...+2k)—(1+3+...+(2k—-1)) =k

e) Prove o passo indutivo. Resposta:

244+ +2%+20k+1)—(1+3+...+ (2 —

1) 1
=(2+44+.. . +2k)+2(k+1) - (1+3+...+(2k )+ (2(k+1)-1)) [Aritmética

|
=(2+4+...+2k)—(1+3+...+2k—-1)+2(k+1)— (2(k+1)—1) [Aritmétical
=k+2k+1)—(2(k+1)-1) [Hipdtese de Indugao]
=k+2k+1)—-2k+1)+1 [Aritmética]
=k+1 [Aritmética]
{2,0 pt} Prove por indugao matemética que
((n-(n+1)) mod 2) =0
para todo inteiro n > 0.
Justifique cada passo de prova com os termos “[Aritmética”, “[Hipétese de

Indugao]” ou as equagoes [100] e [101] dadas abaixo:

((z+y) mod z) = (((+ mod z) + (y mod z)) mod z) [100]
(z2) mod 2) = 0 [101]

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao.

Resposta:
Caso base.

(1-(1+1)) mod 2

=(1-2) mod 2 [Aritmétical
0 [101]

Passo indutivo.
(k+1)((k+1)+1)) mod 2

=((k+1)(k+2)) mod 2 [Aritmética]
=((k+1)k+ (kE+1)2) mod 2 [Aritmética]
= (((k+1)-k mod 2) + ((k + 1)-2 mod 2)) mod 2 [100]
= ((k'(k+1) mod 2) + ((k+ 1)-2 mod 2)) mod 2 [Aritmética]
= (04 ((k+1)-2 mod 2)) mod 2 [Hipétese de Indugao]
=(0+0) mod 2 [101]
=0 mod 2 [Aritmética]
= (0-2) mod 2 [Aritmética]
=0 [101]

Rascunho (opcional)
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a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: ((1-(1+1)) mod 2) =0

b) Prove o caso base.
Resposta:

1-(1+1)) mod 2
(1-2) mod 2 [Aritmética]
=0 [101]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (((k+1)((k+1)+ 1)) mod 2) =0

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: (k-(k+ 1) mod 2) =0

e) Prove o passo indutivo. Resposta:

(k+1)((k+1)+1)) mod 2

=((k+1)(k+2)) mod 2 [Aritmétical
=((k+1)k+ (k+1)2) mod 2 [Aritmética]
= (((k+1)-k mod 2) + ((k+1)-2 mod 2)) mod 2 [100]
= ((k-(k+ 1) mod 2) + ((k+ 1)-2 mod 2)) mod 2 [Aritmética]
=(0+ ((k+1)2 mod 2)) mod 2 [Hipétese de Indugaol
=(0+0) mod 2 [101]
= (0 mod 2 [Aritmética]
= (0-2) mod 2 [Aritmétical
=0 [101]

{3,4 pt} Prove por indugao matemética que

(1+2+3+...+n)~<%) =1

n(n+1)

para todo inteiro n > 0.

Justifique cada passo de prova com os termos “[Aritmética”, “[Hipétese de
Indugao]” ou as equagoes [100] e [101] dadas abaixo:

2
(14+2+3+...+k+(k+1))- <(k+1)(k+2)>
(k41 _
=(1+2+3+...+k)- ( (k+1)> . ((k+(1)(+kl2)) +(k+1)- <(k+1)2(k+2)> [100]

__k(kt+1) 2 _ K243k42
GOkt (k+1) ((k+1)(k+2)> = D (k+2) [101]

Use, obrigatoriamente, a hipotese de indugao.

Resposta:
Caso base.

=1-(3) [Aritmética]
=1 [Aritmética]



Passo indutivo.

(1+2+3+...+k+(k+1)) - GrreneD

=(1+2+3+...+k+(k+ 1) grrmry [Aritmética]
—(1+2+43+...+8) (i) - (i) + 6+ 1) - (e ) [100]
= % +(k+1)- (W) [Hipdtese de Indugao]
= (;fﬁ)% [101]
= % [Aritmética]
= Zzigiig [Aritmética]
=1 [Aritmética]

Rascunho (opcional)

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 1- <ﬁ) =1

b) Prove o caso base.
Resposta:

=1-(2) [Aritmética]
=1 [Aritmétical

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?

Resposta: (1+2+3+...+k+(l€+1))-m =1
d) Qual a hipétese de indugao?

Resposta: (1+2+3+...+k)-ﬁ =1

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
Q+2+3+...+k+(k+1) grornrD
=1 +243+..+k+(k+1D) grrEry [Aritmética]
— 2 k(k+1) 2
=(1+24+3+... k) (k(k-i—l)) : ((k+1)(k+2)) +(k+1)- ((k+1)(k+2)> [100]

k(k . -

= (k+(1)zrk14)rz) +(k+1)- (Ww) [Hip6tese de Inducio]
_ _k’+3k
= (k+-{)3(k—:22) [101]
= kz{iﬁ’éﬁz [Aritmétical
= 2212213 [Aritmétical
=1 [Aritmétical

24. {3,4 pt} Prove por indugdo matemética que

(1+3+5+...+(2n—1)) _1

n2



para todo inteiro n > 0.

Justifique cada passo de prova com os termos “[Aritmética”, “[Hipétese de
Indugao]” ou a equagao [100] dada abaixo:
14345+ +(2k—D)+2(k+1)—=1) _ 14345+...+(2k—1) k2 2(k+1)—1
D)2 = w2 GE T g [100]

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao.

Resposta:
Caso base.

—
wl’_‘

— =

[Aritmética]

1 [Aritmétical

Passo indutivo.

(14+3+5+...+(2k—1)+(2(k+1)—1)

(k+1)2
_ 1+3+5+I.€.é+(2k—1) ' (k-]fl)? n 2((12111));1 [100]
= (k-’fl)Q + 2(&111));1 [Hipétese de Indugao]
= % [Aritmética]
= % [Aritmética]
= k?: ff;gl [Aritmética]
= ’Ziﬁ’]zﬁ [Aritmética]
=1 [Aritmética]

Rascunho (opcional)
a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 5 =1

b) Prove o caso base.
Resposta:

—
wl’_‘

[Aritmétical

[l L

=1 [Aritmétical

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?

Resposta: (1+3+5+...+((ilj:1;g+(2(k+1)f1) 1

d) Qual a hipétese de indugao?

Resposta: 1+3+5+}-€-é+(2k71) _




e) Prove o passo indutivo.
Resposta:

(143+5+...+(2k—1)+(2(k+1)—1)
(k+1)2

143454+ (2k—1)
- 2

2(k+1)—1

]{)2
k Ck+1)2 +

_ _k? 2(k+1)—1
= EE T e

k242(k+1)—1
(k+1)?

_ k242k+2-1
(k+1)2

_ k242k+1
(k+1)2

_ E242k+1
k24 2k+1

=1

(e+1)?

[100]

[Hip6tese de Indugao]

25. {2,0 pt} Prove por indugdo matemética que

(1-242-34+3-4+...+(n-1)-n) =

para todo n > 1.

[Aritmética]
[Aritmética]
[Aritmética]
[Aritmética]

[Aritmétical

(n—1)-n-(n+1)

3

Justifique cada passo de prova com os termos “[Aritmética”, “[Hipétese de
Inducdo]” ou a equacgao [100] dada abaixo:

(k=1)-k-(k+1)+3-(k>+k) _ ((k+1)=1)(

3

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de inducao.

Resposta:
Caso base.
1-2
_ 23
2:-)’(2+1)

Passo indutivo.

Aritmética]
Aritmétical
Aritmétical
Aritmétical

[
[
[
[

k k+1)+1
;‘1)(( +1)+1) [100]

1:242-343-44...+k—Dk+((k+1)—1(k+1)

= B=DMED 4 ((k+1) — 1)(k + 1)

_ (E=Dk(k+D+3((k+1D) 1) (k+1)
3

(k—1)k(k+1)+3(k(k+1))
3

_ (k=Dk(k+1)+3(k2+k)
- 3

((k+1)—-1)(k+1)((k+1)+1)
3

Rascunho (opcional)

[Hipdtese de Indugao]
[Aritmética]
[Aritmética]
[Aritmética]

100]
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a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: (1-2) = w

b) Prove o caso base.

Resposta:
1-2 [Aritmética]
=23 [Aritmétical
= 2(2+1) [Aritmétical
(2_1)';(2“) [Aritmétical

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?

Resposta: 1-2+2-3+3-4+...+(k—1Dk+((k+1)—-1(k+1)=
(k1) = 1) (k+1) ((k+1)+1)

3
d) Qual a hipétese de indugao?
. _ (k=1)k-(k+1)
Resposta: (1-2+2-3+3-4+... .+ (k—1) k) = —5—~
e) Prove o passo indutivo.
Resposta:

1-242-3+3-4+...+(k—1Dk+((k+1)—1)(k+1)

— w +((k4+1) = 1)(k+1) [Hip6tese de Indugao]
_ (b=Dk(ke+1)+3((k+1)—1) (k+1) [Aritmétical
3
_ (k—l)k(k+1§+3(k(k+1)) [Aritmética]
_ (k=D)k(k+1)+3(k>+k) [Aritmética]
3

_ (D)) (E+1)((k+1)+1)
o 3

{1,00 pt} Seja r um nimero real. Prove, por indugao matematica, que
lr+n]=|r]+n

para todo inteiro n > 0. Justifique cada passo de prova com os termos
“[Aritmética]”, “[Hipé6tese de Inducao]” ou com “[100]”, cuja equagao ¢ dada
abaixo:

lz+1] = |z]+1 [100]

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de inducao.

Resposta:
Caso base.

|7+ 0]
= |r] [Aritmética]
= [r] +0 [Aritmétical

Passo indutivo.
r+(k+1)]
=[(r+k)+1] [Aritmética
=|r+k]+1 [100
([r] +k)+ 1 [HipStese de Inducao
7]+ (kE+1) [Aritmética

[ e e R

[100]



27.

Rascunho (opcional)

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: |[r+0] = |r| +0
b) Prove o caso base.
Resposta:
|7+ 0]
=|r] [Aritmétical
=|r] +0 [Aritmética]
c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: |[r+ (k+1)] =|r|+(k+1)
d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: |r+ k| =|r|+k

e) Prove o passo indutivo. Resposta:

L7+ (k+1)]

= (r+k)+1] [Aritmétical
=|r+k]+1 [100]
= (|r] + k) + 1 [Hipétese de Indugaol
= |r] +(k+1) [Aritmétical

{1,0 pt} Prove por indugao matemética que
(m-(n+1)—1) mod 2)=1
para todo n > 0.

Justifique cada passo de prova com os termos [Aritmétical, [Hipétese de Indugaol

ou as equagoes [100], [101] e [102] dadas abaixo:
((r+y) mod z) = (((r mod z) + (y mod z)) mod z) [100]
((z-2) mod 2) = 0 [101]
(E+1D)((k+1)+1)—1)mod 2)=((k-(k+1)—1)+ (k+1)-2) mod 2 [102]

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao.

Resposta:

Caso base.
(1-(14+1)—1) mod 2
=(2—1) mod 2 [Aritmética]
=1 mod 2 [Aritmética]
=1 [Aritmétical

Passo Indutivo.
(k+1)((E+1)+1)—1) mod 2

=((k-(k+1)—1)+ (k+1)-2) mod 2 [102]
=(((k-(k+1)—1)mod 2)+ ((k+1) -2 mod 2)) mod 2 [100]
=(14+((k+1) -2 mod 2)) mod 2 [Hipdtese de Inducao]
=(1+0) mod 2 [101]
=1 mod 2 [Aritmética]
=1 [Aritmética]

Rascunho (opcional)



28.

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: ((1-(1+1)—1) mod 2) =

b) Prove o caso base.

Resposta:
(1-(1+1)—1) mod 2
=(2—1) mod 2 [Aritmética]
=1 mod 2 [Aritmética]
=1 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (((k+1)((k+1)+1)—1) mod 2) =

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: ((k-(k+1)—1) mod 2)=1

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:

(k+1)((k+1)4+1)—1) mod 2

— (k- (k+1) = 1)+ (k+1)-2) mod 2 102]

=(((k-(k+1)—1) mod 2)+ ((k+1) -2 mod 2)) mod 2 [100]
=1+ ((k+1)-2mod 2)) mod 2 [HipStese de Indugaol
=(14+0) mod 2 [101]

= 1 mod 2 [Aritmética]

=1 [Aritmética]

{2,0 pt} Prove por indugao matemética que

((-2) (1-5) - (1-5)) =

para todo n > 1.

Justifique cada passo de prova com os termos [Aritmétical, [Hip6tese de Indugaol
ou a equagao [100], dada abaixo:

k 1 k2 2k
(2lk1) ) <1 - (k+1)2) = Qk(—k:—l) [100]

Use, obrigatoriamente, a hipétese de inducao.

Resposta:
Caso base.
1L
22
=1-—1 [Aritmétical
=41 [Aritmétical
=3 [Aritmétical
_ 241 [ ]

Sy Aritmética



Passo Indutivo.

(1_2%).(1_3%)....-(1—,{%)-(1—@)

= (&) . <1 — m> [Hipétese de Indugao]
_ K242k
- Qk(—I:-f—l) [100]
k(k+2 L
= k((k: 1)) [Aritmétical
= (’2“(4];2;31 [Aritmética]
Rascunho (opcional)
a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: (1—5) = 25
b) Prove o caso base.
Resposta:
-4
=1-—1 [Aritmétical
=21 [Aritmétical
=3 [Aritmética]
=2t1 [Aritmétical
c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
. 1 1 1 1 _ (B+D)+1
Resposta: (1 o 2_2) ' (1 o 3_2) T (1 o k_2) ' (1 o (k+1)2> — 2(k+D)
d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: ((1—2%) . (1—3%) (1—%2)) = %
e) Prove o passo indutivo.
Resposta:
1 1 1 1
(=) (=) (=) (1~ )
= (&) - <1 - m) [Hipétese de Indugao]
_ k242K
= 2k(li_+1) [100]
k(k+2 o
= 2k((k++1)) [Aritmética]
— (’2“(221*)1 [Aritmétical

29. {1,0 pt} Prove por indu¢ao matemadtica que o produto de quaisquer 3 niimeros
naturais consecutivos é divisivel por 3. Ou seja, prove por inducao matematica
que

(n-(n+1)-(n+2)) mod 3)=0

para todo n > 0.



Justifique cada passo de prova com os termos [Aritmétical, [HipStese de Indugaol
ou as equagoes [100], [101] e [102] dadas abaixo:

(E+1)((k+1)+1D)((k+1)+2)mod 3) = ((k-(k+1)(k+2))+(3-(k+1)(k+2))) mod 3 [100]
((x+y) mod z) = (((zr mod z)+ (y mod 2)) mod 2) [101]
((3z) mod 3) = 0 [102]

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de indugao.

Resposta:

Caso base.
(0-(0+1)(0+2)) mod 3

=0 mod 3 [Aritmética]
=0 [Aritmética]

Passo Indutivo.

(k+1)((k+1)+1)((k+1)+2) mod 3
(

=(k-(k+1)(k+2)+B-(k+1)(k+2))) mod 3 [100]
=((k-(k+1)(k+2)) mod 3+ (3-(k+1)(k+2)) mod 3) mod 3 [101]
=0+ @3- (k+1)(k+2)) mod 3) mod 3 [Hipétese de Indugao]
=(3-(k+1)(k+2)) mod 3) mod 3 [Aritmética]
=0 mod 3 [102]
=0 [Aritmética]

Rascunho (opcional)
a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: ((0-(0+1)(0+2)) mod 3) =0

b) Prove o caso base.
Resposta:

(0-(0+1)(0+2)) mod 3
=0 mod 3 [Aritmética]
=0 [Aritmética]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?

Resposta: ((k+1)((k+1)+1)((k+1)+2) mod 3) =0

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: (k(k+1)(k+2)) mod 3=0

e) Prove o passo indutivo. Resposta:

E+1)((k+1)+1)((k+1)+2) mod 3
=({(k-(k+1)(k+2)+B-(k+1)(k+2))) mod 3 [100]
=((k-(k+1)(k+2)) mod 3+ (3-(k+1)(k+2)) mod 3) mod 3 [101]
=0+ @3- (k+1)(k+2)) mod 3) mod 3 [Hipétese de Indugao]
=(3:-(k+1)(k+2)) mod 3) mod 3 [Aritmética]
o ]
]

— 0 mod 3 102
0

[Aritmética



30. {2,0 pt} Prove por indu¢ao matematica que

1 1 1 on
(1-(1+1)+2-(2+1)+'“+n-(n+1)) BTN

para todo n > 0.

Justifique cada passo de prova com os termos [Aritmétical, [Hip6tese de Indugaol
ou a equagao [100], dada abaixo:

k 1 (k412
1T G+ D)((k+D+1) — (k+1)(k+2) [100]

Use, obrigatoriamente, a hipdtese de inducao.

Resposta:

Caso base. )
L-(1+1)
= = [Aritmética]
=1 [Aritmética]
= l—Jlrl [Aritmética]

Passo Indutivo.

1 1 1 1
o Tz T T R T e

. k 1 - s ~
= 21 T O [Hip6tese de Inducao]

o (k+1)2

= Gt (k12) [100]
= Z—i; [Aritmética]
= (kf{)lﬂ [Aritmétical

Rascunho (opcional)

a) Qual o objetivo de prova do caso base?

L1 _ 1
Resposta. m =111
b) Prove o caso base.
Resposta:
1

1-(1+1)
=15 [Aritmétical
=1 [Aritmética]
= 15 [Aritmétical

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
. 1 1 1 1 k+1
Resposta: 7y T 5o+ T 5am T oG © G

d) Qual a hipétese de indugao?
. 1 1 1k
Resposta: 1y + o T+ wgn = 51




e) Prove o passo indutivo.
Resposta:

1 1 1 1
a0 T2 T T RGED T RO G DED

= kiﬂ + m [Hipdtese de Indugao]
- (k-(i-li)r(lk)-Qiﬁ) [100]
= z_i; [Aritmética]
= (kiﬁ [Aritmética]

4.2 Inducgao Estrutural

1. Seja o conjunto de strings A = {“17,“11”7,“111”, ...} definido assim:
Caso base. O string “1” pertence a A.
Caso recursivo. Seja s um string que pertenca a A. Entao o string “1”+s
também pertence a A.

Obs;. O simbolo de + acima é uma concatenagao de strings. Exemplo:
ﬁLXyZ77+LLabC77 — “XyZ&bC”’ L4177+£411177 — LL111177'
Obs,. Todos elementos de A sao provenientes do passo base e passo recursivo.

Seja C(s) a fungao que retorna o comprimento do string s. Por exemplo,
C(“17) = 1, C(“111117) = 5, etc.

Seja F'(s) a funcdo que retorna a soma dos digitos do string s. Por exemplo,
F(“1")=1, F(“123") =14+243=6, F(“11117) =141+ 1+ 1 = 4, etc.

Prove por indugao estrutural que C(s) = F(s) para todo s € A.

Justifique cada passo de prova com “Def. de C”, “Def. de F” ou “Hipdtese
de Inducao”.

Resposta:

Caso base.
C(ccln)
=1 [Def. de C]
= F(“1”) [Def. de F|

Passo indutivo.

C(“1"+s)

=1+C(s) [Def. de C]
=1+ F(s) [Hip6tese de Indugao]
= F(“1"+s) [Def. de F]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base? Resposta: C(“1") = F(“17)



b) Prove o caso base.
Resposta:
C(((l??)
=1 [Def. de C]
= F(“1”) [Def. de F]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo? Resposta: C(“1"+s) =
F(C(177+S)
d) Qual a hipétese de indugao? Resposta: C(s) = F(s)

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
C(“1"+s)
=1+C(s) [Def. de C]
=14 F(s) [Hipdtese de Indugao]
= F(“1"+s) [Def. de F]

. Seja o conjunto de strings A = {“27,422”7,4222” ...} definido assim:
Caso base. “2”7 € A.
Caso recursivo. Se s € A, entao “2"+s € A.

Obs;. O simbolo de + acima concatena strings. Exemplo: “2742227 = “22227.

Obsy. Todos elementos de A sdo provenientes do passo base e passo recursivo.

Seja C'(s) a funcao que retorna o comprimento do string s.

Por exemplo, C'(“2”) = 1, C'(“22222") = 5, etc.

Seja P(s) a fungao que retorna o produto dos digitos do string s.

Por exemplo, P(“2") =2, P(“222")=2-2-2=28.

Prove por inducdo estrutural que 2°® = P(t), para todo t € A.

Justifique cada passo de prova com “Def. de C”, “Def. de P”, “Aritmética”,
“Hipdtese de Indugao” ou com uma das equagoes abaixo:

2l4n — 9. 9n 1]
C(“2+s) =1+ C(s) [2]
P(“2+s)=2-P(s) [3]

Resposta:

Caso base.
9C(“2%)
=2! [Def. de C]
=2 [Aritmética]

= P(“2") [Det. de P]

Passo indutivo.

9C(“2%+s)
— 21+C(s) [2
— 9.90C(s) [1

]
]
=2-P(s) [Hipétese de Indugao]
— P(2+) 3



Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 2002 = p(“2)

b) Prove o caso base.

Resposta:
9C(“2%)
=2! [Def. de C]
=2 [Aritmética]

= P(“2") [Def. de P]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: C(2"+%) = P(“2" +5)

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: 2¢¢) = P(s)

e) Prove o passo indutivo. Justifique cada passo de prova com

Resposta:
9C(“2%+s)
— 21+C(s) 2]
—9.90() 1]
=2-P(s) [Hipétese de Indugao]
= P(“2"+s) 3]

. Seja o conjunto de strings contendo programas de computador:
A={2=2;"“c=2;x=2+2;", =2 c=04+2; x=2+2;",...}
Note que os programas tém apenas atribuigoes. A definicao formal é:

Caso base. “z=2;” € A.

Passo recursivo. Se s € A, entdao (s + “c=x+2;7) € A.

Obs;. O simbolo de + aplicado a s concatena strings. Exemplo: “a”+“bed” = “abed”.
O simbolo de + aplicado a x é soma aritmética.

Obss. Todos elementos de A sao provenientes do passo base e passo recursivo.

Seja EXEC(s) a func¢ao que retorna o valor de x ao término da execugao do
programa S.
Por exemplo, EXEC (“c =2 ;") =2, EXEC(“c=2; x=x+2 ;") =4, etc.

Seja ATR(s) a fungao que retorna o nimero de atribui¢ées contidos em s.
Por exemplo, ATR(“c =2 ;") =1, ATR(“c =2; s =2+2,;") =2.

Prove por indugao estrutural que EXEC(s) =2 - ATR(s), para todo s € A.
Justifique cada passo de prova com “Def. de EXEC“ “Def. de ATR”,
“Aritmética”, “Hipétese de Indugao” ou com a equagoes [1] ou [2] abaixo:

EXEC(s+ “x=x+2;7)=2+ EXEC(s) [1]
ATR(s+ “z=xz+2;7) =1+ ATR(s) [2]

Resposta:



Caso base.

EXEC(“z =2 ;")

=2 [Def. de EXEC]
=2-1 [Aritmética]
— 2. ATR(“c=2;") [Def. de ATR]

Passo indutivo.

EXEC(s+“c=2+4+2;")

=2+ EXEC(s) 1]
=2+42-ATR(s) [Hipotése de Indugao]
=2(1+ ATR(s)) [Aritmética]
=2(ATR(s+ “z=2+2;") 2]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: EXEC(“x =2;7)=2-ATR(“x =2,")

b) Prove o caso base.

Resposta:
EXEC(“z=2;7)
=2 [Def. de EXEC]
=2-1 [Aritmética]

=2-ATR(“z =2;") [Def. de ATR]
c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: EXEC(s+ “c=2+4+2;")=2-ATR(s+ “c=2+2;")

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: EXEC(s) =2 ATR(s)

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
EXEC(s+“c=2+4+2;")
=2+ EXEC(s) 1]
=2+2- ATR(s) [Hipotése de Indugao]
=2(1+ ATR(s)) [Aritmétical
=2(ATR(s+ “v =2 +2;") 2]

. Seja o conjunto de strings de bits A = {“07,“17,“01”,“10”, ...} definido assim:
Passo base 1. “0” € A.

Passo base 2. “1”7 € A.

Passo recursivo. Se s € Aet € A, entao s+t € A.

Obs;. O simbolo de + acima concatena strings. Exemplo: “ab”+“cd” = “abed”.

Obsy. Todos elementos de A sdo provenientes dos passos base e passo recursivo.

Seja UNS(s) a func@o que retorna a quantidade de bits 1 do string s.
Por exemplo, UNS(“0”) =0, UNS(“1”) =1, UNS(“010") = 1, etc.



Seja S(s) a funcao que retorna a soma dos bits do string s.
Por exemplo, S(“0”) =0, S(“17) =1, S(“0101") = 2, S(“0101011") = 4, etc.
Prove por indugao estrutural que UNS(t) = S(t), para todo t € A.

Justifique cada passo de prova com “Def. de UNS”, “Def. de §”, “Aritmética”,
“Hipotese de Indugao” ou com uma das equagoes abaixo:

UNS(s +t) = UNS(s) + UNS(t) [1]

S(s+1t) = S(s) + S() 2]
Resposta:
Caso base 1.
UNS(“0”)
=0 [Def. de UNS]
= S5(“07) [Def. de §]
Caso base 2.
UNS(LLl??)
=1 [Def. de UNS]
=S5(“1") [Def. de S]
Passo indutivo.
UNS(s+1t)
= UNS(s) + UNS(t) 1]
= S(s)+ S(t) [Hipdtese de Indugaol
= S(s+1) 2]

Rascunho (opcional):

a) Quais os objetivos de prova dos casos base?

Resposta: (UNS(“0”) = S(“07)) e (UNS(“1”) = S(“17))

b) Prove os casos base.

Resposta:
UNS(“07)
=0 [Def. de UNS]
= 5(40") [Def. de S]
UNS(“17)
=1 [Def. de UNS]
=5(“1") [Def. de S]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: UNS(s+1t) = S(s+1)

d) Quais as hipdteses de indugao?
Resposta: (UNS(s) = S(s)) e (UNS(t) = S(t))



e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
UNS(s+t)
= UNS(s)+ UNS(t) 1]
=S5(s)+ S(t) [Hipétese de Indugaol
=S(s+1) 2]

. Seja A o conjunto definido recursivamente abaixo.
Caso base. 17 € A.
Passo recursivo. Se n € A, entao (n+n) € A.

Prove por indugao estrutural que Vn € A ( (n mod 17) =0 ).

Justifique cada passo de prova com “Def. de mod 7, “Aritmética”, “Hipotese
de Inducao” ou com a equagao [1] abaixo:

((z+y) mod z) = (((x mod 2) 4+ (y mod 2)) mod z) [1]

Resposta:
Caso base.
17 mod 17
=0 [Def. de mod |
Passo indutivo.
(n+n) mod 17
= ((n mod 17) 4+ (n mod 17)) mod 17 1]
= (0+0) mod 17 [Hipotése de Indugao (2x)]
= 0 mod 17 [Aritmética]
=0 [Defini¢ao de mod ]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: 17 mod 17 =0

b) Prove o caso base.

Resposta:
17 mod 17
=0 [Def. de mod |

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (n+n) mod 17=0

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: n mod 17 =0

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
(n+n) mod 17
= ((n mod 17) + (n mod 17)) mod 17 1]
= (0+0) mod 17 [Hipotése de Indugao (2x)]
=0 mod 17 [Aritmética]
]

=0 [Defini¢ao de mod



6. Seja A definido recursivamente abaixo.
Caso base. 1 € A.
Passo recursivo. Se n € A, entdo (n+2) € A.

Prove que por indugao estrutural, que Vn € A(((n — 1) mod 2) = 0).
Justifique com “Aritmética”, “Definicado de mod 7, “Hipdtese de Inducao”,
“[1]” ou “[2]”, onde [1] e [2] sao as equagoes abaixo:

((x+y) mod z) = (((r mod z) + (y mod 2)) mod 2) [1]

((n+2)—1)mod 2) = (((n—1) + 2) mod 2) 2]
Resposta:
Caso base.
(1—-1) mod 2
=0 mod 2 [Aritmética]
=0 [Def. mod |

Passo indutivo.
((n+2)—1) mod 2

= ((n—1)+2) mod 2 2]
= (((n—1) mod 2) + (2 mod 2)) mod 2 1]
= (0+ (2 mod 2)) mod 2 [Hipétese de Indugao]
= (04 0) mod 2 [Defini¢ao de mod ]
=0 [Definigdo de mod |

Rascunho (opcional).

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: ((1—1) mod 2) =0
b) Prove o caso base.
Resposta:
(1—1) mod 2
=0 mod 2 [Aritmética]
=0 [Def. mod |

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: (((n+2)—1) mod 2) =0

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: ((n—1) mod 2) =0

e) Prove o passo indutivo.

Il
o

Resposta:
(n+2)—1) mod 2
=((n—1)+2) mod 2 2]
= (((n—1) mod 2) + (2 mod 2)) mod 2 1]
= (0 + (2 mod 2)) mod 2 [Hipétese de Indugao]
= (04 0) mod 2 [Defini¢ao de mod ]
]

[Definigao de mod



7. Seja A o conjunto de strings definido recursivamente abaixo.
Caso base. “ana” € A.
Passo recursivo. Se s € A, entao s + s € A.

Obs;. O simbolo de + acima concatena strings. Exemplo: “a”+“bed” = “abed”.

Obss. Todos elementos de A sao provenientes do passo base e passo recursivo.

Seja CONTAA(s) a funcao que retorna a quantidade de letras “a” do string s.
Por exemplo, CONTAA(“anaanaana”) = 6.

Seja CONTAN (s) a fungao que retorna a quantidade de letras “n” do string s.
Por exemplo, CONTAN(“anaanaana”™) = 3.

Prove por inducao estrutural que CONTAA(s) = 2- CONTAN(s), para todo
s € A

Justifique cada passo de prova com “Def. de CONTAA*, “Def. de CONTAN”,
“Aritmética”, “Hipétese de Indugao” ou com as equagoes [1] ou [2] abaixo:

CONTAA(s + s) = CONTAA(s) + CONTAA(s)  [1]
CONTAN (s + s) = CONTAN(s) + CONTAN(s) [2]

Resposta:

Caso base.
CONTAA(“ana”)
=2 [Def. de CONTAA|
=2-1 [Aritmética]

=2- CONTAN (“ana”) [Def. de CONTAN]

Passo indutivo.

CONTAA(s + s)

= CONTAA(s) + CONTAA(s) 1]
=2-CONTAN(s)+2- CONTAN (s) [Hipétese de Indugao (2x)]
=2(CONTAN (s) + CONTAN (s)) [Aritmétical
= 2CONTAN (s + s) 2]

Rascunho (opcional).

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: CONTAA(“ana”) =2- CONTAN (“ana”)

b) Prove o caso base.

Resposta:
CONTAA(“ana”)
=2 [Def. de CONTAA]
=2-1 [Aritmética]

=2- CONTAN (“ana”) [Def. de CONTAN]|

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: CONTAA(s+s) =2- CONTAN (s + s)



d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: CONTAA(s) =2- CONTAN(s)

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
CONTAA(s + s)
= CONTAA(s) + CONTAA(s) 1]
=2-CONTAN(s)+2- CONTAN (s) [Hipdtese de Indugao (2x)]
= 2(CONTAN (s) + CONTAN (s)) [Aritmética]
=2CONTAN (s + s) [2]

. Seja A o conjunto definido recursivamente abaixo.
Caso base. 2 € A.
Passo recursivo. Se n € A, entao n? € A.

Obs. Todos elementos de A sdo provenientes do passo base e passo recursivo.

Queremos provar por indugao estrutural que ((n mod 2) = 0), para todo
n € A.

Justifique cada passo com “Aritimética”, “Definicao de mod 7, “Hipdtese de
Indugao” ou “[1]”, onde [1] é a equagao abaixo:

((x-y) mod z) = ( ((x mod 2) - (y mod z)) mod z ) [1]

Resposta:
Caso base.
(2 mod 2)
= [Definigao de mod |
Passo indutivo.
n? mod 2
= (n-n) mod 2 [Aritmética]
= ((n mod 2) - (n mod 2)) mod 2 1]
= (0-(n mod 2)) mod 2 [Hipétese de Indugao]
=0 mod 2 [Aritmética]
=0 [Definigao de mod |

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: (2 mod 2) = 0.

b) Prove o caso base.

Resposta:
(2 mod 2)
=0 [Definigdo de mod |

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta:
(n* mod 2) =0



d) Qual a hipétese de indugao?

Resposta:
(n mod 2) =0
e) Prove o passo indutivo.
Resposta:
2 mod 2

= (n-n) mod 2 [Aritmética]
= ((n mod 2) - (n mod 2)) mod 2 1]
= (0 (n mod 2)) mod 2 [Hipdtese de Indugaol
= (0 mod 2 [Aritmétical
=0 [Defini¢ao de mod |

9. Seja A o conjunto de strings definido recursivamente abaixo.
Caso base. “ana” € A.
Passo recursivo. Se s € A, entao “b” + s+“b” € A.

Obs;. O simbolo de + acima concatena strings. Exemplo: “a”+“bed” = “abed”.

Obsy. Todos elementos de A sdo provenientes do passo base e passo recursivo.

Seja REV (s) a fungdo que retorna o reverso do string s. Por exemplo,

REV (“discreta”) = “atercsid” e REV(“k”) = “k”.

Prove por inducao estrutural que todos os elementos de A sao palindromos.
Ou seja, queremos provar que: REV (s) = s, para todo s € A.

Justifique cada passo de prova com “Def. de REV “, “Aritmética”, “Hipotese
de Inducao” ou com a equagao [1] abaixo:

REV(“D" + s+b") = REV(“0") + REV(s) + REV(“b") [1]

Resposta:

Caso base.

REV(“ana™)
= “ana” [Def. de REV|

Passo indutivo.

REV( “b?? _I_ S+ Mb?? )

— REV(“V’) + REV(s) + REV(“0") 1]
= REV(“D") 4+ s+ REV(“D") [Hipdtese de Inducao]
— Y st b [Definicio de REV (2x))]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: REV (“ana”) = “ana”
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b) Prove o caso base.
Resposta:
REV(“ana”)
= “ana” [Def. de REV]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: REV(“b’? _"_ 8+ (éb?’) — (4b77 _"_ S_"_“b”

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: REV (s) = s

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
REV( “b?? _'_ 8_'_ “b”)
= REV(“D") 4+ REV (s) + REV (“D") 1]
= REV(“V")+ s+ REV(“D") [Hip6tese de Indugao]
=D + s+ “Y [Defini¢ao de REV (2x)]

{2,0 pt} Seja A = {{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},...} um conjunto de con-
juntos. Defina o conjunto A de forma recursiva.

Dica: faca uso da operacao de tamanho de um conjunto. O tamanho de um con-
junto s é dado por |s|. Por exemplo, [{7,354,10}| = 3.

Resposta:

Passo base. {1} € A.

Passo recursivo. Se s € A, entao sU {|s| + 1} € A.

Os elementos de A sao provenientes apenas dos passos base e recursivo.

Seja A um conjunto de conjuntos definido recursivamente abaixo.
Caso base. () € A.

Passo recursivo. Se s € A, entao sU D € A.

Obs. Todos elementos de A sdo provenientes do passo base e passo recursivo.

Prove por inducao estrutural que o tamanho de todo elemento de A é 0. Ou
seja, queremos provar que |s| = 0, para todo s € A.

Justifique cada passo de prova com “Def. de tamanho®, “Aritmética”, “Hipdtese
de Inducao” ou com as equagoes [1] e [2] abaixo:

|[BUC|=|B|+[C|-|BNC| [1]
BNnp=90 [2

Resposta:

Caso base.
10|
=0 [Def. de tamanho]



Passo indutivo.

|s U0

~ [s| +10] — |s N 0] 1
= [s[+ [0] — |0] 2]
=0-+10] — 10| [HipStese de Indugaol
=0+0+0 [Defini¢ao de tamanho (2x)]
=0 [Aritmética]

Rascunho (opcional):

a) Qual o objetivo de prova do caso base?
Resposta: |0)| =0

b) Prove o caso base.
Resposta:

=

10l
=0 [Def. de tamanho]

c) Qual o objetivo de prova do passo indutivo?
Resposta: |sU(| =0

d) Qual a hipétese de indugao?
Resposta: |s| =0

e) Prove o passo indutivo.

Resposta:
s U0
= [s|+ 0] — s N 0| [1]
= |s|+ [0] — |0] 2]
=0+ |0] — 10| [Hipdtese de Indugaol
=0+0+0 [Definigao de tamanho (2x)]
=0 [Aritmética]

4.3 Recursao

. {0,2 pt} A funcao de Ackermann é definida abaixo para m e n inteiros posi-
tivos. Calcule Ack(1,1). Exiba seus célculos.

n+1 ifm=20
Ack(m,n) = ¢ Ack(m —1,1) if (m>0)A (n=0)
Ack(m — 1, Ack(m,n — 1)) if (m > 0) A (n > 0)

Resposta:
Ack(1,1)
= Ack(0, Ack(1,0))
= Ack(0, Ack(0,1))
= Ack(0,2)

=3
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15.

16.

{0,2 pt} Seja L a fungdo abaixo similar ao ntimero de Lucas. Calcule L(8).
Exiba seus calculos.

2 sen=20
Lin+2)=< 1 sen=1
Ln+1)+ L(n) sen>2

Resposta: Calculos:

L(8)

= L(7)+ L(6)

= L(6)+ L(5)+ L(5) + L(4)

=L(5)+ L(4)+ L(4) + L(3) + L(4) + L(3) + L(3) + L(2)
=LMA4)+L3B)+LB)+L12)+LB)+L(2)+1+LB)+L(2)+1+1+2
=LB)+L2)+1+1+24+14+2+1+1+24+14+1+2
=14+24+1+1+24+14+24+14+1+2+1+1+2

=18

L(2) =

L(3) =

L(4) =1+2=3 (a soma dos 2 valores anteriores)
L(5)=3+1=

L6)=4+3=7

L) =7+4=11

L(8)=11+7 =18

{0,5 pt} Defina de forma recursiva o conjunto F' que contém todos os usudrios
do Facebook. Assuma que: (1) o primeiro usuério foi Mark Zuckerberg; e que
(2) s6 entra no Facebook aqueles que sao convidados por quem jé é usudrio do
Facebook.

Resposta:

Passo base. Mark Zuckerberg € F.

Passo recursivo. Se y foi convidado por x e x € F', entao y € F.

Regra da exclusao. Os elementos de F' sao provenientes unicamente do passo
base e passo recursivo.

{1,0 pt} Defina de forma recursiva o conjunto P de todos as pessoas j& exis-
tentes no planeta. Assuma que as primeiras pessoas foram Adao e Eva.
Resposta:

Passo base 1. Adao € P.

Passo base 2. Eva € P.

Passo recursivo. Se x ¢ filho de y e y € P, entao x € P.

Regra da exclusao. Os elementos de P sao provenientes unicamente dos passos
base e passo recursivo.

{0,5 pt} Calcule L(0), L(1), L(—1), L(—2) e L(—3), onde L(n) é definido
abaixo. Exiba seus calculos.

Passo base 1. L(0) =2

Passo base 2. L(1) =1



Passo recursivo. L(n —2) = L(n) — L(n — 1)

Resposta:

L(0)=2

L(1)=1

L(-1)=L1-2)=L(1)-LA-1)=L(1)—-L0)=1-2=-1

L(~2) = L(0—2) = L(0) = L(0— 1) = L(0) = L(~1) =2 — (~1) = 3
L(-3)=L(-1-2)=L(-1)-L(-1-1)=L(-1) - L(-2)=-1-3=-4
Relacgoes

. {2 pt} Seja R uma relagdo em A = {a,b,c,d} dada por

R ={(a,d), (b,a),(b,c),(c,a),(c,d),(d,c)}.
Utilize matrizes para calcular o fecho transitivo de R.
Resposta:
Assumindo que a linha e a coluna representam os vértices a, b, ¢ e d (nesta
ordem):

My = M. =

O~ = O
o O O O
O = O
O O OO

0 1 11
1 1 11
0 1 11
1 1 11
A férmula é M, vV (M, ® M,) V M, ® M, ®

(M, ® M, ®M,)V ( M, ® M,).

. Seja R uma relacao em A = {1,2,3,4} definida por:
R={(1,2),(2,1),(3,1),(4,2),(4,3)}.
Defina:
a) {1,0 pt} O fecho reflexivo de R;
Resposta: R = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,3),(4,2),(4,3),(4,4)}.

b) {1,0 pt} O fecho simétrico de R;
Resposta: R’ = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,4),(3,1),(3,4),(4,2), (4,3)}.

c) {2,0 pt} O fecho transitivo de R; Utilize matrizes e mostre seus célculos.

Resposta:
1 100
110 0]

Mg = 1100 R ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3)}
1 110

. {2,0 pt} Seja R uma relagao em A = {1,2, 3,4} definida por
R= {(27 1)’ (27 3)7 (37 1)7 <3a 4)7 (47 1)7 (47 3)}

Utilize matrizes para calcular o fecho transitivo de R.
Resposta:

MR* —

_ == O
OO OO
— == O
el )



4. Sejam B ={1,2,3} e R ={(1,1),(1,2),(2,1)} uma relagao em B.

a) {0,25 pt} Defina o fecho reflexivo de R.
Resposta: {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2), (3,3)}

b) {0,25 pt} Defina o fecho simétrico de R.
Resposta: {(1,1),(1,2),(2,1)}

5. {2 pt} Sejam A = {1,2,3} e R = {(1,2),(2,1),(1,3)} uma relacio em A.
Calcule a matriz Mg« que representa o fecho transitivo de R.
Resposta:

011
Mrp=1|1 0 0
0 00
011 011 1 00
Mpr= |1 0 0| ® |1 0l =10 11
0 00 000 0 00
1 00 011 011
Mroror= 10 1 1 ® (1 0 0] =1 0 0
0 00 000 000
111
MR*:MRVMROR\/M(RoR)oR: 1 11
0 00

6. Seja A ={1,2,3,4}.

a) {1,0 pt} Defina uma relagdo em A que seja reflexiva, simétrica e antis-
simétrica simultaneamente.

Resposta: {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}

b) {1,0 pt} Defina uma relacao em A que seja irreflexiva e simétrica simulta-
neamente.

Resposta: {(2,1),(1,2)}

c) {1,0 pt} Defina uma relagao em A que seja irreflexiva e assimétrica simul-
taneamente.

Resposta: {(2,1)}

7. A empresa Golago oferece voos (Recife,Aracaju), (Aracaju, Joao Pessoa) e
(Jodo Pessoa, Recife).

a){2,0 pt} Calcule o fecho transitivo desta relagao usando matrizes. Exiba
seus calculos. Faca uma matriz com linha e coluna representando Recife,
Aracaju e Joao Pessoa (nesta ordem).

Resposta: Assumindo linha e coluna na ordem Recife, Aracaju e Joao



Pessoa.

010
Mrp=10 0 1
1 00
010 010 0 0 1
Mprr=10 0 1| ® [0 O 1| =11 0 O
1 0 0 10 010
0 01 010 1 0
M(ROR)OR: ]_ O 0 @ 0 0 1 — 0 1 0
010 1 00 0 0 1
1 11
Mg« = MgV Mgor \/M(ROR)OR =11 11
1 11

b){0,5 pt} Baseado na matriz do fecho transitivo, liste os pares de voos
possiveis com a Golago (incluindo voos com escalas).
Resposta: (Recife, Recife), (Recife, Aracaju), (Recife, Joao Pessoa),
(Aracaju, Recife), (Aracaju, Aracaju), (Aracaju, Jodo Pessoa), (Jodo
Pessoa, Recife), (Jodo Pessoa, Aracaju), (Joao Pessoa, Joao Pessoa),

8. Seja A ={1,2,3,4}.

{1,0 pt} Defina uma relagdo R; em A que seja reflexiva.
Resposta: R; = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}.
Obs. R, é reflexiva, antissimétrica e transitiva e serviria como resposta a
todas as letras a), b) e c).

{1,0 pt} Defina uma relagdo Ry em A que seja reflexiva e antissimétrica.
Resposta: Ry, = {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(1,2),(3,4)}.

{1,0 pt} Defina uma relacio R3 em A que seja reflexiva, antissimétria e
transitiva.

Resposta: R3 = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(1,3)}.
9. Seja PESSOAS = {Joao, Maria, Raimundo, Teresa}.

a){0,5 pt} Liste os pares da relacio R = {(a,b) | a amava b} em PESSOAS
baseado no texto de Drummond: “Joao amava Teresa que amava Rai-
mundo que amava Maria.”

Resposta:

R = {(Joao, Teresa), (Teresa, Raimundo), (Raimundo, Maria)}

b){0,5 pt} A relagdo R é transitiva? Justifique sua resposta.
Resposta: A relagao nao é transitiva. Justificativa: Joao amava Teresa
e Teresa amava Raimundo, mas Joao nao amava Raimundo.

c){1,0 pt} Utilize matrizes para calcular o fecho transitivo. Faga uma matriz
com linha e coluna representando Joao, Maria, Raimundo e Teresa (nesta
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ordem).

Resposta:
0001
0000
Mr=10 1 0 0
0010
0001 fJooo 1] foo010
0000/ 0000 0000
MROR—Ol()O@OlOO_OOOO
0010/ (0010 [0100
0000 (0000 _|0000
Mroror = 1o 0 0 0ol ©lo 1 00/ o0 0 0
0100/ 0010 0000
01000 [000°1 0000
0000 0000 _|0000
M((RoR)oR)oR—0000®0100_0000
0000 0010 0000
0111
0000
MR*:MR\/MROR\/M(ROR)ORVM((ROR)OR)OR: 0100
0110

d){0,5 pt} Liste os pares que compoem o fecho transitivo.
Resposta:

R* = {(Joao, Maria),
(Jodo, Raimundo),
(Joao, Teresa),
(Raimundo, Maria),
(Teresa, Maria),
(Teresa, Raimundo) }

Seja A = {1,2,3,4}. Construa as relagoes Ry, Ry, R3 e Ry em A abaixo.
“Construir relagdes” significa definir seus pares. Por exemplo, Ry = {(1,1),(2,1)}.

a) {1,0 pt} Construa Ry, tal que ela seja a menor relagao reflexiva, antis-
simétrica e transitiva.

Resposta: Ry, = {(17 1)7 (27 2)7 (37 3)7 (47 4)}

b) {0,5 pt} Construa R, tal que ela seja reflexiva e simétrica.
ReSpOSta: Ry = {(17 1)7 (27 2)7 (37 3)7 (47 4)}

c) {0,5 pt} Contrua Rs, tal que ela seja igual ao seu fecho simétrico.
Resposta: Ry, ={(1,2),(2,1)}

d) {0,5 pt} Construa Ry, tal que ela seja assimétrica.
Resposta: R; = {(1,2)}



11. {2,0 pt} Seja A = {1,2,3}. Seja R = {(1,2),(2,2),(2,3),(3,1)}. Calcule

o fecho transitivo utilizando matrizes. Faca uma matriz com linha e coluna
representando os elementos 1, 2 e 3 (nesta ordem).

Resposta:
010
Mp=1|0 11
1 00
010 010 011
Mprr=10 1 1|0 1 1|{=1]1 1 1
1 00 1 00 010
011 010 1 11
Mrorpor = |1 1 1| ® [0 1 1f =1 1 1
010 1 00 011

1 11
Mp« = MgV MpgorV M(gogior = |1 1 1
1 11

12. Seja A = {1,2,3,4}. Sejam Ry = {(1,2),(1,3), (1,4)}, Ry = {(1,1),(2,2), (3,3)}

13.

e R = {(3,1),(4,4)} relagoes em A. Defina que propriedades as relagdes
abaixo possuem: reflexividade, simetria, transitividade, antissimetria, ou qual-
quer combinacao destas. Por exemplo, “reflexividade, antissimetria e transiti-
vidade” é uma possivel resposta.

a) {0,5 pt} Fecho simétrico de (Ry U R3)
Resposta: RyUR; = {(1,1),(2,2),(3,3),(3,1),(4,4)}. O fecho simétrico

) ( Y
de RyUR3é{(1,1),(2,2),(3,3),(3,1), ( 4), ( 3)}, que é reflexivo, simétrico
e transitivo.

b) {Oa 5 pt} Rl o R2
Resposta: Ry o Ry = {(1,2),(1,3)}, que é antissimétrica e transitiva.

C) {0,5 pt} Rl U R2 U Rg
Resposta: RiURUR; = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,1),(2,2),(3,3),(3,1), (4,4)},
que ¢ reflexiva.

d) {0,5 pt} Fecho reflexivo de R;
Resposta: O fecho reflexivo de Ry é {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}, que é
reflexivo, simétrico, antissimétrico e transitivo.

e) {07 5 pt} Rl -

Resposta: R, — Ry = Ry, que é antissimétrico e transitivo.
Seja A = { Bicicleta, Fusca, Ferrari}.
Seja R = {(z,y) € A? | ¢ mais rdpido que y}.

a) {0,75 pt} Descreva os pares (x,y) que pertencam a R.
Resposta: R = {(Fusca, Bicicleta), (Ferrari, Bicicleta), (Ferrari, Fusca)}



b) {0, 75 pt} Das propriedades reflexividade, simetria, antissimetria e transi-
tivade, quais destas R possui?
Resposta: R ¢é antissimétrico e transitivo.

c) {1,5 pt} Calcule o fecho transitivo utilizando matrizes. Faca uma matriz

com linha e coluna representando os elementos Bicicleta, Fusca e Ferrari
(nesta ordem).

Resposta:
000
Mrp=1|1 0 0
1 10
000 000 000
Mgr=11 0 0Jl® |1 0 0] =10 0 O
1 10 1 10 1 0 0
000 000 000
Mgoror =10 0 0|l ® (1 0 0] =10 0 0
1 00 1 10 000
000
Mg = MgV Mgor V M(gogjor = |1 0 0
110

14. {2,0 pt} Sejam A = {1,2,3} e R = {(1,2),(2,1),(2,3)} uma relacdo em A.
Calcule a matriz Mg« que representa o fecho transitivo de R.

Resposta:
010
Mp=[1 0 1
0 00
010 010 1 01
Mpr= 110 1|lo|1 0 1| =010
0 0O 000 0 0O
1 01 010 010
Mgoror= [0 1 0| ® |1 If=1]101
0 0O 0 0O 0 00
1 11
Mp« = MgV MgorV M(gogior = |1 1 1
0 00

15. Seja A = {1,2,3,4}.

a) {0,5 pt} Defina uma relagdo em A que seja simultaneamente reflexiva e
antissimétrica.

Resposta: {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}
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b) {0,5 pt} Defina uma relacdo em A que seja simultaneamente simétrica e
antissimétrica.
Resposta: {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}

c) {0,5 pt} Defina o fecho reflexivo da relacao definida na letra b).
Resposta: {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}

d) {0,5 pt} Defina uma relacdo em A que seja igual ao seu fecho simétrico.
Resposta: Para ser igual o fecho simétrico, basta a relagao ser simétrica.
Exemplo: {(1,2),(2,1)}

Seja CLUBFE o conjunto dos clubes de futebol do Brasil. Seja DATA o con-
junto das datas (por exemplo, 21/03/1932 € DATA). E sejam GANHOU e
EMPATOU relagoes que armazenam os resultados dos jogos disputados em
uma certa data.

GANHOU = {(a,b,c) € CLUBE x CLUBE x DATA | a ganhou de b no dia c}
EMPATOU = {(a,b,c) € CLUBE x CLUBE x DATA | (a jogou em casa) A

(a empatou com b no dia c)}.

a){0,50 pt} Defina uma expressao matematica que calcule o percentual de
vitorias do Nautico em relagao ao total de jogos disputados pelo Nautico.
Dica: Exemplo de uma expressao matematica que calcula o nimero de
vitérias do Santa: |[{(a,b,c¢) € GANHOU | a = Santa}|, onde |A| calcula
o tamanho do conjunto A.

Resposta:
100- {(a;,b,c)e GANHOU | a=Nautico}|
{(a,b,c)e GANHOU | (a=Nautico)V(b=Nautico)}|+|{(a,b,c)EEMPATOU | (a=Nautico)V(b=Nautico)}|

b){0,50 pt} Se uma vitéria vale 3 pontos, um empate vale 1 ponto e uma
derrota vale 0 ponto, defina uma expressao que calcule o nimero de pontos
ganhos pelo Sport.

Resposta:

3-{(a,b,c) € GANHOU | a = Sport}| +
{(a,b,¢) € EMPATOU | (a = Sport) V (b = Sport)}|

Seja PESSOAS o conjunto das pessoas que sabem seu proprio CPF decorado.
Seja R = {(a,b) € PESSOAS? | a sabe o CPF de b}.

a){0,2 pt} R é reflexiva? Justifique sua resposta em, no maximo, 2 linhas.
Resposta: Sim. Toda pessoa sabe seu proprio CPF.

b){0,2 pt} R é simétrica? Justifique sua resposta em, no méximo, 2 linhas.
Resposta:
Se o aluno interpretou que PESSOAS sabem apenas seu proprio CPF
decorado (e de mais ninguém), entdo a resposta é “Sim” porque sé exis-
tem pares do tipo (a,a) em R e (a,a) é simétrica a (a,a).

Se o aluno interpretou que PESSOAS sabem seu préprio CPF decorado e
talvez o de outras pessoas, entao a resposta é “Nao”, porque nem sempre
se a sabe o CPF de b, entao b sabe o CPF de a.

c){0,2 pt} R é antissimétria? Justifique sua resposta em, no méximo, 2 li-
nhas.



Resposta:

Se o aluno interpretou que PESSOAS sabem apenas seu proprio CPF
decorado (e de mais ninguém), entao a resposta é “Sim” porque s6 exis-
tem pares do tipo (a,a) em R e (a,a) é o tnico tipo de simetria permitida
pela antissimetria.

Se o aluno interpretou que PESSOAS sabem seu proprio CPF decorado e
talvez o de outras pessoas, entao a resposta ¢ “Nao” porque nem sempre
se a sabe o CPF de b e b sabe o CPF de a, temos que a = b.

d){0,2 pt} R é transitiva? Justifique sua resposta em, no maximo, 2 linhas.
Resposta:
Se o aluno interpretou que PESSOAS sabem apenas seu proprio CPF
decorado (e de mais ninguém), entao a resposta é “Sim” porque sé exis-
tem pares do tipo (a,a) em R e (a,a) é transitivo com (a, a).

Se o aluno interpretou que PESSOAS sabem seu proprio CPF decorado e
talvez o de outras pessoas, entao a resposta é “Nao” porque nem sempre
se a sabe o CPF de b e b sabe o CPF de ¢, temos que a sabe o CPF de c.

18. {2,0 pt} Seja R uma relagdo em A = {a,b,c,d} dada por

R ={(a,c), (b;c), (c,b), (c,d), (d, c)}.

Utilize matrizes para calcular o fecho transitivo de R.

Resposta:
Assumindo que a linha e a coluna representam os vértices a, b, ¢ e d (nesta
ordem):
0010 0010 0010 010
10010 2] 0010 0010 |010
MR_OlOl MR_010160101_001
0010 0010 0010 010
(0 1 0 1] [0 0 1 0 [0 0 1 0]
[3] 0101 00 10f 0010
Me=loo010/®0o101] ]o101
01 0 1] 0 0 1 0] 0 0 1 0]
(0 0 1 0] [0 0 1 0 [0 1 0 1]
(4] 0010 0010 0101
Me=1o101/%lo101] o010
0 0 1 0] 0 0 1 0] 01 0 1
0111
I CI RN I LU S
Mgp Vv M, VML VM, 01 1 1
0111

R* :{(a,b),(a,c),(a,d),(b,b),( Cad) )v(dad)}

19. Seja LIVROS o conjunto de todos os livros do planeta.

—_— O = =



a){0,85 pt} A relacio Ry = {(a,b) € LIVROS? | a menciona b} é transitiva?
Justifique sua resposta em no méaximo 3 linhas.
Resposta: Nao. Nem sempre se a menciona b e b menciona ¢, a menci-
ona c.

b){0,85 pt} A relacdo Ry = {(a,b) € LIVROS? | a é mais vendido que b} é
reflexiva? Justifique sua resposta em no maximo 3 linhas.
Resposta: Nao. Um livro nao pode ser mais vendido que ele mesmo.

c){0,85 pt} Arelacio R3 = {(a,b) € LIVROS?| a é a traducio de b em outra lingua}
¢é simétrica? Justifique sua resposta em no maximo 3 linhas.
Resposta: Sim. Se a é a traducao de b, entao b é a traducao de a.

d){0,85 pt} A relacdo Rj da letra c) é antissimétrica? Justifique sua resposta
em no maximo 3 linhas.
Resposta: Nao. Se a é a traducao de b e b é a traducao de a, a nao
necessariamente € igual a b.

. Seja PESSOAS o conjunto das pessoas.
Seja TWITTER = {(a,b) € PESSOAS x PESSOAS | a seque b no Twitter}
uma relacao em PESSOAS.

a){0,50 pt} Defina uma expressao matemdtica que calcula quantas pessoas
seguem tanto Luciano Huck quanto William Bonner no Twitter.
Dica: Exemplo de uma expressao matematica que calcula quantas pes-
soas seguem apenas Luciano Huck: |{a | (a, Luciano Huck) € TWITTER}|,
onde |A] calcula o tamanho do conjunto A.
Resposta:
| {a | (a, Luciano Huck) € TWITTER} N {a | (a, William Bonner) €
TWITTER} |
ou

{a | (a, Luciano Huck) € TWITTER A (a, William Bonner) € TWITTERY}|

b1){0,50 pt} Defina uma expressdo matematica que calcula quantas pessoas
seguem e sao seguidas por Luciano Huck.
Resposta: |{a| (a, Luciano Huck) € TWITTER N(Luciano Huck,a) €
TWITTER}|

b2){0,2 pt} TWITTER é reflexiva? Justifique sua resposta em, no maximo,
2 linhas.
Resposta: Nao. Nem toda pessoa segue ela prépria no Twitter.

c){0,2 pt} TWITTER é simétrica? Justifique sua resposta em, no maximo,
2 linhas.
Resposta: Nao. Nem sempre se a segue b, entao b segue a.

d){0,2 pt} TWITTER é antissimétria? Justifique sua resposta em, no maximo,
2 linhas.
Resposta: Nao. Nem sempre se a segue b e b segue a, temos que a = b.

e){0,2 pt} TWITTER é transitiva? Justifique sua resposta em, no maximo,
2 linhas.
Resposta: Nao. Nem sempre se a segue b e b segue ¢, temos que a
segue c.
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{2,0 pt} Seja R uma relagao em A = {a,b, c,d} dada por

R ={(a,c),(b,a),(c,b),(c,d),(d,a)}.

Utilize matrizes para calcular o fecho transitivo de R.

Resposta:

Assumindo que a linha e a coluna representam os vértices a, b, ¢ e d (nesta
ordem):

0010 0010 Joo1o0 010 1
1000 a |1 000 1000/ [0010
Mr=10 1 0 1 Mi=1lo101/%lo10o1]=]100o0
1000 1000 1000 0010
0 0 1 0] [0 1 0 1] [1 0 0 0]
g [toool loo1ol Jo1o1
Me=1lo101/%t0o00/=]oo1o0
1000/ o010/ [01o0 1]
00100 [1L000] [00 10
w [tooo] Jo1o1] [1000
Me=1lo101/%looz1o0/"]o1o01
1000/ Jo101] [100 o0
1111
VRV RVEY 1<
My ME VMY VMY = |
1111

R ={(a,a),(a,b), (a,¢), (b,a), (b,0), (b, ), (¢,a), (¢, b), (¢, ¢), (d, a), (d, 1), (d, ) }

Seja PESSOAS o conjunto de todas as pessoas do planeta.

a){0,85 pt} A relacio R, = {(a,b) € PESSOAS? | a odeia b} é transitiva?
Justifique sua resposta em no maximo 3 linhas.
Resposta: Nao. Nem sempre se a odeia b e b odeia ¢, a odeia c.

b){0,85 pt} Arelagio Ry = {(a,b) € PESSOAS?| a ama b} é antissimétrica?
Justifique sua resposta em no méaximo 3 linhas.
Resposta: Nao. Antissimetria s6 permite 1 tipo de simetria: aquela do
tipo (a,a). Entretanto, Ry possui pares (a,b) e (b,a), onde a # b.

c){0,85 pt} A relacdo R, da letra b) é simétrica? Justifique sua resposta em
no maximo 3 linhas.
Resposta: Nao. Nem sempre se a ama b, b ama a.

d){0,85 pt} A relacio R3 = {(a,b) € PESSOAS? | a vai matar b} é refle-
xiva? Justifique sua resposta em no maximo 3 linhas.

Resposta: Nao. Nem todo a vai matar a (nem todo mundo vai se sui-
cidar).

Seja A = {a,b, c}.
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25.

a) {0,50 pt} Classifique a relacao R = {(a,a), (b,b), (a,b)} em A como refle-
xiva, simétrica, antissimétrica ou transitiva (ou uma combinagao delas).
Exemplo de resposta: reflexiva, simétrica e transitiva.

Resposta: Antissimétrica e transitiva.

b) {0,50 pt} Defina uma relagdo em A que seja simétrica e antissimétrica
ao mesmo tempo. “Definir uma relagao” significa listar seus pares. Por
exemplo, {(a,b), (b,c)}.

Resposta: Qualquer relagdo que sé contenha pares do tipo (x,z). Por
exemplo, {(c,c)}.

c) {0,50 pt} Defina o fecho reflexivo de R = {(a,a), (b,b), (a,b)}, onde R é
uma relacao em A.

Resposta: {(a,a), (b,b), (a,b),(c,c)}

d) {0,50 pt} Use matrizes para calcular o fecho transitivo da relagdo em A
S ={(a,c),(b,a),(c,b)}. Exiba seus célculos.

Resposta: Assumindo que a linha e a coluna representam os vértices
a, b, ¢ (nesta ordem):

Mg« = MgV Mgror V M((RoR)oR) =

R* = {(aaa)> (avb)a (CL,C), (b7 CL), (ba b): (b7 C)a (Cv a)’ (Ca b)7 (C7 C)}

Seja PESSOAS o conjunto de todas as pessoas do planeta. Seja R uma relagao
em PESSOAS definida como

R = {(a,b) € PESSOAS? | a tem altura menor ou igual a b}.

a){0,85 pt} R ¢ antissimétrica? Justifique sua resposta em no maximo 3
linhas.
Resposta: Nao. Se a tem altura menor ou igual a b e b tem altura
menor ou igual a a, nao significa que a = b. Neste caso, a e b tém a
mesma altura, mas nao sao necessariamente a mesma pessoa.

b){0,85 pt} Crie umarelacao S em PESSOAS, diferente de R, que seja transi-
tiva. Justifique sua resposta em no maximo 3 linhas.
Resposta: R = {(a,b) € PESSOAS | a estuda mais que b}. Justifica-
tiva: se a estuda mais que b e b estuda mais que ¢, entao a estuda mais
que c.

Seja A = {a, b, c}.

a) {0,50 pt} Defina uma relacio em A que seja reflexiva. “Definir uma
relagao” significa listar seus pares. Por exemplo, {(a,b), (b,c)}.
Resposta: Qualquer relagao que contenha {(a, a), (b,b), (¢,c)}.



b) {0,50 pt} Defina uma relacao em A que seja antissimétrica.
Resposta: Qualquer relacao que nao tenha simetria ou que tenha si-
metria do tipo (z,x).

c) {0,50 pt} Defina o fecho simétrico da relagao em A, Ry = {(a,b), (b, c)}.
Resposta: {(a,b), (b.¢), (b,a), (c, )}

d) {0,50 pt} Use matrizes para calcular o fecho transitivo da relacao em A,
Ry = {(a,b), (b,c), (c,a)}. Exiba seus célculos.
Resposta: Assumindo que a linha e a coluna representam os vértices
a, b, ¢ (nesta ordem):

010 010 010 001
Mp= 10 0 1 Mpr=10 0 1| ® [0 0 1| =11 0 0
100 100 100 010
001 01
Mrorjor = |1 0 0 @[0 0
010 10

Mpg- = MgV Mpgor V M((goRr)oR) =

R = {(a’ CL), (av b)> (av C)v (bv a)7 (b’ b)v (b7 C), (C, a)7 (Ca b)a (Ca C)}
26. Seja PESSOAS o conjunto de todas as pessoas do planeta.
a){0,85 pt} Arelacdo Ry = {(a,b) € PESSOAS?| a ganha mais dinheiro que b}

é transitiva? Justifique sua resposta em no méaximo 3 linhas.
Resposta: Sim. Se a ganha mais dinheiro que b e b ganha mais dinheiro
que ¢, entao a ganha mais dinheiro que c.

b){0,85 pt} A relacio Ry = {(a,b) € PESSOAS? | a sabe o nome de b} é
antissimétrica? Justifique sua resposta em no maximo 3 linhas.
Resposta: Nao. Se a sabe o nome de b e b sabe o nome de a, entao a
nao necessariamente é b.

27. Seja S o conjunto das partes de {1,2,3}.

a){1,0 pt} Seja R = {(a,b) € SxS | a C b}. Qual a matriz zero-um desta
relacao? Obs. S é o conjunto definido 14 em cima no enunciado da
questao.

Resposta:
Assumindo que linhas e colunas referem-se aos elementos 0, {1}, {2},
{3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} e {1,2,3} (nesta ordem), temos:

1

— = = = R e e

O OO OO oo
OO OO OO =
DO OO O = O
S OO O ==
OO R OROR H
O OO = = O =

S o oo~k O o
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29.

b){1,0 pt} Classifique a relagdo R da letra ¢) como reflexiva, simétrica, an-

tissimétrica, transitiva ou uma combinacao delas.
Resposta: Reflexiva, antissimétrica e transitiva.

{3,3} Seja A ={a,b,c}. Calcule o fecho transitivo da relagdo em A

R = {(b7 a)? (Cv b)? (CL,C)}

utilizando matrizes zero-um.
Resposta:

Assumindo que a linha e a coluna representam os elementos a, b e ¢ (nesta

ordem):
[0 0
M2 =1 0
0 1
[0 1
ME = o 0
10
0
Mg = MpVvMEvME = |1
0

{3,3 pt} Seja A ={a,b,c}. Calcule o fecho transitivo da relagao em A

R = {(CL, b)? (bv C>7 (07 a)}

utilizando matrizes zero-um.
Resposta:

01 01
0 0lvi0o 0
10 10

o = O

e}

—_

o O =

o = O

0
0
1

—_ = =

—_ = =

—_ = =

Assumindo que a linha e a coluna representam os elementos a, b e ¢ (nesta

ordem):
[0 1
M=o 0
10
[0 0
ME =11 0
0 1
0
Mg = MpvMEvME = o
1

o O =
O = O
O = O
_ o O

o

O =

o O =

o = O

_ O O

—_ = =

—_ = =

—_ = =
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33.

{1,0 pt} Seja P o conjunto contendo todas as pessoas do mundo. Seja
R = {(a,b) € PxP | a sabe o nome de b}. Dentre reflexividade, simetria,
antissimetria e transitividade, quais destas propriedades R possui? Justifique
sua resposta.

Resposta:

Nenhuma. Nao é reflexivo porque nem todos sabem o préprio nome (por
exemplo, recém-nascidos). Nao é simétrico porque, se eu sei o nome de Dilma
Rousseff, por exemplo, ela nao sabe o meu. Nao é antissimétrico porque se
eu sei 0 nome de alguém e esse alguém sabe meu nome, nao necessariamente
somos a mesma pessoa. E nao é transitiva porque, se eu conheco uma pessoa
e ela conhece outra, nao necessariamente eu conheco esta outra.

{0,5 pt} Seja A o conjunto com todos os habitantes do planeta. Seja a relagao
R={(x,y) | ((z,y) € A%) A (z deve dinheiro a y)}. Justifique se R é ou nao
simétrica, antissimétria ou transitiva. Justifique em no maximo 4 linhas para
cada propriedade.

Resposta:

Nao é simétrica: se x deve dinheiro a y, nao necessariamente y deve dinheiro
ax.

Nao é antissimétrica. Se x deve dinheiro a y e y deve dinheiro a z, nao
necessariamente r = y.

Nao é transitiva. Se x deve dinheiro a y e y deve dinheiro a z, nao necessari-
amente x deve dinheiro a z.

{0,5 pt} Seja A o conjunto com todos os habitantes do planeta. Invente uma
relagao S de A para A que seja simultaneamente simétrica e antissimétrica.
Justifique sua resposta em, no maximo, 4 linhas.

Resposta:

S = {(z,y) | ((x,y) € A?) A (z ¢ y)}. Todos os pares de S sao do tipo
(Fulano, Fulano), que é simétrico e antissimétrico, pois (Fulano, Fulano) é a
unica simetria permitida pela antissimetria.

{2,0 pt} Seja A ={a,b,c}.

Utilize matrizes para calcular o fecho transitivo de R = {(a,b), (b, ¢), (¢, a)}.

Resposta:



010

Mp=1{0 0 1

100
010] Jot1o0 001
Mpr= [0 0 1| @ |0 0 1| =|1 0 0
100 [100 010
0011 Jo 10 100
M gomior = [1 0 0| ® {0 0 1| =]0 1 0
010/ [100 001

1 11
MR* :MR\/MRORVM(ROR)OR: 1 11
1 11

34. {3,4 pt} Seja a relacdo R definida de forma recursiva abaixo.

35.

Passo base. O par (Neymar, Hulk) € R.
Passo recursivo. Se (z,y) € R e y é amigo de z, entdo (z,z2) € R.

Regra da exclusao. Todos elementos de S sao provenientes do passo base e
passo recursivo.

Justifique se R é ou nao simétrico, antissimétrico e transitivo. Justifique sua
resposta em, no maximo, 4 linhas para cada propriedade.

Resposta:

Note que, em todos os pares de R, Neymar é o primeiro elemento sempre.

Nao é simétrico: se (z,y) € R, nao necessariamente (y,z) € R.

E antissimétrico: se (z,y) € R e (y,z) € R, entdo z = y. Note que (z,y) €
R significa que © = Neymar (sempre) e que, (y,z) € R significa que y =
Neymar. Portanto, (Neymar, Neymar) € R e (Neymar, Neymar) € R, entao
(Neymar, Neymar) € R.

E transitivo: se (x,y) € Re (y,z) € R, entao, (r,z) € R porque x = Neymar
(por ser o primeiro elemento de (x,y)) e y = Neymar (por ser o primeiro
elemento de (y,z)). Ou seja, (Neymar, Neymar) € R e (Neymar,z) € R
implica em (Neymar, z) € R.

{1,0 pt} Seja A o conjunto com todos os habitantes do planeta que traba-
lham para apenas 1 empresa (ou seja, todos as pessoas que tém exatamente
1 emprego — mas nao necessariamente na mesma empresa). Seja a relagao
R={(z,y) | ((z,y) € A%) A (z trabalha com y)}. Justifique se R é ou nao
simétrico, antissimétrico e transitivo. Justifique sua resposta em, no maximo,
4 linhas para cada propriedade.

Resposta:

E simétrico: se z trabalha com y, entao y trabalha com x.

Nao ¢é antissimétrico: se x trabalha com y e y trabalha com x, entao nao
necessariamente r = y.
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E transitivo: se x trabalha com y e y trabalha com z, entao x trabalha com z,
pois, neste caso, como todos trabalham para apenas 1 empresa, a empresa de
x, y e z s6 pode ser a mesma.

{2,0 pt} Seja A = {a,b,c}.

Utilize matrizes para calcular o fecho transitivo de R = {(a, b), (b, a), (b, c), (¢,b)}.
O fecho transitivo é igual ao fecho reflexivo neste caso?

Resposta:
010
Mp=1|1 0 1
010
010 010 1 01
Mprr=11 0 1| ® |1 0 1{ =10 1 O
010 010 1 01
1 01 010 010
M(ROR)OR: 01 0]®|1 1{=11 0 1
1 01 010 01
111
Mp« = MgV Mpror V M(gogjor = |1 1 1
1 11

R* = A x A, que nao é igual ao fecho reflexivo. O fecho reflexivo é

{(a7 b)’ (b7 a)’ (b7 c)7 (c’ b)’ (a’ a)7 (b’ b)7 (C7 C)}
Por exemplo, ele nao possui (a, c).

{3,4 pt} Seja A o conjunto com todos os habitantes do planeta. Seja a relagao
R={(z,y) | ((z,y) € A?) A (z se considera amigo de y e de todos os amigos de y)}.
Justifique se R é ou nao reflexivo, simétrico e antissimétrico. Justifique sua
resposta em, no maximo, 4 linhas para cada propriedade.

Resposta:

Nao é reflexivo: nao necessariamente todo mundo se considera amigo de si
mesmo.

Nao é simétrico: se x se considera amigo de y e de todos amigos de y, nao
necessariamente y se considera amigo de x e de todos seus amigos.

Nao é antissimétrico: se x se considera amigo de y e de todos os amigos de y e y
se considera amigo de = e de todos os amigos de x, entao nao necessariamente
r=y.

Contagem

. {1,0 pt} No Big Brother temos 15 competidores. A cada semana, 1 competidor

¢ eliminado. Suponha que o resultado do Big Brother seja divulgado em forma



de uma tupla de 15 posigoes: (competidor;, competidors, . .., competidor;s),
onde competidor; foi o primeiro eliminado, competidors foi o segundo elimi-
nado e competidor;s foi o tltimo eliminado (no caso, competidor;; ganhou o
Big Brother). Quantas formas possiveis de resultados podem existir? Exiba
seus calculos e explique o raciocinio utilizado em no méaximo 5 linhas. Nao
precisa simplificar seu calculo ao maximo. Pode responder apenas com uma
expressao. Por exemplo: “Resposta: 23°4° 450 (1000% +40). Explicagao: ...”.

Resposta:
15-14-13-...-2-1 = 15!. Temos 15 possibilidades para o primeiro eliminado,
14 para o segundo eliminado, 13 para o terceiro eliminado, etc.

. {1,0 pt} Temos 2000 candidatos para 30 vagas no vestibular de Engenharia da
Computacao. Calcule o n inteiro tal que, pelo Principio da Casa dos Pombos,
pelo menos uma vaga sera disputada por pelo menos n candidatos. Exiba
seus calculos e explique em no maximo 5 linhas quem faz o papel da casa dos
pombos e quem faz o papel dos pombos.

Resposta:

[2000/30] = [66,...] = 67. As casas dos pombos sao as vagas e o pombos, 0s
candidatos.

. {1,0 pt} No Big Brother temos 15 competidores. A casa do Big Brother tem
4 quartos. Calcule o n inteiro tal que, pelo Principio da Casa dos Pombos,
pelo menos um quarto serd ocupado pelo menos n competidores. Exiba seus
calculos e explique em no maximo 5 linhas quem faz o papel da casa dos
pombos e quem faz o papel dos pombos.

Resposta:

[15/4] = [3,...] = 4. As casas dos pombos sao os quartos e os pombos, o0s
competidores.

. {1,0 pt} Temos 2000 candidatos a vagas para o vestibular de Sistemas de
Informagao. De quantas formas possiveis podemos gerar um listao dos clas-
sificados? Assuma que o listao contém todos os 2000 candidatos em ordem
de classificacao. Assuma que nenhum candidato empatou com nenhum outro.
Exiba seus calculos e explique o raciocinio utilizado em no méximo 5 linhas.
Nao precisa simplificar seu calculo ao maximo. Pode responder apenas com
uma expressio. Por exemplo: “Resposta: 23540450 (1000% +40). Explicacio:
Resposta:

2000-1999-1998-1997-...-2-1 = 2000!. Temos 2000 possibilidades para o pri-
meiro colocado, 1999 para o segundo colocado, 1998 para o terceiro colocado,
ete.

. {0,5 pt} Suponha que temos um baralho empilhado aleatoriamente. Suponha
que retiramos uma carta do baralho de cada vez. Use o Principio da Casa de
Pombos para calcular quantas cartas de baralho devemos retirar para obtermos
pelo menos 5 cartas do mesmo naipe. Exiba seus cédlculos e diga quem faz o
papel da casa de pombos e quem faz o papel dos pombos.

Resposta:

Casa de pombos: naipes. Pombos: cartas. Seja k o nimero de casas de



pombos, r o numero desejado de cartas de mesmo naipe. Entao, precisamos
deN=Fk-(r—1)+1=4-65-1)+1=17.

. {0,5 pt} Uma loja tem camisas brancas e azuis. Cada camisa vem nos tama-
nhos P, M e G, e podem ser masculinas ou femininas. Quantos tipos de camisa
diferentes existem na loja? Exiba seus calculos e explique seu raciocinio.
Resposta:

Podemos ter camisas brancas ou azuis (2 opgoes), cada uma pode ser P, M ou
G (3 opgoes) e cada uma pode ser masculina ou feminina (2 opgoes). Total:
2-3-2=12.

. {1,0 pt} Um hotel tem 400 quartos. Quantos héspedes sdo necessérios para
que pelo menos 1 quarto possua pelo menos 5 héspedes? Use o Principio da
Casa de Pombos para responder e exiba seus calculos.

Resposta:

Se os quartos sao as casas de pombos e os héspedes, os pombos, entao temos
k = 400 casas de pombos e precisamos de pelo menos r = 5 pombos em
pelo menos 1 casa. Aplicando a férmula N = k(r — 1) + 1, precisamos de
N =400(b—1)+1=400-4+ 1= 1600+ 1 = 1601 hospedes.

. Seja S = {a,b,c,d} e T = {1,2,3,4,5,6,7}.

a){0,5 pt} Quantas fungoes injetivas existem com dominio S e contradominio 77
Exiba seus célculos.
Resposta:
Pela regra do produto, cada elemento do dominio pode estar ligado
a 7 elementos, depois 6 elementos, depois 5, etc. Portanto, existem
7-6-5-4=840.

b){0,5 pt} Quantas fungoes injetivas existem com dominio 7" e contradominio S7
Exiba seus célculos.
Resposta:
Zero. Pelo Principio da Casa de Pombos, se cada elemento do contra-
dominio for uma casa e cada elemento do dominio for um pombo, pelo
menos uma casa vai ter pelo menos um pombo, pois |[S| =4 e |T| =T.
Ou seja, é impossivel ter todos elementos do contradominio mapeado a
no maximo 1 elemento do dominio.

. {1,0 pt} Uma sacola contém 50 bolas de gude. Algumas sao azuis, outras sao
vermelhas, outras sao verdes e outras sao amarelas. Use o Principio da Casa
de Pombos para mostrar que existem ao menos 13 bolas de gude da mesma
cor. Diga quem faz o papel da casa de pombos e quem faz o papel dos pombos.

Resposta:

Cada cor é uma casa de pombos e cada bola de gude é um pombo. Como
temos 4 casas e 50 pombos, pelo menos uma casa vai ter pelo menos [50/4]| =
[12,...] =13.

. Seja S ={a,b,c} eT =1{1,2,3,4,5,6,7,8}.

a){1,6 pt} Quantas fungoes injetivas existem com dominio S e contradominio 77
Exiba seus célculos.



Resposta:
Pela regra do produto, cada elemento do dominio pode estar ligado a 8
elementos, depois 7 elementos e depois 6. Portanto, existem 8-7-6 = 336.

b){1,7 pt} Quantas funcoes injetivas existem com dominio 7" e contradominio S?
Exiba seus calculos.
Resposta:
Zero. Pelo Principio da Casa de Pombos, se cada elemento do contra-
dominio for uma casa e cada elemento do dominio for um pombo, pelo
menos uma casa vai ter pelo menos um pombo, pois |S| = 3 e |T| = 8.
Ou seja, ¢ impossivel ter todos elementos do contradominio mapeado a
no maximo 1 elemento do dominio.

Grafos

. {2 pt} Use o teorema das cores para definir se os grafos abaixo sao bipartidos.
Caso nao tenha lapis/caneta colorido: coloque um quadrado ao redor de um
vértice para representar azul e um triangulo para representar vermelho.

oUN T RN

Resposta: a) Nao bipartido. b) Bipartido. ¢) Bipartido. d) Nao bipartido.

. Seja G = (V,;A) um grafo nao dirigido. Seja V' = {a,b,c,d,e, f}. Sejam
deg(a) = deg(d) = 0, deg(b) = 3, deg(c) = deg(e) = 2, deg(f) = 5.

a) {1 pt} Quantas arestas este grafo possui?
Resposta:

D deg(v) =0+3+2+2+45=12=2[A] . |A|=6

b) {1 pt} Desenhe o grafo (lembre-se que pode haver lagos).
Resposta:

. {1 pt} Remova exatamente 1 aresta ou adicione exatamente 1 aresta (ou am-
bos) de cada grafo abaixo de forma a transforma-los em arvore. Desenhe a
arvore resultante da remogao/adicao.

1. N



Resposta:
I/I\ b) M

4. Utilize o teorema das cores e defina se os grafos abaixo sao bipartidos ou nao
(exiba os desenhos pintados).

a) {0,5 pt} b) {0.5 pt} ¢){0,5pt} d) {0,5 pt}

ah &

Resposta: a) Nao bipartido b) Bipartido ¢) Nao bipartido d) Bipartido

5. {1,0 pt} Desenhe um grafo nao dirigido cuja soma dos graus de todos seus
vértices seja 10.
Resposta: Pelo teorema do aperto de maos, basta desenhar um grafo com
5 arestas.

Resposta:
Existem varias respostas corretas. Uma delas é:

b

7. Suponha um grafo cujos nds sao maratonistas e cuja aresta que liga a a b
indica que a ganhou de b em exatamente uma maratona especifica do passado.
Por exemplo, se Fulano ganhou de Sicrano na maratona do Rio de 2009, entao
teremos uma aresta ligando Fulano a Sicrano.



a){0,50 pt} Este grafo é dirigido ou nao-dirigido? Justifique sua resposta em
no maximo 3 linhas.
Resposta: Dirigido. se a ganhou de b em uma maratona z, b nao
ganhou de a nesta maratona.

b){0,50 pt} O que arestas paralelas representam neste grafo? Explique em
no maximo 3 linhas.
Resposta: (Que um maratonista competiu contra outro em mais de
uma maratona. Se as arestas paralelas sao na mesma direcao, significa
que um ganhou do outro n vezes.

c){0,50 pt} Este grafo tem lagos? Explique em no maximo 3 linhas.
Resposta: Nao. Uma pessoa nao pode ganhar dela mesma na mesma
maratona.

d){0,50 pt} O que o grau de um né mede para este grafo? Explique sua
resposta em no maximo 3 linhas.
Resposta: O grau de saida de a mede a quantidade de oponentes ja
vencidos por a (com repeti¢ao). O grau de entrada de a mede quantos
oponentes venceram a (com repeticao).

. Suponha um grafo cujos nés sao atores ou atrizes e cujas arestas ligam dois
atores ou atrizes que atuaram juntos em um mesmo filme.

a){0,50 pt} Este grafo é dirigido ou nao-dirigido? Justifique sua resposta em
no maximo 3 linhas.
Resposta: Nao dirigido. Se um ator a trabalhou com um ator b,
entao b também trabalhou com a. Nao faz sentido haver direcao em
relacionamentos simétricos.

b){0,50 pt} O que arestas paralelas representam neste grafo? Explique em
no maximo 3 linhas.
Resposta: Dois atores que trabalharam juntos em mais de um filme.

¢){0,50 pt} Este grafo tem lagos? Explique em no maximo 3 linhas.
Resposta: Se vocé acha que toda pessoa trabalha junto com ela mesma,
sim. Se vocé acha que nunca trabalhamos juntos com ndés mesmos, nao.

d){0,50 pt} Um né deste grafo tem grau 1230. O que isto quer dizer? Expli-
que sua resposta em no maximo 3 linhas.
Resposta: Que o ator representado pelo né ja trabalhou com 1230
atores.

. Um grafo D, cujos vértices sao deputados, conecta 2 deputados A e B se A e
B compartilham um segredo.

a){0,50 pt} O grafo D é direcionado ou nao-direcionado? Justifique sua res-
posta em no maximo 3 linhas.
Resposta: E nao-direcionado. Se A compartilha um segredo com B, B
também compartilha um segredo com A. Nao faz sentido ter setas.

b){0,50 pt} Suponha que o grafo D seja do tipo K,. O que isto significa?
Explique em no maximo 3 linhas.
Resposta:  Significa que todos deputados compartilham um segredo
com todos os outros deputados.



¢){0,50 pt} Suponha que o grafo D seja bipartido, onde uma particao (um
“time”) é composta pelos deputados da oposicao e a outra partigao (o
outro “time”) é composta pelos deputados da situa¢do. Quem compar-
tilha segredos com quem? Quem nao compartilha segredos com quem?
Explique em no maximo 3 linhas.
Resposta:
Os deputados da oposicao compartilham segredos com os deputados da
situacao e vice-versa. Deputados da oposicao e da situacao nao compar-
tilham segredos entre eles.

d){0,50 pt} Suponha que um subgrafo de D seja um C3. O que este grafo
significa? Explique em no maximo 3 linhas.
Resposta: Significa que um deputado d; compartilha um segredo com
outro deputado ds que compartilha um segredo com outro deputado ds
que compartilha um segredo com d;.

10. {1,0 pt} Seja o grafo G = (V, A), onde V = P({1,2}) (lembre-se: P(A) é o
conjunto das partes de A) e A = {{x,y} | © C y}. Desenhe G.
Resposta:

V= {(Z)v {1}7 {2}, {17 2}} €
A={{0,{1}},{0, {21}, {0, {1, 2}}, {{1}, {1, 2}}, {{2}, {1, 2} }}

{1,2}

{1} 2}
Y

11. Seja o grafo G = (V, A), onde

V= {0, {1}, {2}, {3}, {12}, {13}, 2,3}, {1,2,3}}
A= {{a,b} | lal = b| + 1}

onde |X| é o tamanho do conjunto X.

c){0,85 pt} Desenhe G.
Resposta:

{1,2,3}

d){0,85 pt} Use o teorema das cores e diga se o grafo G é bipartido ou nao.
Resposta: Sim, G é bipartido.



{1,2,3}

12. Seja o grafo G = ({a,b, ¢, d}, {{a, b}, {a,c}, {c,d},{d,b}}).

a){0,50 pt} Use o teorema das cores para definir se G' é bipartido ou nao.
Resposta: E bipartido.

a

d

b){0,50 pt} G é de que tipo: K4, Cy, Wy ou Q47
Resposta: C}.

c){0,50 pt} Desenhe o grafo (H U G), onde H é o grafo
H = ({a,b,c,d, e}, {{a,e},{b, e}, {c, e}, {d, e}}).

bC
N

d){0,50 pt} (HUG) é de que tipo: Ky, Cy, Wy ou Q47
Resposta: Wj.

13. {0,85 pt} Seja G = ({1,2,3,4},{{1,2},{2,3},{3,4},{4,2}}). Desenhe um
subgrafo de GG que seja bipartido.
Resposta: Existem muitas respostas. Uma delas é:

o—o
T 2

14. Seja S o conjunto das partes de {1, 2, 3}.

a){1,0 pt} Desenhe um grafo direcionado cujos vértices sao elementos de S e
onde cada aresta (u,v) conecta os vértices u e v sempre que

(u C o) A(Jo] = (Jul+1)).



Lembre-se: |u| e |v| calcula o tamanho dos conjuntos u e v, respectiva-
mente.
Resposta:

b){1,0 pt} Qual a soma dos graus de saida dos vértices do grafo da letra a)?

Resposta: 12

. Suponha um grafo cujos vértices sao as 26 letras do alfabeto e cujas arestas
(v1,v9) ligam duas letras vy e vy tal que vy precede imediatamente vy na ordem
alfabética. Exemplo: “a” precede “b” imediatamente na ordem alfabética, mas
“a” nao precede “c” imediatamente na ordem alfabética.
a){1,0 pt} Este grafo é dirigido ou nao-dirigido? Justifique sua resposta em
no maximo 3 linhas.
Resposta: Dirigido. A seta indica que letra sucede que letra.

b){1,0 pt} Qual a soma dos graus de saida deste grafo?
Resposta: 25. Cada letra tem uma seta saindo dela exceto a letra “z”.

. {2,0 pt} Seja V. = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16}. E seja
A={{1,2},{1,3},{2,4},{3,5},{4,7},{4,6},{5,6},{5,8},{7,9},{6, 10}, {8, 11},
{9,12},{10,12}, {10, 13}, {11, 13}, {12, 14}, {13, 15}, {14, 16}, {15, 16} }. Dese-
nhe o grafo G = (V, A). Diga se G é bipartido ou nao usando o teorema das
cores.

Resposta:
Grafo bipartido.




17. {2,0 pt} Seja

V = {Alemanha, Argélia, Argentina, Bélgica, Brasil, Chile,
Colombia, Costa Rica, EUA, Franca, Grécia, Holanda,
Mézico, Nigéria, Suiga, Uruguai }

Seja A= {(x,y) | ((z,y) € V) A (2 perdeu para y)}.
Desenhe o grafo G = (V, A) sabendo que:

Chile perdeu para o Brasil, Uruguai perdeu para a Colombia, Nigéria perdeu para a Francga,
Argélia perdeu para a Alemanha, México perdeu para a Holanda, Grécia perdeu para a
Costa Rica, Suiga perdeu para a Argentina, USA perdeu para a Bélgica, Colombia perdeu
para o Brasil, Franca perdeu para a Alemanha, Costa Rica perdeu para a Holanda, Bélgica
perdeu para a Alemanha, Brasil perdeu para a Alemanha, Holanda perdeu para a Argentina

e Argentina perdeu para a Alemanha (ignore a disputa pelo terceiro lugar).

Resposta:

‘ Alemanha ‘

r A * ¥
‘ Argentina ‘

f Y
‘ Brasil ‘ ‘ Holanda ‘
b b T
‘Costa Rica ‘ ‘ Belgica ‘

t t

‘Argélia H Nigéria ‘ ‘ Chile H Uruguai ‘ ‘México ‘ ‘ Grécia ‘ ‘ EUA ‘ ‘ Suica ‘

8 Conversao Binario-Decimal
1. Converta os nimeros abaixo para binario. Exiba seus cédlculos.

a){0,50 pt} 5

Resposta:
5=22+1
2=12+0
1=02+1

Ou seja, (5)10 = (101),

b){0,50 pt} 10

Resposta:
10=5240
5=22+1
2=12+4+0
1=02+1

Ou seja, (10)19 = (1010),



¢){0,50 pt} 20
Resposta:

Ou seja, (20)19 = (10100),

d){0,50 pt} 37
Resposta:

20=1024+0
10=5-240
0=22+1
2=12+4+0
1=02+1
37T=182+1
18=9240
9=42+1
4=2240
2=12+40
1=02+1

Ou seja, (37)10 = (100101)5

2. {0,85 pt} Converta 45 em bindrio. Exiba seus célculos.

Resposta:

Ou seja, (45)10 = (101101),

45 =222+1
22=11240
11=52+1
5=22+1
2=12+0
1=02+1



TE—|F
—\TEF
pANT=p
pVF=p
pvVT=T
pANF=F
pPVP=Dp
PAD=D
=(-p)=p
pVqg=qVp
PAG=qAD
(pvgVvr=pV(gVvr)
(pA@ Ar=pA(gAT)
pVAT)=(@PVgAN(PVr)
pA(gVr)=(@AgV(pAT)
—(pANq)=-pV—q
—(pVaq)=-pA—q
pV(pAg =p
pA(PVg =p
pV-p=T
pA-p=F
p—=q=-pVyq
P—q=-q— P
pVg=-p—q
pAg=-(p— —q)
—(p—=qg) =pAN—q

p—=aNp—=1)=p—(qAT)
p—=r)N(g—=r)=(pPVe —r
p—=qVp—=r)=p—(qVr)
p—=r)Vig—=r)=p@PAqg) —r

peorg=pP—>q9N(g—p)
p&rqg=por g
perqg=@Aqg)V(=pA—q)
“(pq)=per g
-3z P(z) = Vz—-P(x)
Ve P(x) = Jx—P(x)

p
D—q
.q
—q
D—q
CLp
D—q
q—)r
,',p*> T
pVyq pVyq
-p —q
.q S.p
p D
S.pVq S.qVp

PAgq PAgq

SoPAQ
p—q
C.q — p

pVyq
-pVvVr

S.qNvr

a¢ A=—(a€ A
{z|zecA}=A
Pla)=a€{z | P(x)}
(A=B)=Vz(x € A+ x € B)
(ACB)=Vz(xr € A—x € B)
(ACB) = Ve(ze A—z€B)A
Jx(x € BAx ¢ A)

0 C S, para todo S
0={x|F}
zel=F

S C S, para todo S

(AxP)=0xA) =0

AUB={z|z€ AV x € B}
(xre AV zeB) = (e (AUB))
ANB={z | (x € A) A (z € B)}
(xeAANzeB) = (zxe(ANDB))

|AUB| = |A|+|B| - |[ANDB

A-B={x|x€A AN z ¢ B}
(reAN2x¢B) = (xe(A-B))

A={z |z ¢ A}
(x ¢ A) = (€A
Audh=A
ANU=A4
AuU=U
AND=10
AUA=A
ANA=A
@) = A
AUB=BUA
ANB=BnA

AU(BUC)=(AuB)UC
An(BNC)=(AnB)NC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
AUB=




