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Prefacio

Loégica aparece sob forma ‘sagrada’ e sob forma ‘profana’; a forma sagrada é
predominante em teoria da prova, a forma profana em teoria dos modelos. O
fenémeno nao é incomum, observa-se essa dicotomia também em outras areas,
e.g. teoria dos conjuntos e teoria da recursdo. Algumas catéstrofes antigas, tais
como a descoberta dos paradoxos da teoria dos conjuntos (Cantor, Russell), ou
os paradoxos da definibilidade (Richard, Berry), nos fazem tratar um assunto
por algum tempo com espanto e timidez. Mais cedo ou mais tarde, entretanto,
as pessoas comecam a tratar o assunto de uma maneira mais livre e mais facil.
Tendo sido educado na tradicao ‘sagrada’, meu primeiro contato com a tradigao
profana foi algo como um choque cultural. Hartley Rogers me introduziu a um
mundo mais descontraido da légica através de seu exemplo de ensinar teoria da
recursao a matematicos como se fosse apenas um curso comum em, digamos,
algebra linear ou topologia algébrica. No decorrer do tempo acabei aceitando
esse ponto de vista como o didaticamente seguro: antes de entrar para as belezas
esotéricas seria preciso desenvolver um certo sentimento pelo assunto e obter
uma quantidade razodvel de conhecimento pleno de trabalho. Por essa razao
este texto introdutodrio inicia-se na vertente profana e tende a sagrada apenas
no final.

O presente livro foi desenvolvido a partir de cursos dados nos departamentos
de matematica da Universidade de Utrecht. A experiéncia adquirida nesses
cursos e a reagao dos participantes sugeriram fortemente que nao se deveria
praticar e ensinar logica em isolamento. Assim que possivel exemplos cotidianos
de matematica deveriam ser introduzidos; de fato, légica de primeira ordem
encontra um campo cheio de aplicagdes no estudo dos grupos, anéis, conjuntos
parcialmente ordenados, etc.

O papel da légica em matematica e ciéncia da computacao tem dois aspec-
tos — uma ferramenta para aplicagbes em ambas as areas, e uma técnica para
assentar os fundamentos. Esse ultimo papel serd neglicenciado aqui, e nos con-
centraremos nos problemas cotidianos da ciéncia formalizada (ou formalizdvel).
De fato, optei por uma abordagem pratica, — cobrirei o basico de técnicas de
prova e de semantica, e passarei entao para os topicos que sao menos abstratos.
A experiéncia tem nos ensinado que a técnica de deducao natural de Gentzen
se presta melhor para uma introducgao, é préxima o suficiente do verdadeiro
raciocinio informal para permitir que os estudantes construam as provas por si
préprios. Praticamente nenhum truque artificial esta envolvido e no final existe
a agradavel descoberta de que o sistema tem propriedades impressionantes, em
particular ele se adequa perfeitamente a interpretacao construtiva da légica e
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permite formas normais. Esse tltimo topico foi adicionado a esta edigao em vis-
ta de sua importancia em teoria da computacao. No capitulo 3 ja temos poder
técnico suficiente para obter alguns dos tradicionais e (mesmo hoje) surpreen-
dentes resultados da teoria dos modelos.

O livro estd escrito para principiantes sem conhecimento de tépicos mais
avancados, nada de teoria esotérica dos conjuntos ou teoria da recursao. Os
ingredientes bésicos sao deducao natural e semantica, esse ultimo sendo apre-
sentado tanto na forma construtiva quanto na forma classica.

No capitulo 5 a légica intuicionistica é tratada com base na dedugao natural
sem a regra de Reductio ad absurdum, e da semantica de Kripke. A légica
intuicionistica tem se livrado gradualmente da imagem de excentricidade e hoje
é reconhecida por sua utilidade em e.g., teoria de topos e teoria de tipos, por
isso sua inclusdo em um texto introdutério é plenamente justificado. O capitulo
final, sobre normalizacao, foi adicionado pelas mesmas razées; normalizacao tem
um papel importante em certas partes da ciéncia da computacao; tradicional-
mente normalizagdo (e eliminagdo do corte) pertence a teoria da prova, mas
gradualmente aplicagdes em outras areas tém sido introduzidas. No capitulo 6
consideramos apenas normalizagao fraca, e um numero de aplicagGes simples é
fornecido.

Vérias pessoas tém contribuido para a formatacao do texto em uma ocasiao
ou outra; Dana Scott, Jane Bridge, Henk Barendregt e Jeff Zucker foram muito
importantes na preparacao da primeira edigao. Desde entao muitos colegas e
estudantes tém localizado erros e sugerido melhoramentos; esta edicao teve o
beneficio de contar com as observagoes de Eleanor McDonnell, A. Scedrov e
Karst Koymans. A todos esses criticos e consultores sou grato.

O progresso impds que a maquina de datilografar tradicional deveria ser
substituida por dispositivos mais modernos; este livro foi refeito em ITEX por
Addie Dekker e minha mulher Doke. Addie abriu caminho com as primeiras trés
secoes do capitulo um e Doke concluiu o restante do manuscrito; devo a ambas,
especialmente a Doke que encontrou tempo e coragem para dominar os secredos
do BTEX. Agradecimentos também a Leen Kievit por ter confeccionado as
derivagoes e por ter adicionado o toque final necessario a um manuscrito BTEX.
A macro de Paul Taylor para arvores de prova foi usada para as derivages em
deducao natural.

Junho 1994 Dirk van Dalen

A conversao para TEX introduziu um punhado de erros de tipograficos que
estao corrigidos nesta nova tiragem. Muitos leitores tém sido bondosos me en-
viando sua colecao de erros de impressao, sou-lhes grato por sua ajuda. Em
particular quero agradecer a Jan Smith, Vincenzo Scianna, A. Ursini, Moham-
mad Ardeshir e Norihiro Kamide. Aqui em Utrecht minhas turmas de légica
tém sido de grande ajuda, e em particular Marko Hollenberg, que ensinou parte
de um curso, me passou comentdrios tuteis. Gostaria de agradecé-los também.
Usei a ocasidao para incorporar uns poucos melhoramentos. A defini¢do de
‘subféormula’ foi padronizada — juntamente com a nogao de ocorréncia posi-
tiva e negativa. Existe também um pequeno adendo sobre ‘indugao sobre a
complexidade de uma férmula’.

Janeiro 1997 Dirk van Dalen

A pedido de usudrios adicionei um capitulo sobre a incompletude da aritmética.
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Isso torna o livro mais auto-contido, e adiciona informacgao util sobre teoria
bésica da recursao e aritmética. A codificagdo da aritmética formal faz uso
da exponencial; essa nao é a codificacdo mais eficiente, mas para o coragao do
argumento isso nao é de importancia radical. De modo a evitar trabalho extra o
sistema formal da aritmética contém a exponencial. Como a técnica de prova do
livro é a da deducgao natural, a codificagao da nogao de derivabilidade também é
baseada nela. Existem, é claro, muitas outras abordagens. O leitor é encorajado
a consultar a literatura.

O material desse capitulo é em grande medida aquele de um curso dado em
Utrecht em 1993. Os alunos tém sido da maior ajuda ao comentar a apresen-
tagao, e ao preparar versoes em TEX. W. Dean generosamente apontou algumas
corregoes a mais no texto antigo.

O texto final foi beneficiado pelos comentérios e as criticas de um ntimero
de colegas e alunos. Sou agradecido aos conselhos de Lev Beklemishev, John
Kuiper, Craig Smorynski, e Albert Visser. Agradecimentos também séo devi-
dos a Xander Schrijen, cuja inestimavel assisténcia ajudou a superar os TEX-
problemas.

Maio 2003 Dirk van Dalen
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Capitulo 0

Introducao

Sem adotar uma das varias visoes defendidas nos fundamentos da matematica,
podemos concordar que matematicos precisam e fazem uso de uma linguagem,
mesmo se apenas para a comunicagao de seus resultados e seus problemas. En-
quanto matemadticos tém afirmado pela maxima possivel exatidao para seus
métodos, eles tém sido menos sensiveis com respeito a seu meio de comuni-
cagao. E bem conhecido que Leibniz propds colocar a pratica da comunicagao
matematica e do raciocinio matemético sobre uma base firme; entretanto, nao
foi antes do século dezenove que tais empreitadas foram levadas a cabo com
mais sucesso por G. Frege e G. Peano. Independentemente do quao engenho-
sa e rigorosamente Frege, Russell, Hilbert, Bernays e outros desenvolveram a
l6gica matematica, foi apenas na segunda metade desse século que légica e sua
linguagem mostraram algumas caracteristicas de interesse para o mateméatico
em geral. Os resultados sofisticados de Godel obviamente foram logo aprecia-
dos, mas eles permaneceram por um longo tempo como destaques técnicos mas
sem uso pratico. Até mesmo o resultado de Tarski sobr a decidibilidade da
algebra elementar e geometria tiveram que esperar seu momento adequado até
que algumas aplicagoes aparecessem.

Hoje em dia as aplicagoes de légica a dlgebra, analise, topologia, etc. sao em
grande nimero e bem reconhecidas. Parece estranho que um bom ntmero de
fatos simples, dentro da capacidade de percepcao de qualquer estudante, pas-
sassem despercebidos por tanto tempo. Nao é possivel dar o crédito apropriado
a todos aqueles que abriram esse novo territério, qualquer lista demonstraria
inevitavelmente as preferéncias do autor, e omitiria algumas areas e pessoas.

Vamos observar que matematica tem uma maneira bem regular, canonica
de formular seu material, em parte por sua natureza sob a influéncia de fortes
escolas, como a de Bourbaki. Além do mais, a crise no inicio do século forgou
os matematicos a prestar mais atencao aos detalhes mais finos de sua lingua-
gem e as suas pressuposi¢oes concernentes a natureza e o alcance do universo
matematico. Essa atencao comegou a dar frutos quando se descobriu que havia
em certos casos uma estreita ligagao entre classes de estruturas matematicas e
suas descrigdes sintdticas. Aqui vai um exemplo:

Sabe-se bem que um subconjunto de um grupo G que é fechado sob mul-
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tiplicacao e inverso, é um grupo; entretanto, um subconjunto de um corpo
algebricamente fechado F' que é fechado sob soma, produto, menos e inverso,
é em geral um corpo que nao é algebricamente fechado. Esse fenémeno é uma
instancia de algo bem geral: uma classe axiomatizavel de estruturas é axioma-
tizada por um conjunto de sentengas universais (da forma Vz1,...,z,p, com
¢ sem-quantificadores) sse ela é fechada sob subestruturas. Se verificarmos os
axiomas da teoria dos grupos veremos que de fato todos os axiomas sdo univer-
sais, enquanto que nem todos os axiomas da teoria dos corpos algebricamente
fechados sao universais. Esse ultimo fato poderia obviamente ser acidental,
poderia ser o caso que nao fossemos espertos o suficiente para descobrir uma
axiomatizacao universal da classe de corpos algebricamente fechados. O teore-
ma acima de Tarski e Los nos diz, entretanto, que é impossivel encontrar tal
axiomatizacao!

O ponto de interesse é que para algumas propriedades de uma classe de
estruturas temos critérios sintdticos simples. Podemos, por assim dizer, ler o
comportamento do mundo matemético real (em alguns casos simples) a partir
de sua descrigao sintatica.

Existem numerosos exemplos do mesmo tipo, e.g. o Teorema de Lyndon:
uma classe axiomatizavel de estruturas é fechada sob homomorfismos sse ela
pode ser axiomatizada por um conjunto de sentencas positivas (i.e. sentengas
que, em forma normal prenex com a parte aberta em forma normal disjuntiva,
nao contém negagao).

O exemplo mais béasico e a0 mesmo tempo monumental de tal ligacao entre
nogoes sintaticas e o universo matemaético é obviamente o teorema da completude
de Gddel, que nos diz que demonstrabilidade nos sistemas formais usuais é
extensionalmente idéntica a nogao de verdade em todas as estruturas. Isto é o
mesmo que dizer, embora demonstrabilidade e verdade sejam nocoes totalmente
diferentes (a primeira é combinatorial por natureza, e a outra é conjuntista), elas
determinam a mesma classe de sentencas: ¢ é demonstravel sse ¢ é verdadeira
em todas as estruturas.

Dado que o estudo de logica envolve uma boa dose de trabalho sintatico, ini-
ciaremos apresentando uma maquinaria eficiente para lidar com sintaxe. Usa-
mos a técnica de defini¢cdes indutivas e como uma conseqiiéncia ficamos bem
inclinados a ver arvores onde for possivel, em particular preferimos dedugao na-
tural na forma de drvores as versoes lineares que aparecem aqui e ali em uso na
literatura.

Um dos fendomenos impressionantes no desenvolvimento dos fundamentos da
matematica é a descoberta de que a prépria linguagem da matemética pode
ser estudada por meios matematicos. Isso estd longe de ser um jogo futil: os
teoremas da incompletude de Godel, por exemplo, e o trabalho de Godel e
Cohen no campo das provas de independéncia em teoria dos conjuntos requerem
um minucioso conhecimento da matematica e da linguagem matemaética. Esses
topicos nao fazem parte do escopo do presente livro, portanto podemos nos
concentrar nas partes mais simples da sintaxe. Entretanto objetivaremos fazer
um tratamento minucioso, na esperanca de que o leitor percebera que todas
essas coisas que ele suspeita ser trivial, mas nao consegue ver por que, sao
perfeitamente acessiveis a demonstragoes. Ao leitor pode ser uma ajuda pensar
de si préprio como um computador com enormes capacidades mecanicas, mas
sem qualquer estalo criativo, naqueles casos em que fica intrigado devido a
questoes do tipo ‘por que devemos provar algo tao completamente evidente’!



Por outro lado o leitor deve sempre se lembrar que ele nao é um computador
e que, certamente quando ele chegar ao capitulo 3, alguns detalhes devem ser
reconhecidos como triviais.

Para a pratica propriamente dita da matematica a logica de predicados é
sem duvida a ferramenta perfeita, pois ela nos permite manusear objetos in-
dividualmente. Mesmo assim iniciamos o livro com uma exposicao da légica
proposicional. H4 varias razoes para essa escolha.

Em primeiro lugar a 1égica proposicional oferece em miniatura os problemas
que encontramos na logica de predicados, mas 14 as dificuldades obscurecem
alguns dos aspectos relevantes e.g. o teorema da completude para a légica pro-
posicional j& usa o conceito de ‘conjunto consistente maximal’, mas sem as
complicacgoes dos axiomas de Henkin.

Em segundo lugar existem um ntimero de questoes verdadeiramente propo-
sicionais que seriam dificeis de tratar em um capitulo sobre a logica de predi-
cados sem criar uma impressao de descontinuidade que se aproxima do caos.
Finalmente parece uma questao de pedagogia saudavel deixar que a légica pro-
posicional preceda a logica de predicados. O principiante pode em um tnico
contexto se familiarizar com as técnicas de teoria da prova, as algébricas e as da
teoria dos modelos que seria demasiado em um primeiro contato com a légica
de predicados.

Tudo o que foi dito sobre o papel da légica em matematica pode ser repetido
para a ciéncia da computacao; a importancia dos aspectos sintaticos é ainda
mais pronunciada que em matemadtica, mas nao para aqui. A literatura de
teoria da computagao é abundante em sistemas légicos, provas de completude
e coisas do género. No contexto de teoria dos tipos (lambda cdlculo tipificado)
a logica intuicionistica tem adquirido um papel importante, enquanto que as
técnicas de normalizagao tém se tornado uma dieta basica para cientistas da
computagao.
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Capitulo 1

Logica Proposicional

1.1 Proposicoes e Conectivos

Tradicionalmente, légica é dita ser a arte (ou estudo) do raciocinio; portanto
para descrever a légica na sua tradicao, temos que saber o que é ‘raciocinio’.
De acordo com algunas visoes tradicionais o raciocinio consiste do processo
de construir cadeias de entidades lingtliisticas por meio de certas relacoes ‘...
segue de ...”, uma visdo que é suficientemente boa para nossos propésitos. As
entidades lingiiisticas que ocorrem nesse tipo de raciocinio sao tomadas como
sendo sentencas, i.e. entidades que exprimem um pensamento completo, ou
estado de coisas. Chamamos tais sentencas de declarativas. Isso significa que,
do ponto de vista da lingua natural nossa classe de objetos lingiiisticos aceitaveis
é bastante restrita.

Felizmente essa classe é suficientemente larga quando olhada do ponto de
vista do matemédtico. Até o presente a légica tem sido capaz de caminhar muito
bem mesmo com essa restricao. E verdade, nao se pode lidar com perguntas,
ou enunciados imperativos, mas o papel desses entidades é desprezivel em ma-
temdtica pura. Devo fazer uma excegao a enunciados de agao, que tém um papel
importante em programacgao; pense em instrugoes como ‘goto, if ... then, else
..., etc. Por razoes dadas adiante, vamos, no entanto, deixa-las de fora.

As sentengas que temos em mente sdo do tipo ‘27 é um nuimero quadrado’,
‘todo inteiro positivo é a soma de quatro quadrados’, ‘existe apenas um conjunto
vazio’. Um aspecto comum de todas essas sentencas declarativas é a possibili-
dade de atribui-las um valor de verdade, verdadeiro ou falso. Nao exigimos a
determinagao propriamente dita do valor de verdade em casos concretos, como
por exemplo a conjectura de Goldbach ou a hipétese de Riemann. Basta que
possamos ‘em principio’ atribuir um valor de verdade.

Nossa chamada logica bi-valorada é baseada na suposi¢ao de que toda sen-
tencga é verdadeira ou falsa, e é a pedra angular da préatica de tabelas-verdade.

Algumas sentencas sdo minimas no sentido de que nao hé parte prépria que
seja também uma sentenca, e.g. 5 € {0,1,2,5, 7}, ou 2 + 2 = 5; outras podem
ser divididas em partes menores, e.g. ‘c é um racional ou ¢ é um irracional’
(onde ¢ é uma constante). Por outro lado, podemos construir sentengas maio-
res a partir de sentencas menores através do uso de conectivos. Conhecemos
muitos conectivos em lingua natural; a seguinte lista nao tem de forma alguma
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o proposito de ser exaustiva: e, ou, nao, se ... entdo ..., mas, pois, como,
por, embora, nem. No discurso usual, como também em matemadtica informal,
usa-se esses conectivos incessantemente; entretanto, em matematica formal se-
remos econdmicos nos conectivos que admitimos. Isso é sobretudo por razoes
de exatidao. Compare, por exemplo, as seguintes sentengas: “m é irracional,
mas nao é algébrico”, “Max é um marxista, mas ele nao é carrancudo”. No
segundo enunciado podemos descobrir uma sugestao de algum contraste, como
se deveriamos nos surpreender que Max nao é carrancudo. No primeiro caso tal
surpresa nao pode ser facilmente imaginada (a menos que, e.g. se tenha acabado
de ler que todos os irracionais sao algébricos); sem modificar o significado pode-
se transformar esse enunciado em “7 é irracional e ™ nao é algébrico”. Logo por
que usar (em um texto formal) a formulagido que traz certos tons vagos, emo-
cionais? Por essas e outras razodes (e.g. de economia) em 1dgica nos fixamos em
um ntmero limitado de conectivos, em particular aqueles que tém-se mostrado
Gteis na rotina didria de formular e demonstrar.

Note, entretanto, que mesmo aqui as ambigiiidades ameagam. Cada um dos
conectivos ja tem um ou mais significados em lingua natural. Vamos dar alguns
exemplos:

1. Joao passou direto e bateu num pedestre.
2. Joao bateu num pedestre e passou direto.
Se eu abrir a janela entao termos ar fresco.
Se eu abrir a janela entao 1+ 3 = 4.

Se 1+ 2 = 4, entao teremos ar fresco.

Joao estd trabalhando ou esta em casa.

N T

Euclides foi um grego ou um matemaético.

De 1 e 2 concluimos que ‘e’ pode ter uma funcao de ordenacao no tempo. Nao
é assim em matematica; “m é irracional e 5 é positivo” simplesmente significa
que ambas as partes se verificam. O tempo simplesmente nao tem qualquer
papel na matematica formal. Certamente nao poderiamos dizer “m ndo era nem
algébrico nem transcendente antes de 1882”. O que desejariamos dizer é que
“antes de 1882 nao se sabia se 7 era algébrico ou transcendente”.

Nos exemplos 3-5 consideramos a implicagao. O exemplo 3 serda em geral
aceito, pois mostra um aspecto que viemos a aceitar como inerente a implicagao:
existe uma relagao entre a premissa e a conclusao. Esse aspecto esta ausente nos
exemplos 4 e 5. Mesmo assim permitiremos casos tais como o 4 e 0 5 em ma-
temdtica. Ha véarias razoes para se fazer isso. Uma é que a consideragao de que
o significado deveria ser deixado fora de consideragoes sintaticas. Do contrario a
sintaxe se tornaria dificil de manejar e acabariamos sendo levados a uma pratica
esotérica de casos excepcionais. Essa implicagao generalizada, em uso em ma-
temaética, é chamada de implicacao material. Algumas outras implicacoes tém
sido estudadas sob as denominagoes de implicacao estrita, implicacao relevante,
etc.

Finalmente 6 e 7 demonstram o uso do ‘ou’. Tendemos a aceitar 6 e a rejeitar
7. Na maioria das vezes se pensa no ‘ou’ como algo exclusivo. Em 6 até certo
ponto esperamos que Joao nao trabalhe em casa, enquanto que 7 é incomum no
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sentido de que via de regra nao usamos ‘ou’ quando poderiamos de fato usar ‘e’.
Além disso, normalmente hesitamos em usar uma disjuncao se ja sabemos qual
das duas partes se verifica, e.g. “32 é um numero primo ou 32 nao é um nimero
primo” sera considerada (no minimo) artificial pela maioria das pessoas, pois
ja sabemos que 32 ndo é um numero primo. Ainda assim a matema&tica usa
livremente tais disjungoes supérfluas, por exemplo “2 > 2”7 (que designa “2 > 2
ou?2=2").

De forma a prover a matematica de uma linguagem precisa criaremos uma
linguagem artificial, formal, que se prestard ao tratamento matemadtico. Pri-
meiramente definiremos uma linguagem para a légica proposicional, i.e. a légica
que lida com proposi¢des (sentencas, enunciados). Mais adiante estenderemos
nosso tratamento a légica que também leva em conta propriedades de objetos.

O processo de formalizagao da logica proposicional consiste de dois estagios:
(1) apresentar uma linguagem formal, (2) especificar um procedimento para se
obter proposicoes vdlidas ou verdadeiras.

Inicialmente descreveremos a linguagem, usando a técnica de defini¢oes in-
dutivas. O procedimento é bem simples: Primeiro especifique quem sao as
proposicoes menores, que nao decomponiveis em proposigoes menores que elas;
depois descreva como proposigoes compostas sao construidas a partir de propo-
sicoes previamente dadas.

Definicao 1.1.1 A linguagem da ldgica propositional tem um alfabeto consis-
tindo de

(i) simbolos proposicionais: Py, P1, P2, - - -

(ii)  conectivos: A, V, —, =, <, L,

(iii)  sémbolos auxiliares: ( , ).

Os conectivos carregam nomes tradicionais:

AN - e - conjungao

vV - ou - disjunc¢ao

— - se...,entao ... - implicagao

- - nao - negacao

— - sse - equivaléncia, bi-implicacdo
1L - falso - falsum, absurdum

Os simbolos proposicionais e o simbolo | designam proposi¢oes indecom-
poniveis, que chamamos dtomos, ou proposicoes atéomicas.

Definicao 1.1.2 O conjunto PROP de proposicoes é o menor conjunto X com
as propriedades

(i) pieX(ieN), LeX,

(i) o eX = (pAY), (V) (p =), (p = ¥) €X,

(1)) e X = (~p) eX.

As clausulas descrevem exatamente as maneiras possiveis de construir propo-
sigoes. De modo a simplificar a cldusula (i) escrevemos ¢, ¢ € X = (o) €
X, onde OJ é um dos conectivos A, V, —, <.

Uma adverténcia ao leitor é recomendéavel nesse ponto. Usamos letras gregas
p,% na definicao; elas sao proposicoes? Claramente nao queremos que elas
sejam, pois queremos apenas aquelas cadeias de simbolos obtidas combinando-se
simbolos do alfabeto de maneira correta. Evidentemente nenhuma letra grega
entra de jeito nenhum! A explicagdo é que ¢ e 1 sao usadas como variaveis
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para proposicoes. Como queremos estudar légica, devemos usar uma linguagem
para discuti-la nessa linguagem. Em geral essa linguagem é o portugués puro,
cotidiano. Chamamos a linguagem usada para discutir l6gica de nossa meta-
linguagem e @ e 1 sao meta-varidveis para proposicoes. Poderiamos dispensar
meta-varidveis lidando com (ii) e (iii) verbalmente: se duas proposi¢bes sao
dadas, entao uma nova proposigao é obtida colocando-se o conectivo A entre elas
e adicionando-se parénteses na frente e no final, etc. Essa versao verbal deveria
bastar para convencer o leitor das vantagens da maquinaria matematica.

Note que adicionamos um conectivo um bocado incomum, 1. Incomum no
sentido de que ele nao conecta nada. Constante ldgica seria um nome melhor.
Por uniformidade ficamos com o nosso uso ja mencionado. L é adicionado por
conveniéncia, poder-se-ia muito bem dispensé-lo, mas ele tem certas vantagens.
Pode-se notar que ha algo faltando, a saber um simbolo para a proposi¢ao
verdadeira; de fato adicionaremos um outro simbolo, T, como uma abreviagao
para a proposicao “verdadeira”.

Exemplos.

(p7 — po), (L V p32) A (—p2)) € PROP.
p1 < pr, L, ((—> A ¢ PROP

E ficil mostrar que algo pertence a PROP (simplesmente execute a cons-
trugao de acordo com 1.1.2); é um pouco mais dificil mostrar que algo nao
pertence a PROP. Faremos um exemplo:

—~-1 ¢ PROP.

Suponha que ==L € X e X satisfaz (i), (ii), (iii) da definicao 1.1.2. Afir-
mamos que Y = X — {——1} também satisfaz (i), (ii) e (iii). Como L,p; € X,
também L,p; € Y. Se p,0 € Y, entdo p,psi € X. Como X satisfaz (ii)
(p0y) € X. Da forma das expressoes fica claro que (i) # ——L (olhe para
os parénteses), logo (p0y) € X — {——L1} =Y. Igualmente se demonstra que
Y satisfaz (iii). Logo X ndo é o menor conjunto satisfazendo (i), (ii) e (iii),
portanto == nao pode pertencer a PROP.

Propriedades de proposicoes sao estabelecidas por um procedimento indutivo
analogo & definicao 1.1.2: primeiro lida com os dtomos, e depois vai das partes
as proposigoes compostas. Isso é expresso mais precisamente em

Teorema 1.1.3 (Principio da indugao) Seja A uma propriedade, entio A(p)
se verifica para todo p € PROP se

(i)  A(p:), para todo i, e A(L),

(i) Alg). AW) = A((pO0)).

(112)  A(p) = A((—p)).

Demonstragio. Seja X = {¢ € PROP | A(p)}, entdo X satisfaz (i), (ii) e
(iii) da definigdo 1.1.2. Logo PROP C X, i.e. para todo ¢ € PROP A(yp) se
verifica. g

A uma aplicacdo do teorema 1.1.3 chamamos de uma prova por induc¢do
sobre ¢. O leitor vai notar uma semelhanga ébvia entre o teorema acima e o
principio da indugao completa em aritmética.
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O procedimento acima que permite obter todas as proposicoes e provar pro-
priedades de proposigoes é elegante e perspicaz; existe uma outra abordagem,
no entanto, que tem suas préprias vantagens (em particular para codificagéo):
considere proposicoes como o resultado de uma construgao linear passo-a-passo.
E.g. ((-po) — L) é construido montando-se a expressao a partir de suas par-
tes menores usando as partes previamente construidas: po ... L (—pg) ...
((-po) — L). Isso é formalizado da seguinte maneira:

Definicao 1.1.4 Uma seqiiéncia ¢, ...,¢, ¢ chamada de segiéncia de for-
magao de ¢ se p, = ¢ e para todo ¢ < n ¢; é atomica, ou

;i = (p;0pr) para certo j, k < i ou
i = (—p;) para certo j < i.

Observe que nessa definicao estamos considerando cadeias ¢ de simbolos do
alfabeto dado; isso abusa um pouco da convengao notacional.

Ezemplos. (a) L,p2,ps, (L V p2), (=(L V p2)),(-ps) e ps,(—ps) sdo ambas
seqiiéncias de formagdo de (—ps). Note que seqiiéncias de formagao podem
conter ‘lixo’.

(b) p2 é uma subférmula de ((p7 V (=p2)) — p1); (p1 — L) é uma subférmula
de (((p2 V (p1 Apo)) < (p1 — L))

Agora vamos dar alguns exemplos triviais de prova por indugdo. Na pratica
apenas verificamos verdadeiramente as clausulas da prova por inducao e deixa-
mos a conclusao para o leitor.

1. Cada proposicao tem um numero par de parénteses.

Demonstragio. (i) Cada dtomo tem 0 parénteses e 0 é par.
(ii) Suponha que ¢ e 1 tenham 2n, resp. 2m parénteses, entdo (¢y) tem
2(n +m + 1) parénteses.
(iii) Suponha que ¢ tem 2n parénteses, entdo (—p) tem 2(n + 1) parénteses.
O

2. Cada proposi¢ao tem uma sequéncia de formacgao.

Demonstragao. (i) Se ¢ é um &tomo, entdo a seqiiéncia consistindo de apenas
© € uma seqiiéncia de formacao de ¢.

(il) Sejam g, ..., on € Yo, ...,y seqiéncias de formagao de ¢ e ¥, entdo
observa-se facilmente que @q, ..., ©n, Yo, - - -, Ym, (P, ) é uma seqiiéncia de
formacao de (p,0¢.,).

(iii) Deixo para o leitor. O

Podemos melhorar 2:

Teorema 1.1.5 PROP € o conjunto de todas as expressoes que tém sequéncia
de formacgao.

Demonstragao. Seja F' o conjunto de todas as expressoes (i.e. cadeias de simbolos)
que tém seqiiéncia de formacao. Demonstramos acima que PROP C F.

Suponha que ¢ tem uma seqtiéncia de formagao g, . .., @n, vamos demons-
trar que ¢ € PROP por indugao sobre n.
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n=0: @ =g e por definigdo p é atomica, logo p € PROP.

Suponha que todas as expressoes com seqiiéncia de formacao de comprimento
m < n estdo em PROP. Por definicdo ¢, = (¢;0v¢,) para todo i,j < n, ou
vn = (—¢;) para i < n, ou ¢, é atébmica. No primeiro caso ¢; e ¢; tém
seqiiéncia de formagao de comprimento %, j < n, logo pela hipdtese da indugao
@i,p; € PROP. Como PROP satisfaz as cldusulas de definicao 1.1.2, temos
também (¢;0¢;) € PROP. Trate negacao igualmente. O caso atémico é trivial.
Conclusdo F' C PROP. O

Em um certo sentido o Teorema 1.1.5 é uma justificacao da definicao de
seqiiéncia de formacao. Ele também nos permite estabelecer propriedades de
proposigoes por indugao ordindria sobre o comprimento de seqiiéncias de for-
macao.

Em aritmética normalmente se define fungdes por recursao, e.g. exponen-
ciacdo é definida por z° = 1, e z¥*! = z¥ - z, ou a funcdo fatorial por 0! = 1
e (z+ 1) =2l - (z+1). A justificacio é bem imediata: cada valor é obti-
do usando-se os valores precedentes (para argumentos positivos). Existe um
principio andlogo em nossa sintaxe.

Exemplos. O numero p(p) de parénteses de ¢, pode ser definido como se
segue:

() = 0 para @ atémica,
p((e0v)) = ple) +p(¥) +2,
p((-p))  =plp) +2.
O valor de p(p) pode ser computado calculando-se sucessivamente p(¢)) para
as subférmulas . O

Podemos dar esse tipo de definicao para todos os conjuntos que sao definidos
por indugao. O principio de “definigao por recursao” toma a forma de “existe
uma unica fungao tal que ...”. O leitor deve se manter lembrado que a idéia
bésica é que pode-se ‘computar’ o valor da fungao para uma composicao de uma
forma prescrita a partir dos valores da fungao nas partes componentes.

O principio geral por tras dessa pratica é firmado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1.6 (Definicdo por Recursdo) Suponha que sejam dados os ma-
peamentos Ho : A2 — A e H, : A — A e suponha que Hy, seja um mapea-
mento do conjunto de dtomos para A, entdo existe exatamente um mapeamento
F: PROP — A tal que

F(p) = H, para ¢ atomica,
F((e0y)) = Hg(F(e), F(4)),
F((=p)) = H-(F(¥)).

Usualmente, em aplicagoes concretas o principio é bem facilmente reconhe-
cido como um principio correto. Entretanto, em geral tem-se que demonstrar a
existéncia de uma tnica funcao satisfazendo as equagoes acima. A demonstragao
é deixada como um exercicio, cf. Exercicio 11.

Aqui estdo algums exemplos de defini¢do por recursao:

1. A drvore (1éxica) de uma proposicao ¢ é definida por
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T () = ° v para o atomica
(e = AN
T(e) T()
T((~¢) = ‘0 (—¢)
T(e)
Ezemplos. T((pr — (L V (7ps))); T(=(=(p1 A (=p1))))
(pr — (L V (=p3))) o (2(=(p1 A (=p1))))
./ (L V (—p3)) o (7(p1 A (7p1)))
Pl o o (—p3) (p1 A (—p1))
R . . (—p1)
b3 P A
4!

Uma maneira simples de exibir as arvores consiste em listar os 4tomos loca-
lizados no fundo, e indicar os conectivos presentes nos nos.

2. O posto p(¢) de uma proposigao ¢ é definido por

p(p) = 0 para ¢ atomica,
()  =max(p(p),p(¥)) + 1,
p((=p))  =plp)+ 1

Agora vamos usar a técnica da definigdo por recursdo para definir a nogéo de
subférmula.

Definicao 1.1.7 O conjunto das subférmulas Sub(y) é dado por

Sub(p) = {¢} para ¢ atomica
Sub(p10p2) = Sub(p1) U Sub(p2) U {p10¢pa}
Sub(—p) = Sub(p) U {~¢}

Dizemos que ¢ é uma subférmula de ¢ se ¢ € Sub(y).
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Convengoes de notagdo. De forma a simplificar nossa notagao vamos econo-
mizar em parénteses. Vamos sempre desprezar os parénteses mais externos e
omitiremos também os parénteses no caso de negacoes. Além do mais usaremos
a convengao que A e V tém precedéncia sobre — e < (cf. - e + em aritmética),
e que — tem precedéncia sobre os outros conectivos.

Exemplos.
PV designa  ((—¢) V),
(= A L) designa  (=((=(=(=))) A L)),
VY —p designa  ((p V) — ),
o=@V (@ —x) designa (p— (¢V(¥x)))

Adverténcia. Note que, rigorosamente falando, aquelas abreviagbes nao sao
proposicoes.

Na proposicao (p1 — p1) apenas um atomo é usado para defini-la, embora
ele seja usado duas vezes e ocorra em dois lugares. Para um certo propdsito é
conveniente distinguir entre formulas e ocorréncias de formulas. A definicao de
subférmula ndo nos informa o que é uma ocorréncia de ¢ em ), por isso temos
que adicionar alguma informacao. Uma maneira de indicar uma ocorréncia de
@ € especificar seu lugar na arvore de v, e.g. uma ocorréncia de uma férmula em
uma dada férmula 1 é um par (¢, k), onde k é um né na arvore de 1p. Poder-se-ia
até mesmo codificar k como uma seqiiéncia de 0’s e 1’s, onde associamos a cada

né a seguinte seqiiéncia: ( ( (a seqiiéncia vazia) para o né raiz, (sg, ..., S,—1,0)
para o descendente imediato & esquerda do né com seqiiéncia (sg,...,8n—1) €
(S0y--+,Sn—1,1) para o seu segundo descendente imediato (se existe algum).

Nao seremos demasiadamente formais no manuseio de ocorréncias de férmulas
(ou simbolos, na verdade), mas é importante que isso pode ser feito.

A introdugao da funcgdo de posto ndo é mera ilustracdo da ‘definicdo por
recursao’, pois ela também nos permite demonstrar fatos sobre proposigoes por
meio da indugdo completa (ou indug¢do matemdtica). Reduzimos, por assim
dizer, a estrutura de arvore a linha reta dos niimeros naturais. Note que outras
‘medidas’ servirao tao bem quanto essa, e.g. o numero de simbolos. Para evitar
omissao definiremos explicitamente o Principio da Indu¢ao sobre o Posto:

Teorema 1.1.8 (Principio da indugao sobre o posto) Se para todo ¢ [A(v))
para todo ¥ com posto menor que p(p)] = A(p), entio A(p) se verifica para
todo ¢ € PROP.

Vamos mostrar que indugao sobre ¢ e indugao sobre o posto de ¢ sao
equivalentes.!
Primeiro introduzimos uma notagao conveniente pra a indugao sobre o pos-
to: escreva ¢ < ¥ (p =X 1) para designar p(p) < p(¢) (p(¢) < p(¥)). Logo
Vi < ¢ A(p) designa “A(1) se verifica para todo ¢ com posto no maximo p(p)”
O Principio da Indugao sobre o Posto agora lé

V(Y 2 p A(Y) = A(p)) = Yo A(p)

10 leitor pode pular essa demonstracio na primeira leitura. Estars fazendo bem aplicando
a indugdo sobre o posto ingenuamente.
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Demonstraremos que o principio da indugao sobre o posto segue do principio da
indug@o. Suponha que

Vo(Vi 2 9 A(Y) = Alp)) (t)

seja dado. Para mostrar que Vo A(p) temos que comer do préprio bolo, ou
seja, usar um pouco de indugdo. Ponha B(p) := Vi) < ¢ A(p). Agora vamos
demonstrar Yo B(y) por inducao sobre (.

1. para ¢ atémica Vi) < ¢ A(p) é vacuamente verdadeira, logo por () A(p)
se verifica. Portanto A(t) se verifica para todo ¥ com posto < 0. Logo

B(yp).

2. ¢ = ¢10¢,. Hipdtese da indugao: B(p1), B(p2). Seja p uma proposigio
qualquer com p(p) = p(¢) = n+ 1 (para um n apropriado). Temos que
demonstrar que p e todas as proposigoes com posto menor que n + 1 tém
a propriedade A. Como p(y) = maz(p(v1),p(p2)) + 1, ou v1 ou ¢y tem
posto n — digamos ¢;. Agora escolha um ¢ arbitrario com p(¢) < n,
entdo ¢ = 1. Portanto, por B(p1), A(¢)) se verifica. Isso demonstra que
Vi < p A(y), logo por () A(p) se verifica. Isso demonstra B(yp).

3. ¢ = —p1. Argumento semelhante.

Uma aplicacdo do principio da inducdo nos dé Ve B(yp), e como uma con-
seqiiéncia Yo A(p).

Para a reciproca assumimos as premissas do principio da inducao. Para
aplicar o principio da indugao sobre o posto temos que mostrar que () se verifica.
Distinguimos os seguintes casos:

1. ¢ atdomica. Entéo () trivialmente se verifica.

2. ¢ = 10¢ps. Entao ¢1,p2 < ¢ (veja exercicio 6). Nossa hipdtese é
Vi < o A(y), portanto A(p1) e A(p2) se verificam. Logo A(yp) se verifica.

3. v = 1. Argumento semelhante.

Isso estabelece (7). Logo pela indugéo sobre o posto obtemos Vi A(p).

Exercicios
1. Dé as seqiiéncias de formagao de
(=p2 — (p3 V (p1 < p2))) A —ps,
(pr — =L)< ((pa A —p2) — p1),
(((p1 — p2) = p1) — p2) — D1
2. Demonstre que ((—¢ PROP.

3. Demonstre que a relagao “é uma subférmula de” é transitiva.

4. Seja p uma subférmula de . Demonstre que ¢ ocorre em cada seqiiéncia
de formacao de .

5. Se ¢ ocorre em uma seqiiéncia de formagao minima de 1 entao ¢ é uma
subférmula de .
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6. Seja g a fungao posto:
(a) Demonstre que p(p) < o nimero de ocorréncias de conectivos de ¢,
(b) Dé exemplos de ¢ tais que < ou = se verifica em (a),
(¢) Ache o posto das proposicoes no exercicio 1.
(

d) Demonstre que p(¢) < p(¥) se ¢ é uma subférmula prépria de 1.

7. (a) Determine as drvores das proposigoes no exercicio 1,

(b) Determine as proposigbes com as seguintes arvores.

. —
® — ﬁ. ® —
[ ] [ ] [ ]
+ P P

8. Seja #(T'(¢)) o nimero de nés de T'(p). Pelo “nimero de conectivos em
©” queremos dizer o nimero de ocorréncias de conectivos em . (Em geral
#(A) designa o nimero de elementos de um conjunto (finito) A).

(a) Se ¢ nao contém L, demonstre que: o nimero de conectivos de
¢+ o ntmero de dtomos de ¢ < #(T'(p)).

(b)  #(sub(p)) < #(T()).

(¢)  Um ramo de uma drvore é um conjunto maximal linearmente orde-
nado. O comprimento de um ramo é o nimero de seus nés menos
um. Demonstre que p(¢) é o comprimento de um ramo de maior
comprimento em T'(¢p).

(d) Suponha que ¢ nao contém L. Demonstre que: o nimero de
conectivos em ¢ + o nimero de dtomos de ¢ < 2P+ _ 1,

9. Demonstre que uma proposi¢ao com n conectivos tem no maximo 2n + 1
subférmulas.

10. Demonstre que para PROP temos um teorema de decomposi¢do unica:
para cada proposi¢ao nao-atomica o ou existem duas proposicoes ¢ e 1
tais que o = Y, ou existe uma proposigao ¢ tal que o = —p.
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11. (a) Dé uma definigao indutiva para a funcao F', definida por recursao sobre
PROP a partir das fungoes Hg,¢, Ho, H-, como um conjunto F* de pares.

(b) Formule e demonstre para F* o principio da indugao.
(¢) Demonstre que F* é de fato uma fungao sobre PROP.

(d) Demonstre que ela é a tinica fungao sobre PRO P satisfazendo as equagoes
recursivas.

1.2 Semantica

A tarefa de interpretar a légica proposicional é simplificada pelo fato de que as
entidades consideradas tém uma estrutura simples. As proposi¢oes sdo cons-
truidas a partir de blocos adicionando-se conectivos.

As partes mais simples (os dtomos) sdo da forma “a grama é verde”, “Maria
gosta de Goethe”, “6 — 3 = 2”7, que sao simplesmente verdadeiras ou falsas.
Estendemos essa atribuicao de walores-verdade a proposigoes compostas, por
reflexao sobre o significado dos conectivos logicos.

Vamos combinar de usar 1 e 0 ao invés de ‘verdadeiro’ e ‘falso’. O problema
que enfrentamos é como interpretar ¢y, —p, dados os valores-verdade de ¢ e
.

Tlustraremos a solugao considerando a tabela entrada-saida para os Srs. Smi-
th e Jones.

Conjunc¢ao. Um visitante que deseja ver ambos Smith e Jones quer que a tabela
esteja na posicao mostrada aqui, i.e.

entra | sal
Smith X “Smith estd” A “Jones estd” é verdadeiro sse
Jones X “Smith estd” é verdadeiro e “Jones estd” é verdadeiro

Escrevemos v(p) = 1 (resp. 0) para “p é verdadeiro”. Entao a consideragao
acima pode ser enunciada como sendo v(p A ¢) = 1 sse v(p) = v(¢) = 1, ou
(e A ) = min(v(p), v(¥)).

Pode-se também escrever sob forma de uma tabela-verdade:

ANlO0]1
00
1101

A tabela-verdade deve ser lida da seguinte forma: o primeiro argumento é to-
mado da coluna mais a esquerda e o segundo argumento é tomado da linha mais
acima.

Disjuncdo. Se um visitante deseja ver um dos parceiros, nao importa qual, ele
deseja que a tabela esteja em uma das posicoes

entra | sai entra | sai entra | sai
Smith X Smith X Smith X
Jones X Jones X Jones X
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No tdltimo caso ele pode fazer uma escolha, porém isso nao é um problema,
pois ele deseja ver pelo menos um dos caras, nao importa qual.
Em nossa notagao, a interpretacao de V é dada por

vipVvy)=1 sse v(ip)=1 ou wv(y)=1

Abreviando: v(p V ) = max(v(y), v(¥))).

~—

= oo
[u—

\Y
Sob forma de tabela-verdade: | 0
1

Negagao. O visitante que estd apenas interessado no Sr. Smith enunciard “Smi-
th nao estd” se a tabela estiver na posigao:

entra | sai
Smith X

Portanto “Smith ndo estd” é verdadeiro se “Smith estd” é falso. Escrevemos
isso da forma v(—p) = 1 sse v(p) = 0, ou v(—p) =1 — v(p).
Sob forma de tabela-verdade: | 0 | 1
1

Implicagdo. Nosso famoso visitante foi informado de que “Jones esta se Smith
estd”. Agora podemos ao menos prever as seguintes posi¢oes da tabela

entra | sai entra | sai
Smith X Smith X
Jones X Jones X

entra | sai
Se a tabela estd na posi¢do: | Smith X
Jones X

entao ele sabe que a informagao era falsa.
entra | sai
O caso remanescente, | Smith X |, nao pode ser tratado de forma
Jones X
tao simples. Evidentemente nao ha razao para considerar a informacao falsa,
mas sim que “nao ajuda muito”, ou “irrelevante”. Entretanto, nos compromete-
mos com a posi¢ao de que cada enunciado é verdadeiro ou falso, por isso temos
que decidir atribuir a “Se Smith esta, entao Jones estd” verdadeiro também nesse
caso particular. O leitor vai se dar conta de que fizemos uma escolha deliberada
aqui; uma escolha que se revelard uma escolha feliz em vista da elegancia do
sistema resultante. Nao ha razao convincente, entretanto, para se permanecer
com a noc¢ao de implicacao que acabamos de introduzir. Embora vérias outras
nogoes tenham sido estudadas na literatura, para propdsitos mateméaticos nossa
nogao é perfeitamente apropriada.

Note que hd um caso em que a implicagdo é falsa (veja a tabela-verdade
abaixo), e vamos manter essa observacdo na lembranca para aplicagdo mais
adiante — ela vai ajudar a diminuir os calculos.
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Em nossa notagao a interpretagdo da implicagio é dada por v(p — 1) = 0 sse
v(p) =lewv(y)=0.

— |01
Sua tabela-verdade é: | 0 | 1
1 1011

Equivaléncia. Se nosso visitante sabe que “Smith estd se e somente se Jones

estd”, entao ele sabe que ambos estao presentes ou ambos nao estao. Logo

v(p — ¥) =1 sse v(p) = v(¥).

— |01

Sua tabela-verdade é: | 0 0
1 1

| =

Falsum. Um absurdo, tal como “0 # 0”7, “alguns nimeros impares sao pares”,
“Eu nao sou eu”, nao podem ser verdadeiros. Logo colocamos v(L) = 0.

Estritamente falando deveriamos adicionar uma tabela-verdade, i.e. a tabela
para T, o oposto de falsum.

Verum. Esse simbolo designa proposicoes evidentemente verdadeiras tal como
1 =1; colocamos v(T) = 1 para todo v.

Defini¢ao 1.2.1 Um mapeamento v : PROP — {0, 1} é uma valoragao se
v(eAY) = min(v(p),v(¥)),

v(p V) = max(v(p),v(y)),

vp—=9) = 0 & wip)=1euv()=0,
vpey) = 1 e wlp)=o),

v(=p) = L—wv(p),

v(lL) = 0.

Se uma valoragao é dada apenas para dtomos entao, em virtude da defini¢ao
por recursao, ¢ possivel extendé-la para todas as proposicoes, portanto obtemos:

Teorema 1.2.2 Se v é um mapeamento do conjunto de dtomos em {0, 1}, sa-
tisfazendo v(L) = 0, entdo existe uma dnica valoragdo [y, tal que [p], = v(p)
para @ atomica.

Tem sido prética comum designar valoragoes como definidas acima por [¢],
por isso adotaremos essa notagao. Como [-] é completamente determinado por
seus valores sobre os dtomos, [¢] é frequentemente designado por [¢],. Sempre
que nao houver confusao omitiremos o indice v.

O teorema 1.2.2 nos diz que cada um dos mapeamentos v e [-], determina
o outro de forma unica, por conseguinte chamamos v também de valoracao (ou
de uma valoragdo atomica, se necessdrio). Desse teorema torna-se aparente que
existem muitas valoragoes (cf. Exercicio 4).

E 6bvio também que o valor [¢], de ¢ sob v somente depende dos valores
de v nas suas subférmulas atémicas:

Lema 1.2.3 Sev(p;) = v'(p;) para todo p; ocorrendo em @, entio [¢]s = [¢]wv -

Demonstra¢do. Uma inducao facil sobre .
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Um importante subconjunto de PROP ¢é o de todas as proposicoes ¢ que
sao sempre verdadeiras, i.e. verdadeiras sob todas as valoragoes.

Definigao 1.2.4 (i) ¢ é uma tautologia se [¢], = 1 para todas as valoragoes v,
(ii) = ¢ designa ‘@ é uma tautologia’,

(iii) Seja I' um conjunto de proposigoes, entao I' = ¢ sse para todo v: ([¢], =1
para todo ¢ € I') = [¢], = 1.

Em palavras, T’ = ¢ se verifica sse ¢ é verdadeira sob toda valora¢ao que torna
toda férmula ¢ em I" verdadeira. Dizemos que ¢ é uma conseqiiéncia semantica
de T". Escrevemos I' £ ¢ se I = ¢ nao é o caso.

Convengdo. ©1,...,p, E ¥ designa {¢1,...,0n} E 9.
Note que “[¢], = 1 para toda v” é uma outra maneira de dizer “[¢] = 1
para todas as valoragoes”.

Ezemplos. (i) e —¢; E-mp—@ EFeVioyVe,
i) e, Eeny;  pooYEY oY, Ep
Frequentemente se precisa de substituir subférmulas por proposicoes; acon-
tece que basta definir substituicao apenas para dtomos.
Escrevemos @[y /p;] para designar a proposigao obtida substituindo-se todas
as ocorréncias de p; em @ por ¥. Na realidade, a substituicao de p; por ¢ define
um mapeamento de PROP em PROP, que pode ser dado por recursdo (sobre

).
Definicao 1.2.5

. _ © sep atomica e @ F p;
<P[¢/Pz] - { 1/} se o =1p;
(e18e)W/pil = ei[v/pilBe2(v/pi]

(=) [¥/pil = —p[/pil-

O teorema seguinte expoe as propriedades basicas da substituicao de proposigoes
equivalentes.

Teorema 1.2.6 (Teorema da Substituicdo) Se |= ¢1 < @2, entdo
= vlp1/p] = Plp2/pl, onde p é um dtomo.

O teorema da substituigdo é na verdade uma conseqiiéncia de um lema um
pouco mais forte

Lema 1.2.7 [p1 < w2]s < [Y[p1/p] < Plp2/pllv e
= (01 < p2) = (Y[e1/p] < Plp2/p))

Demonstragdo. Indugdo sobre . Apenas temos que considerar [p1 < @a], =1
(por que?).

— 1) atomica. Se 1) = p, entdo Y[p;/[] = p; e o resultado segue imediatamente.

Se 1 # p, entao Y[pi/p] = ¥, e [¢[p1/p] < Plpa/pllo = [ < Y], = 1.

— ¢ = ¢ [Otpy. Hipdtese da indugao: [1;[e1/p]]v = [¢ile2/p]]s- Agora o valor
de [(v10%2)[wi/pl]v = [¥1]wi/p)O%2]pi/p]e é univocamente determinado
por suas partes [v;[¢i/pllv, logo [(¥10v2)[@1/pl]v = [(¥10%2)[w2/p]].-
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— 1 = —p1. Deixo para o leitor.

A prova da segunda parte essencialmente usa o fato de que = ¢ — 9 sse
[¢]v < [¥]» para toda v (cf. Exercicio 6). O

A prova do teorema da substituicao agora segue imediatamente. (I

O teorema da substituicao diz em bom portugués que partes podem ser
substituidas por partes equivalentes.

Existem vérias técnicas para se testar tautologias. Uma delas (bastante
lenta) usa tabelas-verdade. Damos um exemplo:

(p =) = (—¢p)
o P o N o=Y W= op (p—=) = (= o)
0 0 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 1

A dltima coluna consiste de 1’s apenas. Como, pelo lema 1.2.3 apenas os
valores de ¢ e 1 sdo relevantes, tivemos que testar 22 casos. Se existirem n
partes (atdmicas) precisamos de 2" linhas.

Podemos comprimir um pouco a tabela acima, escrevendo-a da seguinte
forma:

(¢ = P) < (W — -y
o 1 o 1 1 1 1
o 1 1 1 o0 1 1
1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 1 0

Vamos fazer uma outra observagao sobre o papel dos conectivos 0-drios L e
T. Claramente = T < (L — 1), logo podemos definir T a partir de L. Por
outro lado, nao podemos definir | a partir de T e —; note que a partir de T
nunca podemos obter algo exceto uma proposicao equivalente a T se usamos A,
V, —, mas a partir de 1. podemos gerar | e T através da aplicacao de A, V, —.

Exercicios

1. Verifique pelo método da tabela-verdade quais das seguintes proposicoes
sao tautologias:

) (me V) o (Y — )
b) o= ((¥ = 0) = (¢ = ¥) = (¢ = 0)))
¢) (g = ~p) & ~p
d) ~(p = =)
(b= @ —0)) = (pAY)—o0)
© V = (principio do terceiro excluido)
Lo (pn—e)
L — ¢ (ex falso sequitur quodlibet)

(a
(
(
(
(
(
(
(
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2. Demonstre que: (a) ¢ = ¢;
B)pbvetlo=pko
) Fe—veeEY

3. Determine ¢[—po — p3/po] para ¢ = p1 Apo — (po — p3);
¢ = (p3 < po) V (p2 — —po)-

4. Demonstre que existem 2%° valoracdes.

5. Demonstre que ¢ A ¥]y = [¢]v - [¥]0,
[o v lo = [elo + [¥1o = [l - 4]0,
le = 4l = 1= lelo + [l - [V]0:

[p = ¥lo = 1= l¢lo — [¥]o].

6. Demonstre que o — ¥], =1 < [¢]o < [¢]0-

1.3 Algumas Propriedades da Légica Proposi-
cional

Com base nas segOes anteriores ji podemos provar muitos teoremas sobre a
logica proposicional. Uma das primeiras descobertas na légica proposicional
moderna foi sua semelhanga com algebras.
Apbs Boole, um estudo amplo das propriedades algébricas foi realizado por mui-
tos logicos. Os aspectos puramente algébricos tém desde entao sido estudados
na chamada Algebm de Boole.

Apenas mencionaremos um pequeno nimero dessas leis algébricas.

Teorema 1.3.1 As sequintes proposi¢oes sao tautologias.

(Vi) Voo pV@Vve) (pVi)Ao—eA(Ao)
associatividade
PV =YV oANpoPAp
comutatividade
eV (W Aa) = (VYY) A(pVa) N[ Va) = (pAY)V(pAo)
distributividade
(V) o A (P AY) = —pV
leis de De Morgan
PV pApe

idempoténcia

lei da dupla negagao

Demonstracdo. Verifique a tabela verdade ou faga alguns calculos. E.g. a lei de
De Morgan: [(p v $)] = 1 & [V 4] = 0 [l = [¥] = 0 & [~o] = [~¥] =
le [~pA—] =1.

Logo [-(p V)] = [-pAy] para todas as valoragoes, i.e. = = (pV)) <« mpA—.
As tautologias restantes sao deixadas ao leitor. ([l
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Para aplicar o teorema anterior em “célculos légicos” precisamos de mais
algumas equivaléncias. Isso é demonstrado na simples equivaléncia = ¢ A (p V
1) < ¢ (exercicio para o leitor). Pois, pela lei da distributividade = ¢ A (¢ V
V)= (@A) VeAY) e = (@A) V(e AY) < oV (pAY), por idempoteéncia
e pelo teorema da substitui¢ao. Logo E @ A (¢ V) < oV (¢ At). Uma
outra aplicacao da lei da distributividade nos levard de volta ao inicio, portanto
apenas aplicando-se as leis acima nao nos permitird eliminar !

Listamos portanto mais algumas propriedades convenientes.

Lema 1.3.2
Se Ep—1, entado Ep Ao
FoVvy o

Demonstragdo. Pelo Exercicio 6 da segdo 1.2 = ¢ — 9 implica que [¢], < [¢]
para toda valoragao v. Logo [¢ A ¢], = min([¢]s, [¥]s) = [¢]v € [¢ V ¥]s =

max([¢]v, [¢¥]v) = [¥]» para toda v. O
Lema 1.3.3

@) Fe = EFerypeoy

(b) Fe = E-oVviey

(© E LV

d) ETAY <y
Demonstracao. Deixo ao leitor. O

O teorema a seguir estabelece algumas equivaléncias envolvendo varios co-
nectivos. FEle nos diz que podemos “definir” a menos de equivaléncia légica
todos os conectivos em termos de {V, =}, ou {—, =}, ou {A, =}, ou {—, L}.
Ou seja, podemos encontrar e.g. uma proposi¢ao envolvendo apenas V e —, que
é equivalente a ¢ < 1, etc.

Teorema 1.3.4

f) E-pelp—l1),
g) ELleoen-e

(@) FE(pey) = (@—=9) AW — ),
(b) E(p—=19) < (mp V),

() FEoVie (g — 1),

(d) EeVye (oA,

Ee) F oA e a(mp V1),

(

Demonstracdo. Calcule os valores-verdade das proposicoes & esquerda e das
proposigoes a direita. ([

Agora temos material suficiente para lidar com logica como se fosse dlgebra.
Por conveniéncia escrevemos ¢ /2 ¢ para designar = ¢ < 1.

Lema 1.3.5
uma relacdo de equivaléncia sobre PROP, i.e.

~ €

© = ¢ (reflexividade),

prY = Y= (simetria),
prYero = o (transitividade).

Demonstragio. Use = ¢ < 9 sse [p], = [¢]» para toda v. O
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Vamos dar alguns exemplos de calculos algébricos que estabelecem uma ca-
deia de equivaléncias.

LE@—(—0) e (@A —o),

oo (W =) ~ V(B —0), (134()
V@t —0) = —pV(pVo), (1.3.4(b)e teor.subst.)
oV (9Vo) = (-pV—yY)Vo, (associatividade)
(mpVh)Vo = —(pAY)Vo (De Morgan e teor. subst.)
@AW Vo ~ (pAY) o, (13A(D))

Logo ¢ — (¢ — o) (pAY) =0
Agora deixamos de fora as referéncias aos fatos utilizados, e formamos
uma longa cadeia. Basta calcular até atingirmos uma tautologia.

2. F(p—=9) < (¢ — ),
T = RPNV e R YNV o R e VY R g — 1)

3. Fo—(v— ),
=W =)=V (YPVe) = (npVe) V.

Vimos que V e A sao associativos, porisso adotamos a convengao, também usada
em algebra, de omitir parénteses em disjungodes e conjuncgoes iteradas; ou seja,
escrevemos @1 VpaVpsVy, ete. Isso é correto, pois independentemente da forma
como recuperarmos (corretamente do ponto de vista sintético) os parénteses, a
férmula resultante é determinada univocamente a menos de equivaléncia.

Serd que até esse ponto introduzimos todos os conectivos? Obviamente nao.
Podemos facilmente inventar novos conectivos. Aqui vai um famoso, introduzido
por Sheffer: |y designa “nao é verdade que ambos @ e 1 sdo verdadeiros”. Mais
precisamente: |1 é dado pela seguinte tabela-verdade:

| 101
barra de Sheffer 011
1110

Vamos dizer que um conectivo légico n-ario $ é definido por sua tabela-
verdade, ou por sua fungao de avaliagao, se [$(p1,...,pn)] = f([p1],---, [pa])
para alguma fungao f.

Embora possamos aparentemente introduzir muitos conectivos novos dessa for-
ma, nao hé surpresas em estoque nos esperando, pois todos aqueles conectivos
sao definiveis em termos de V e —:

Teorema 1.3.6 Para cada conectivo n-drio $ definido por sua fungao de
avaliagao, existe uma proposicao T, contendo apenas pi,...,Pn, V € 7, tal que

Er<8$0p1,...,pn)

Demonstragao. Por inducao sobre n. Para n = 1 existem 4 conectivos possiveis
com tabelas-verdade

$ $ $
010 011 010 011
1 1 1 1

—
Ca
[ V)

w
=
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Facilmente se verifica que todas as proposigoes —(pV-p), pV-p, p e —p atenderao
aos requisitos.
Suponha que para todos os conectivos n-drios foram encontradas as propo-

sigoes. Considere $(p1, ..., Dn, Pnt+1) com a tabela-verdade:
PL P2 - Pn Pt S(p1,.--, P, Pag1)
0 0 0 0 i1
. 0 1 12
0 1
. 1 1
0 .
1
1 O onde 15 < 1.
0
1 0
. 0 .
1 1 0 .
11 igni1

Consideramos dois conectivos auxiliares $; e $2 definidos por

$1(p2y- - s Pnt1) =8(L,pa, ... Dnt1) €
$2(p2y .-y Pnt1) = $(T,p2y. .. Png1) onde T = =1
(como foi dado pelas metades superior e inferior da tabela acima).
Pela hipdétese da inducao existem proposicoes o1 e oa, contendo apenas
Ply---,Pnt1, Ve — tal que | $;(p2, ..., pnt1) < 05
A partir daquelas duas proposi¢oes podemos construir a proposicao 7:
7= (p1 — p2) A (-p1 — 01).
Afirmagio = $(p1, ..., pns1) < T
Se [pi]v = 0 entdo [p1 — o2]y = 1, logo [7]s = [-p1 — o1]v = [o1]s =
[$1(p2s - s Pnt1)]o = [8(p1,p2s - -, Prt1)], usando [pi], = 0= [L],.
O caso [p1], = 1 é semelhante.
Agora exprimindo — e A em termos de V e = (1.3.4), temos [7'] = [$(p1, ..., Pn+1)]
para todas as valoragoes (um outro uso do lema 1.2.3), onde 7/ = 7 e 7/ contém
apenas os conectivos V e —. O

Para uma outra solucao veja o Exercicio 7.

O teorema acima e o teorema 1.3.4 sao justificagdes pragmaticas para nossa
escolha da tabela-verdade para —: obtemos uma teoria extremamente elegante
e util. O teorema 1.3.6 é usualmente expresso dizendo-se que V e — formam um
conjunto funcionalmente completo de conectivos. Igualmente A, — e —, e L,
— formam conjuntos funcionalmente completos.

Por analogia com Y e [] de élgebra, introduzimos disjungoes e conjungoes
finitas:
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Definicao 1.3.7

/\%‘ = %o \/901' = %o

i<0 i<0
/\ Y = /\%‘ A Ont1 \/ pi = \/ Vi V Pnt1
i<n+1 i<n i<n+1 i<n

Definicao 1.3.8 Se ¢ = /\ \/ wij, onde @;; € atémica ou a negacdo de um
1<nj<m;
datomo, entao ¢ é uma forma normal conjuntiva. Se ¢ = \/ /\ ©ij, onde p;j
1<nj<m;
€ atéomica ou a negag¢do de um dtomo, entdo ¢ € uma forma normal disjuntiva.

As formas normais sdo analogas as bem-conhecidas formas normais em algebra:
ax? + byz é “normal”, enquanto que x(ax + by) ndo é. Pode-se obter formas
normais simplesmente “multiplicando”, i.e. aplicacao repetida de leis distributi-
vas. Em dlgebra existe apenas uma “forma normal”; em légica existe uma certa
dualidade entre A e V, de tal forma que temos dois teoremas da forma normal.

Teorema 1.3.9 Para cada ¢ existem as formas normais conjuntivas " e as
formas normais disjuntivas ¢V, tais que = @ «— @™ e = p — pV.

Demonstragao. Primeiro elimine todos os conectivos exceto 1, A, V e =. Entao
demonstre o teorema por indugao sobre a proposicao resultante na linguagem
restrita a L, A, V e =. Na verdade 1 nao tem qualquer papel nesse cenario;
poderia muito bem ser ignorado.

(a) » é atomica. Entao o™ = ¢V = .
(b) ¢ =¥ Ao. Entao ¢ = 9" A oland.

Para obter uma forma normal disjuntiva consideramos ¢ = \/ ¢, 0¥ = \/ 0,
onde os ¥;’s e 0s 0;’s sao conjungoes de dtomos e negacoes de dtomos.
Agorap =Y ANo~yYY AoV =~ \/(z/JiAoj).
i,
A {ltima proposicao estd na forma normal, logo dizemos que ¢V é essa
férmula.

(¢) ¢ = ¥ A o. Semelhante a (b).
(d) ¢ = —p. Por hipétese da indugao ¢ tem formas normais ¥V e ",

= W = AV Ay = AV iy = AV, onde ) i = —bij se iy
¢ atomica, e 9;; = =, se ¥;; é a negacio de um dtomo. (Observe que
1 j & 1 j.) Claramente /\ \/ 9] ; estd na forma normal conjuntiva para .
A forma normal disjuntiva é deixada para o leitor.

Para uma outra demonstracao dos teoremas da forma normal veja Exercicio
7. O

Olhando para a algebra da légica no teorema 1.3.1, vimos que V e A se
comportaram de uma maneira semelhante, a ponto de que as mesmas leis se
verificam para ambos. Vamos tornar essa ‘dualidade’ mais precisa. Para esse
propésito consideramos uma linguagem com apenas os conectivos V, A e —.
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Definicao 1.3.10 Defina um mapeamento auxiliar x : PROP — PROP re-
cursivamente da seguinte forma

p* = - se @ é atOmica,
(pAY) = " Vo,
(V) = ¢* AP,
(=) = —p"

Exemplo. ((po A —p1) Vp2)* = (po A—p1)* Aps = (p§ V (mp1)*) A —p2 =
(=po V =p1) A —p2 = (—po V —p1) A —pe = (—po V p1) A —pa.

Wy ”

Note que o efeito da tradugao “x” resume-se a tomar a negagao e aplicar as
leis de De Morgan.

Lema 1.3.11 [¢*] = [~¢].

Demonstragao. Indugdo sobre ¢. Para ¢ atomica [¢*] = [-¢].

[(e A )] = e Vor] = [ V=] = [-(p A )]

[(e V) ] e [(—p)*] sao deixados ao leitor. O
Corolério 1.3.12 E ¢* « —g.

Demonstracao. Imediata do Lema 1.3.11. O

Até agora nao é bem a dualidade que procuramos. Na verdade desejamos
apenas intercambiar A e V. Por isso introduzimos uma nova func¢ao de tradugao.

Definicao 1.3.13 A funcao de traducio * : PROP — PROP é recursivamente
definida por
d

%) =  para @ atomica,
(pAg)d = vy,
(V) = o At
()t = et

Teorema 1.3.14 (Teorema da Dualidade) = ¢ < ¢ < E p¢ < 9.

Wy ”

Demonstracdo. Usamos a tradugdao “x” como um passo intermedidrio. Vamos
introduzir a nocao de substituicao simultanea para simplificar a demonstragao:

0[Toy -y Tn/Dos - - -, Pn] € obtida substituindo-se p; por 7; para todo ¢ < n si-
multaneamente (veja Exercicio 15). Observe que ¢* = ¢%[—py, ..., pn], logo
©* [P0, - - -, Pn] = ©==po, ..., Pn/Po, - ., Pn], onde os dtomos de ¢ ocor-
rem entre po,...,Pn.

Pelo Teorema da Substituicio = ¢ < ©*[=po, - .., “Pn/D0s - - -, Pn). A mes-
ma equivaléncia se verifica para .

Pelo Coroldrio 1.3.12 | ¢* < —p, E ¢* < —p. Como = ¢ < 1), temos
também = = — ). Logo = ¢* < ¥*, e portanto = ©*[—po, . .., "Pn/Dos - - -, Pn] <
©*[=po, - -+, 7Pnl/D0s - - - Pn)-

Usando a relacio acima entre ¢? e ¢* obtemos = ¢? « 1. A reciproca
segue imediatamente, pois % = . O

O Teorema da Dualidade nos dé gratuitamente uma identidade para cada
identidade que estabelecemos.
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Exercicios

1. Demonstre por meios ‘algébricos’

(p =) = (= — —p), Contraposicio,

(¢ = VYA () — 0) — (¢ — 0), transitividade da —,
(p = (Y A=) — =,

(p = =) = —p,

=(p A=),

o — (Y= pAp),

((p — ) — @) — . Lei de Peirce.

LI L L L I I |

. Simplifique as seguintes proposi¢oes (i.e. encontre uma proposi¢ao equiva-

lente mais simples).

(@) (b= P)Ap, (b) () Ve  (c) (p— ) =1,
(d) = (eAY), () (pAY)Vey, () (p—1v)—¢

. Mostre que {—} ndo é um conjunto de conectivos funcionalmente com-

pleto. Idem para {—,V} (sugestdo: mostre que para cada férmula ¢ com
apenas — e V existe uma valoracao v tal que [¢], = 1).

. Mostre que a barra de Sheffer, |, forma um conjunto funcionalmente com-

pleto (sugestdo: = ¢ < @|p).

. Mostre que o conectivo | (¢ nem 1), com funcao de valoragao [ | ] =1

sse [¢] = [¢] = 0 forma um conjunto funcionalmente completo.

. Mostre que | e | sdo os unicos conectivos bindrios § tais que {$} é fun-

cionalmente completo.

. A completude funcional de {V,—} pode ser demonstrada de uma forma

alternativa.

Seja $ um conectivo n-drio com fungdo de valoracao [$(p1,...,pn)] =
f(Ip1l,-- -, [pn]). Queremos encontrar uma proposigao 7 (em {V,—}) tal
que [7] = f([p1]. .- -, [pn])-

Suponha que f([pi],...,[pn]) = 1 ao menos uma vez. Considere todas
as uplas ([p1],-.-, [pn]) com f([pi],...,[pn]) = 1 e forme as conjungoes
correspondentes Py A P2 A ... A Dy tais que p; = p; se [pi] = 1, p; = —p; se
[p:] = 0. Entdo mostre que = (B APSA. . .APL)V...V(BEAPEA. .. APE) <
$(p1,...,pn), onde a disjungio é tomada sobre todas as n-uplas tais que

f(p1], - Ipa]) = 1.

Alternativamente, podemos considerar as wuplas para as quais
f(Ip1l,-- -, [pn]) = 0. Preencha os detalhes. Note que esta demonstragao
da completude funcional prova ao mesmo tempo os Teoremas da Forma
Normal.

. Seja o conectivo terndrio $ definido por [$(p1, @2, ¢3)] = 1 < [e1] +

[2] + [w3] = 2 (o conectivo ‘maioria’). Exprima $ em termos de V e —.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

#1101
Seja o conectivo binario # definido pela tabela| 0 | 0 | 1
111

Exprima # em termos de V e —.

Determine as formas normais conjuntivas e disjuntivas para —(¢ < 1),

((p =) =) =P, (o= (P A=) A — (Y A =p)).

Dé um critério para que uma forma normal conjuntiva seja uma tautologia.

Demonstre que /\cpi Vv /\ Y~ /\ (pi VYj) e

i<n j<m i<n
j<m
Vein \ oy~ \ (e nwy).
i<n j<m i<n
j<m

O conjunto de todas as valoragoes, visto como o conjunto de todas as
seqiiéncias 0-1, forma um espacgo topoldgico, o chamado espago de Cantor
C. Os conjuntos abertos bésicos sao unides finitas de conjuntos da forma

{v|pilo=-..=WiJo =1epjlo=-.. = [pj.]v = 0}, ir # jp para
k<n;p<m.

Defina uma fungao [ | : PROP — P(C) (subconjuntos do espago de
Cantor) por: [¢] = {v | [¢]s = 1}.

(a) Mostre que [¢] é um conjunto aberto bdsico (que também é fe-
chado),

(b) [ve] = [el U [¥]; [ A 4] = [e]l N [4]; [-¢] = [e]™
C©EFeelpd=C L =0;F¢— ¢ < [e] C[¥]

Estenda o mapeamento para conjuntos de proposicoes I' por
[T] = {v | [¢]s = 1 para todo ¢ € I'}. Note que [I'] é fechado.

(d) T e e I < el
Podemos ver a relagao = ¢ — 1 como uma espécie de ordenacao. Ponha
pCY:=Fo—velEv—op
(i) para cada @, tais que ¢ C 1, encontre o com ¢ C o C 1,
(ii) encontre @1, P2, 3, ..., tals que Y1 C Y2 C Y3 C s C ...,
(iil) mostre que para cada @, 1) com ¢ e 1) incomparaveis, existe pelo menos

um ¢ com @, Y C o.

Dé uma defini¢ao recursiva da substituicao simultanea.
Ot ..oy Wn/P1, ..., Dn] e formule e demonstre o andlogo apropriado do
Teorema da Substitui¢ao (teorema 1.2.6).
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1.4 Deducao Natural

Nas segoes precedentes adotamos a visao de que a légica proposicional é basea-
da nas tabelas-verdade, i.e. olhamos para a légica do ponto de vista semantico.
Essa, entretanto, nao é a unica visao possivel. Se se pensa em légica como
uma codificacdo do raciocinio (exato), entao ela deveria permanecer proxima &
prética de se fazer inferéncia, ao invés de se basear na nogao de verdade. Agora
exploraremos a abordagem nao-seméantica, definindo um sistema para derivar
conclusoes a partir de premissas. Embora essa abordagem seja de natureza
formal, i.e. se abstenha de interpretar os enunciados e as regras, é aconselhédvel
manter em mente alguma interpretacao. Vamos introduzir um nimero de regras
de derivagao, que sao, até certo ponto, os passos atémicos em uma derivagao.
Essas regras de derivagao sao concebidas (por Gentzen), para reproduzir o sig-
nificado intuitivo dos conectivos tao fielmente quanto possivel.

Existe um pequeno problema, que ao mesmo tempo é uma grande vantagem,
a saber: nossas regras exprimem o significado construtivo dos conectivos. Essa
vantagem nao sera explorada agora, mas é bom guarda-la na memoria quando
lidamos com légica (a vantagem é explorada na l6gica intuicionistica).

Um exemplo simples: o principio do terceiro excluido nos diz que | ¢V -,
i.e., assumindo que ¢ é um enunciado matematico definido, ou ele ou sua ne-
gacao deve ser verdadeiro(a). Agora considere um determinado problema ainda
nao resolvido, como por exemplo a Hipdtese de Riemann, chame-a R. Entao
ou R é verdadeiro, ou =R é verdadeiro. Entretanto, nao sabemos qual dos dois
é verdadeiro, portanto o conteido construtivo de RV =R é nulo. Construti-
vamente, seria necessario um método para encontrar qual das alternativas se
verifica.

O conectivo proposicional que tem um significado bem diferente em uma
abordagem construtiva e em uma abordagem nao-construtiva é a disjungao. Por
conseguinte restringimos nossa linguagem no momento aos conectivos A, —, e
1. Essa nao é uma restrigio real pois {—, L} é um conjunto funcionalmente
completo.

Nossas derivagoes consistem de passos muito simples, tais como “de ¢ e
@ — 1 conclua ", escrito da seguinte forma:

¥ =
(0

As proposigoes acima da linha sdo premissas, e a que estd abaixo da linha
é a conclusdo. O exemplo acima eliminou o conectivo —. Podemos também
introduzir conectivos. As regras de derivagao para A e — sao divididas em

REGRAS DE INTRODUCAO REGRAS DE ELIMINACAO

(AI) MAI (AE) MAE M/\E
AP ® (0
[¢]
(— 1) (= B) ) ;}p—wﬂ_}E
v
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Temos duas regras para L, ambas eliminam 1, mas introduzem uma férmula.

[—¢]

(L) —1 (RAA)

1
"2

E VA
"2

Como de costume ‘=’ é usada aqui como uma abreviagao para ‘¢ — L.

As regras para A sdo evidentes: se temos ¢ e 1) podemos concluir ¢ A, e se
temos Ay podemos concluir ¢ (ou ¢). A regra de introdugdo para a implicagao
tem uma forma diferente. Ela enuncia que, se podemos derivar ¢ a partir de ¢
(como uma hipdtese), entdo podemos concluir ¢ — 1 (sem a hipdtese ). Isso
estd de acordo com o significado intuitivo da implicacao: ¢ — 1) significa que
“ segue de ¢”. Escrevemos a regra (— I) na forma acima para sugerir uma
derivacdo. A notagao ficard mais clara depois que tivermos definido derivagoes.
Por enquanto escreveremos as premissas de uma regra na ordem que parece mais
apropriada, e mais tarde seremos mais exigentes.

A regra (— E) também é evidente considerando o significado da implicacao.
Se ¢ é dado e sabemos que 1 segue de ¢, entao temos também . A regra do
falsum, (L), expressa que a partir de um absurdo podemos derivar qualquer
coisa (em latim ez falso sequitur quodlibet), e a regra de reductio ad absurdum,
(RAA), é uma formulagio do principio da prova por contradi¢io: se se deriva
uma contradicao a partir da hipétese —¢, entdao tem-se uma derivacao de ¢
(sem a hipStese —p, é claro). Em ambos (— I) e (RAA) as hipdteses desa-
parecem, e isso é indicado por um traco riscando a hipétese. Dizemos que a
hipotese é cancelada. Vamos abrir um parénteses aqui e falar um pouco sobre
o cancelamento de hipdteses. Primeiramente consideremos a introdugao da im-
plicagao. Existe um teorema bem conhecido em geometria plana que enuncia
“se um triangulo é isésceles, entao os angulos opostos aos lados iguais sao iguais
entre si” (Elementos, de Euclides, Livro I, proposigao 5). Isso é demonstrado
da seguinte maneira: supomos que temos um triangulo isésceles e entao, em
um certo nimero de passos, deduzimos que os angulos na base sao iguais. Dai
concluimos que os angulos na base sao iguais se o triangulo € isdsceles.

Pergunta 1: ainda precisamos da hipotese de que o triangulo é isésceles?
E claro que nao! Incorporamos, por assim dizer, essa condi¢ao no enunciado
propriamente dito. E precisamente o papel dos enunciados condicionais, tais
como “se chover usarei meu guarda-chuva”, para se livrar da obrigacao de re-
querer (ou verificar) a condigdo. Em resumo: se podemos deduzir ¢ usando a
hipétese @, entdao ¢ — 1) é o caso sem a hipdtese ¢ (pode haver outras hipdteses,
obviamente).

Pergunta 2: ¢é proibido manter a hipétese? Resposta: nao, mas ela é cla-
ramente supérflua. Na verdade em geral sentimos que as condigoes supérfluas
sao confusas ou até mesmo enganosas, mas isso ¢ muito mais uma questao da
psicologia da resolugao de problemas do que de légica formal. Normalmente
queremos o melhor resultado possivel, e é intuitivamente claro que quanto mais
hip6teses enunciamos para um teorema, mais fraco é o nosso resultado. Por
conseguinte cancelaremos, via de regra, tantas hipéteses quanto possivel.

No caso do reductio ad absurdum também temos que lidar com o cancela-
mento de hipéteses. Novamente, vamos considerar um exemplo.
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Em Anélise introduzimos a nogao de seqiiéncia convergente (a,) e posterior-
mente a nogdo “a é um limite de (a,)”. O préximo passo é demonstrar que
para cada seqiiéncia convergente existe um tnico limite; estamos interessados
na parte da demonstragao que mostra que existe no maximo um limite. Tal
demonstragao pode se processar da seguinte maneira: assumimos que existem
dois limites distintos a e a’, e a partir dessa hipdtese, a # a’, derivamos uma
contradicao. Conclusao: a = a/. Nesse caso desprezamos a hipdtese a # a’,
dessa vez nao é o caso de ser supérflua, mas de estar em conflito! Logo, tan-
to no caso de (— I) quanto no de (RAA), é pratica segura cancelar todas as
ocorréncias da hipdtese em aberto.

Para dominar a técnica da Dedugao Natural, e para se familiarizar com a
técnica de cancelamento de hipoteses, nada melhor que olhar para alguns casos
concretos. Portanto, antes de proceder a nocao de derivagao, consideremos
alguns exemplos.

1 1 2 —>J_1
[ A N [ A Y] N ] [i ] B
1 Y P Al I ~1
VAP (p—1)—1
— I — Iy
OANY =P A p—=((p—1)—1)
1
o Ay S o — (= o)
— — T
g E 7 i — F
m Y Y29 g
g
- I
pANY — 0o s

(p—= (W —0) = (pAp—0)

Se usarmos a abreviagao usual ‘—¢’ para ‘9 — 1’ podemos trazer algumas
derivagoes para uma forma mais conveniente. (Recordemos que —p e ¢ — L,
como foram dados em 1.2, sdo semanticamente equivalentes). Reescrevemos a
derivacao IT usando a abreviagao:

P
, 1
ﬁﬁgo

[p

—)IQ
(p—)ﬁ—\(p

No exemplo seguinte usamos o simbolo de negagao e também o de bi-implicagao;
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@ < para (p — ) A (P — ).

i)
— AE
lel* o= [p——p]?
— E — AE
- [e]* [¢]? =m0
—F —FE
1 [p——e)® - [e)?
1A% — I —— AE —E
- —p—p 1
—F — — 1>
® -
—FE
1
()

Os exemplos nos mostram que derivagoes tém a forma de arvores. Mostramos
as arvores abaixo:

[ ]
(d
11
[ ] [ ]
‘ v
®
o

Pode-se também apresentar derivagdes como cadeias (lineares) de proposigdes:
permaneceremos, entretanto com a forma de arvore, e a idéia é que aquilo que
vem naturalmente na forma de adrvore nao deveria ser colocado numa cadeia.

Agora temos que definir a nogdo de deriva¢do em geral. Usaremos uma
definigao indutiva para produzir drvores.
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D DD
/ /
Notagao. se g, o sao derivagdes com conclusoes ¢, ', entao %, 901;0 sa0
derivagoes obtidas aplicando-se uma regra de derivagdo a ¢ (e a p e ¢'). O
cancelamento de uma hipdtese é indicado da seguinte maneira: se E é uma
[+#]
D
derivacao com hipdtese v, entao % é uma derivacao com 1 cancelada.

Com respeito ao cancelamento de hipdteses, observamos que nao se cancela
necessariamente todas as ocorréncias de uma tal proposigao 1. Isso é claramente
justificado, pois nota-se que ao adicionar hipdteses nao se faz com que uma
proposicao seja inderivavel (informagao irrelevante pode sempre ser adicionada).
E uma questao de prudéncia, entretanto, cancelar tanto quanto possivel. Por
que prosseguir com mais hipéteses do que o necessario?

Além do mais, pode-se aplicar (— I) se nao héd hipdtese disponivel para o

cancelamento e.g. — I é uma derivagao correta, usando apenas (— I).

N
Para resumir: dacﬁf; uma arvore de derivagao de 1, obtemos uma arvore de
derivagao de ¢ — 1 (ou 9) no fundo da drvore e cancelando algumas (ou todas)
as ocorréncias, e cancelando algumas (ou todas) as ocorréncias, se existe alguma,
de ¢ (ou —¢) localizada no alto da &rvore.

Algumas palavras sobre o uso pratico da dedugao natural: se vocé deseja
construir uma derivagao para uma proposicao é aconselhdvel conceber algum
tipo de estratégia, tal qual num jogo. Suponha que vocé quer mostrar que
(p— (¥ = 0)) = (pAY — o) (Exemplo III), entdo (como a proposi¢ao é uma
férmula implicacional) a regra (— I) sugere a si prépria. Portanto tente derivar
© Ao a partir da hipétese ¢ — (1) — o). Agora sabemos onde comegar e para
onde ir. Para usar ¢ — (1 — o) desejamos ter ¢ (para aplicar (— E)). Por
outro lado desejamos derivar o a partir de ¢ A, logo podemos usar ¢ A como
uma hipdtese. Mas disso podemos imediatamente obter ¢. Agora uma aplicacio
de (— FE) resulta em 1) — o. Novamente precisamos de algo para “quebrar
1) — o em suas partes menores”; isso é claramente 1. Mas 1) é fornecido pela
hipétese ¢ A 9. Como resultado, obtivemos o — tal qual desejdvamos. Agora
algumas regras de introdugao produziao o resultado desejado. A derivagao ITI
mostra em detalhe como construir a derivacao resultante. Depois de se construir
um certo nimero de derivagoes adquire-se a conviccao pratica de que se deve
primeiramente quebrar as proposicoes em suas partes menores na direg¢ao de-
baixo-para-cima, e entao constréi-se as proposicoes desejadas juntando-se as
partes resultantes de maneira apropriada. Essa convicgao pratica é confirmada
pelo Teorema da Normaliza¢ao, para o qual retornaremos mais adiante. H4 um
ponto que tende particularmente a confundir principiantes:

(] [l

1 e 1
T — RAA
B4 ¥

se parecem muito. Sao ambas casos particulares de Reductio ad absurdum? Na
verdade a derivagao & esquerda nos diz (informalmente) que a suposicao de ¢
leva a uma contradicao, logo ¢ nao pode ser o caso. Isso é em nossa terminologia
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o significado de “ndo ¢”. A derivagao a direita nos diz que a suposicdo de —p
leva a uma contradi¢do, portanto (pelo mesmo raciocinio) - néo pode ser o
caso. Logo, pelo significado da negacao, obteriamos apenas ——¢. Nao estd
de forma alguma claro que ——¢ é equivalente a ¢ (de fato, isso é rejeitado
pelos intuicionistas), logo essa é uma propriedade extra de nossa ldgica. (Isso
¢é confirmado num sentido técnico: ——¢ — ¢ nao é derivavel no sistema sem
RAA))
Retornamos agora as nogoes tedricas.

Definicao 1.4.1 O conjunto de derivagoes é o menor conjunto X tal que

(1) A arvore de um unico elemento ¢ pertence a X para toda ¢ € PROP.

/
DD D D
(2A) Se, € Xentdio p ¢ €X.
¥ N
D D
D ~
Se@/\q/}eX,entao oAV, pANY € X.
@ (4
(]
¥ D
(2—) Se p € X, entao ” € X.
v il
/
D D ) D D
Se go’cp—wZJEXentaO(P =19 eX.

(G
D
(2L) Se lj € X, entdo L € X.
»
P
Se D € X, entao
1

e X.

6l 9 ¢

A férmula no final de uma derivagao é chamada de conclusdo da derivacgao.
Como a classe das derivagoes é indutivamente definida, podemos reproduzir os
resultados da secao 1.1.

E.g. temos um principio da indugdo sobre D: seja A uma propriedade. Se
A(D) se verifica para derivagbes com apenas um elemento e A é preservada sob
as cldusulas (2A), (2 —) e (2L), entdo A(D) se verifica para todas as derivagoes.
Tgualmente podemos definir fungoes sobre o conjunto de derivagoes por recursao
(cf. Exercicio 6, 7, 9).

Definigao 1.4.2 A relagdo I' - ¢ entre conjuntos de proposigoes e proposigoes
é definida por: existe uma derivagao com conclusao ¢ e com todas as hipéteses
(ndo canceladas) em T'. (Veja também o Exercicio 6).
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Dizemos que ¢ é derivdvel a partir de I'. Note que pela definicao I' pode
conter varias “hipoteses” supérfluas. O simbolo  é chamado de roleta.

Se I' =, escrevemos F @, e dizemos que ¢ é um teorema.

Poderiamos ter evitado a nogao de ‘derivacao’ e ao invés dela ter tomado a
noc¢ao de ‘derivabilidade’ como fundamental, veja Exercicio 10. As duas nogdes,
entretanto, sao intimamente relacionadas.

Lema 1.4.3

(a) ThesepeTl,

b) Tk, Ity =TUI'FpA,
¢c) ThroAYy=TFypel k1,

d) TUpFyY=TFp—1,

) T, T'Fp—y=TUl'F4,
) THL=TFe,

g) TU{-¢}FLlL=TF¢.

Demonstracao. Imediata a partir da definicao de derivagao. (I

Agora vamos listar alguns teoremas. — e « sao usados como abreviagoes.

Teorema 1.4.4
(1) Fe—=0@—9),

(2) Fo—(mp—1),
B) Flp—=2) = (¥ —o0)—(p—o0),
4) Flp—=1) o (Y — —p),
(5) F=mp e,
6) Flo—=(@—0) (@AY —o),
(M) FLe(pnp).
Demonstragao.
[0]?  [~)*
]! — "
1 ! 2 o
(e s (0 s
o — (Y — o) —p — P g
oo (o)
]! [so—wb]s_)
(0 [ — 0] N
3. ? —>Il
o —0 oL
(Y —0)—=(p—o0) L

(=)= (¥ —0) = (p—0))

4. Para uma diregdo, substitua o por L em 3, entdo F (p — ¥) — (- — —p).
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Reciprocamente:
[yt [ — o)
— F )
@ o] o
1L
— RAA;,
()
— 12
o=
— I3
(Y = =) = (9 = )
D D'

Portanto agora temos (¢ — ¥) — (=) — —) (Y — =) = (p — 1)
(o =) = (7 — —9)

5. J& demonstramos ¢ — == como um exemplo. Reciprocamente:

1 2
N 2
L
— RAA,
®
S S
O resultado agora segue imediatamente. Os nimeros 6 e 7 sdo deixados para o
leitor. O

O sistema delineado nesta secao é chamado de “célculo de deducao natural”
por uma boa razao. Isto é: sua forma de fazer inferéncias corresponde ao
raciocinio que usamos intuitivamente. As regras apresentam meios pelos quais
se pode quebrar férmulas, ou junté-las. Uma derivagao entao consiste de uma
manipulagao habilidosa das regras, cujo uso é usualmente sugerido pela forma
da férmula que desejamos provar.

Discutiremos um exemplo de modo a ilustrar a estratégia geral de construcao
de derivagoes. Vamos considerar a reciproca do nosso exemplo anterior II1I.

Para provar (p A — o) — (p — (¥ — 0)) existe apenas um tnico passo
inicial: supor ¢ A ¥ — o e tentar derivar ¢ — (¢ — o). Agora podemos olhar
para a suposicao ou para o resultado desejado. Vamos considerar a tltima opgao
inicialmente: para provar ¢ — () — o), devemos supor ¢ e derivar ¢) — o, mas
para esse ultimo caso devemos supor ¥ e derivar o.

Logo, podemos supor ao mesmo tempo ¢ Ay — o, ¢ e 1. Agora o procedi-
mento sugere a si proprio: derive ¢ A1 a partir de ¢ e ¥, e o a partir de p AP
epANYp —o.

Colocando tudo junto, obtemos a seguinte derivagao:

(o> [v]!
A M Ay — o]
© e
g
— Iy
Y=o .
¢ — (Y —o0) Ll
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Se tivéssemos considerado primeiro ¢ A ¥ — o, entao a tUnica maneira de
seguir adiante seria adicionar ¢ A e aplicar — E. Agora ¢ A ¢ ou permanece
como uma suposicao, ou é obtida a partir de uma outra coisa. Imediatamente
ocorre ao leitor derivar ¢ A1 a partir de ¢ e ¥. Mas agora ele tera que construir
a derivacao que obtivemos acima.

Por mais simples que esse exemplo parega, existem complicagoes. Em parti-
cular a regra de reductio ad absurdum nao é nem de perto tao natural quanto as
outras regras. Seu uso tem que ser aprendido praticando-se; além disso uma cer-
ta habilidade para perceber a distin¢ao entre o construtivo e o nao-construtivo
sera util quando se vai tentar decidir quando usa-la.

Finalmente, recordamos que T é uma abreviacao de -L (i.e. L — 1).

Exercicios

1. Demonstre que as seguintes proposicoes sao derivaveis.

(@) ¢ — o, (@) (p =) = =(pA),
(b L=, (e) (pAY) < (e — =),
() (e A-yp), (f) o=@ —pA).

2. Idem para

o= —0) = () —(p—0)),
o= V) A(p — ) — o,
=)= (g = (W —0)) = (¢ —0)).

3. Demonstre que

(@) @k =(=p A1), (d) Fo=Fy—op,
() (e A=),k (e) —pkp—1.
() =k (p—=1) g,

4. Demonstre que F ((¢ — ¢) — (¢ = 0)) = ((¢ = (¥ — 09))),
(e =) = @) = o).

5. Demonstre que I' - ¢ = TUA I ¢,
'Fp; Aoy =TUAE .

6. Dé uma definicao recursiva da funcao Hyp que associa a cada derivagao
D seu conjunto de hipdteses Hyp(D) (trata-se de uma nogao mais estrita
que a nogao apresentada na definicao 1.4.2; pois esta refere-se ao menor
conjunto de hipéteses, i.e. hipdteses sem ‘lixo’).

7. Anélogo ao operador de substituicado para proposigdes definimos um ope-
rador de substituigdo para derivagdes. D[p/p] é obtida substituindo-se
cada ocorréncia de p em cada proposi¢cao em D por ¢. Dé uma definigao
recursiva de D[p/p]. Demonstre que D[p/p] é uma derivagdo se D é uma
derivagao, e que I' - o = T'[p/p] I o[¢/p]. Observacao: em muitos casos
se necessita de nogoes mais refinadas de substituicao, mas esta nos serd
suficiente.



1.5. COMPLETUDE 37

8. (Teorema da Substituicao) - (¢1 < @2) — (Y[p1/p] < ¥[e2/p]).

Sugestao: use inducao sobre v; o teorema também seguird como con-
seqiiéncia do Teorema da Substituigdo para |=, uma vez que tenhamos
estabelecido o Teorema da Completude.

9. O tamanho, t(D), de uma derivagao é o numero de ocorréncias de propo-
sigoes em D. Dé uma definigao indutiva de ¢(D). Demonstre que se pode
provar propriedades de derivagoes por indugao sobre o seu tamanho.

10. Dé uma definigdo recursiva da relagio F (use a lista do Lema 1.4.3), de-
monstre que essa relacdo coincide com a relagao derivada da Definigao
1.4.2. Conclua que cada I" com I' F ¢ contém um A finito, tal que A F ¢
também.

11. Demonstre que
(a) ET,
b)) FeperbeaT,
(¢) Fpebkpe L.

1.5 Completude

Nesta secao demonstraremos que “veracidade” e “derivabilidade” coincidem,
mais precisamente: as relagdes “E” e “t” coincidem. A parte fdcil da afirmagao
é: “derivabilidade” implica em “veracidade”; pois derivabilidade é estabelecida
pela existéncia de uma derivacao. Essa tltima nogao é definida indutivamente,
portanto podemos demonstrar a implicagao por indugao sobre a derivagao.

Lema 1.5.1 (Corretude) '+ =T E ¢.

Demonstracao. Como, pela definicao 1.4.2, I' F ¢ sse existe uma derivagao D
com todas as hipdteses em I', é suficiente mostrar que: para cada derivacao D

com conclusao ¢ e hipdteses em I' temos I' = ¢. Agora usamos indugao sobre
D.

(caso base) Se D tem um elemento, entdo evidentemente ¢ € I'. O leitor facil-
mente vé que I' = ¢.

/

(AI) Hipdtese da indugao: e , 880 derivagoes e para cada I', TV contendo as

Y P
hipéteses de D, D', T E ¢, I = ¢'.

D D'
Agora suponha que I' contém as hipéteses de ¢ o'
N

Escolhendo T e TV de tal forma que sejam exatamente o conjunto de
hipéteses de D, D’, vemos que I’ DT UT.

Logo I E ¢ e I | ¢'. Seja [¢], = 1 para toda ¢p € T, entao
[elo = [¢']v = 1, portanto [o A ¢'], = 1. Isso mostra que I' = p A ¢,
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(AE) Hip6tese da indugdo: para qualquer I' contendo as hipéteses de "
A
D

temos T" = ¢ A 9. Considere um I' contendo todas as hipGteses de ¢ A ¢

2
D
e ¢ A 1. Deixo ao leitor a demonstragao de que ' Ep e T |E 4.
G
(— I) Hipétese da inducdo: para qualquer T' contendo todas as hipGteses de

]
@

D
D, T [= 4. Suponha que I'" contém todas as hipéteses de " . Agora
G

=P
®

IV U {p} contém todas as hipéteses de D, logo se [¢] =1 e [x] = 1 para
toda x em I", entdo [¢p] = 1. Portanto a tabela-verdade de — nos diz que
[ — ¥] = 1 se todas as proposigdes em I'' tém valor 1. Logo IV |= ¢ — 1.

(— E) Um exercicio para o leitor.

D
(1) Hipdtese da indugdo: para cada I’ contendo todas as hip6tesesde ,T' = L.
il

Como [L] = 0 para todas as valoragdes, nao existe valoragio tal que
[] = 1 para toda 1 € I'. Suponha que I'V contém todas as hipéteses de
D

1 e suponha que IV [~ ¢, entdo [¢] = 1 para toda ¢ € T e [¢] = 0

2
para alguma valoracao. Como IV contém todas as hipdteses da primeira

derivagao temos uma contradicao.

Y

(RAA) Hipétese da indugao: para cada I' contendo todas as hipéteses de D,
€L
(=]

temos ' = L. Suponha que I' contém todas as hipdteses de e

Sl 9

suponha que IV £ ¢, entdo existe uma valoragio tal que [¢)] = 1 para
toda ¢ € IV e [¢] =0, i.e. [7¢] =1. Mas I'" =T U {—¢} contém todas
as hipéteses da primeira derivagao e [¢)] = 1 para toda i € T”. Isto é
impossivel pois I |= L. Logo I |= ¢. O

Esse lema pode nao parecer impressionante, mas ele nos permite mostrar
que algumas proposigdoes nao sao teoremas, através simplesmente de uma de-
monstragao de que elas nao sao tautologias. Sem esse lema isso teria sido uma
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tarefa muito trabalhosa. Terfamos que mostrar que nao existe derivacdo (sem
hipéteses) da proposigdo dada. Em geral isso requer profunda percepgao sobre a
natureza das derivagoes, o que esta além das nossas possibilidades no momento.

Ezemplos. 1 po, 1 (p — ¥) — ¢ A ¢

No primeiro exemplo, tome a valoracdo constante 0. [po] = 0, logo
£ po e portanto t/ pg. No segundo exemplo nos deparamos com uma meta-
proposigdo (um esquema); estritamente falando ela ndo pode ser derivdvel (ape-
nas proposigoes reais podem). Por F (¢ — 1) — @A queremos dizer que todas
as proposigoes daquela forma (obtidas substituindo-se ¢ e 9 por proposigoes
reais, por exemplo) sdo derivdveis. Para refutd-la precisamos apenas de uma
instancia que nao é derivavel. Tome ¢ = ¢ = py. Para demonstrar a reciproca
do enunciado do Lema 1.5.1 precisamos de algumas novas nogoes. A primeira
tem uma histéria impressionante; trata-se da nocao de auséncia de contradi¢ao
ou consisténcia. Foi transformada na pedra angular dos fundamentos da ma-
teméatica por Hilbert.

Definicao 1.5.2 Um conjunto I' de proposigoes é consistente se I' F/ L.

Em palavras: nao se pode derivar uma contradi¢ao a partir de I'. A con-
sisténcia de I' pode ser expressa de vérias outras formas:

Lema 1.5.3 As sequintes condigdes sdo equivalentes:
(i) T € consistente,
(ii) Para nenhuma @, T'F @ e T'F -,

(iii) Ewiste pelo menos uma ¢ tal que Tt/ .

Demonstragao. Vamos chamar I' de inconsistente se I' - 1, entao podemos
também provar a equivaléncia de

(iv) T é inconsistente,

)
(v) Existe uma ¢ tal que T'H o e T'F =,
(vi) T'F ¢ para toda ¢.

(i

iv) = (vi) Suponha que T'+ L, i.e. existe uma derivagao D com conclusao
L e hipdteses em I'. Pela regra (L) podemos adicionar uma inferéncia, L F ¢,
a D, de tal forma que I' F ¢. Isso se verifica para todo ¢.

(vi) = (v) Trivial.

(v) = (iv) Suponha que ' F ¢ e T' F —¢p. A partir das duas derivagoes
associadas a essas hipéteses, obtém-se uma derivacao para I' = | usando a
regra (— E). O

A cldusula (vi) nos diz por que razao conjuntos inconsistentes (ou teorias in-
consistentes) sao destituidas de interesse mateméatico. Pois, se tudo é derivdvel,
néo podemos distinguir entre “boas” e “mas” proposigdes. A matemdtica tenta
encontrar distingoes, nao borré-las.
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Na préatica mateméatica procura-se estabelecer consisténcia exibindo-se um
modelo (pense na consisténcia da negagao do quinto postulado de Euclides e as
geometrias ndo-euclideanas). No contexto da lgica proposicional isso significa
procurar uma valoracao apropriada.

Lema 1.5.4 Se existe uma valoragdo tal que [¢], = 1 para toda ¢ € T', entdo
T' é consistente.

Demonstragdo. Suponha que T' - 1| entdo pelo Lema 1.5.1 T' = L, logo para
qualquer valoragéo v [(¥)], = 1 para toda ¢ € I' = [L], = 1. Como [L], =0
para todas as valoragoes, nao existe valoragdo com [¢], = 1 para toda ¢ € T
Contradigao. Portanto I' é consistente. O

Exemplos.

1. {po, —p1,p1 — p2} é consistente. Uma valoragdo apropriada é uma que
satisfaz [po[= 1, [p1] = 0.

2. {po,p1,-..} € consistente. Escolha a valoragao constante 1.

A cldusula (v) do Lema 1.5.3 nos diz que I' U {p, =¢} é inconsistente. Ago-
ra como poderia I' U {—¢} ser inconsistente? Parece plausivel imputar isso &
derivabilidade de ¢. O préximo lema confirma isto.

Lema 1.5.5 (a) T'U{-p} € inconsistente = I' F ¢,
(b) T'U {p} € inconsistente = T' F —.

Demonstragao. As suposicoes de (a) e de (b) permitem que se construam as
duas derivagoes abaixo: ambas com conclusdo L. Aplicando (RAA), e (— I),
obtemos derivagoes com hipdteses em I', de ¢, e de —p, respectivamente.

[ ]
D D’
1L 1L
— RAA E—
@ —¢p

Definigao 1.5.6 Um conjunto I' é maximamente consistente sse
(a) T é consistente,

(b) T CT” e I consistente = I' =T".

Observagdo. Poder-se-ia substituir (b) por (b’): se I' é um subconjunto préprio
de T”, entao I' é inconsistente. I.e., simplesmente acrescentando mais uma
proposicao, o conjunto torna-se inconsistente.

Conjuntos maximamente consistentes tém um papel importante em légica.
Mostraremos que existem muitos deles.

Aqui vai um exemplo: T' = {¢ | [¢] = 1} para uma valoragao fixa. Pelo
Lema 1.5.4 T é consistente. Considere um conjunto consistente IV tal que ' C T".
Agora suponha que ¢ € IV e que [¢)] = 0, entao [—¢] = 1, e portanto —¢) € T".
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Porém como I' C I" isso implica que IV é inconsistente. Contradi¢ao. Por
conseguinte [¢] = 1 para toda ¢ € I”, logo por definigdo I' = IV. Da demons-
tracao do Lema 1.5.11 segue que esse é basicamente o Unico tipo de conjunto
maximamente consistente que podemos esperar.

O lema fundamental a seguir é demonstrado diretamente. O leitor pode re-
conhecer nele um analogo do Lema da Existéncia do Ideal Maximo da teoria dos
anéis (ou o Teorema do Ideal Primo Booleano), que é usualmente demonstrado
por uma aplicagao do Lema de Zorn.

Lema 1.5.7 Cada conjunto consistente I' estd contido em um conjunto maxi-
mamente consistente I'*.

Demonstragao. Existem um ntimero contavel de proposicoes, portanto suponha
que temos uma lista g, 1, p2,... de todas as proposigoes (cf. Exercicio 5).
Definimos uma seqiiéncia nao-decrescente de conjuntos I'; tal que a uniao desses

conjuntos é maximamente consistente.
o = T

r _ T, U{pn} se Ty, U{p,} é consistente,
ntl = T",, caso contrdrio.
r+ = U{Tn|n >0}

(a) Ty, é consistente para todo n.
Imediato, por indugao sobre n.

7

(b) T'* é consistente.

Suponha que I'* - 1 entao, pela definicdo de 1 existe uma derivacao D de
1 com hipéteses em I'*; D tem um numero finito de hipoteses vy, . .., V.
Como I'* = | J{T', | n > 0}, temos para cada i < k ¢, € I',,, para algum
n;. Suponha que n seja max{n; | i < k}, entdo ¢y, ..., ¥ € ', e portanto
I', F L. Mas I é consistente. Contradigao.

(¢) T'* é maximamente consistente. Suponha que I'* C A e que A seja consis-
tente. Se ¢ € A, entdo ¥ = @, para algum m. ComoI',,, CT* C AeAé
consistente, I',,, U{@, } é consistente. Por conseguinte Iy, 11 = Ty, U{m },
ie. @ € I'pyp1 C T, Isso mostra que I'* = A. ([l

Lema 1.5.8 Se I' é maximamente consistente, entao I' é fechado sob derivabi-
lidade (i.e. THp = peT).

Demonstragdo. Suponha que ' F ¢ e que ¢ ¢ T. Entao I' U {p} deve ser
inconsistente. Portanto I' F —, logo I" é inconsistente. Contradigao. (I

Lema 1.5.9 Suponha que I' seja mazimamente consistente; entdo
(a) para toda p ou p €T, ou —p €T,
(b) para todas o, v ¢ =Y el & (pel' =1 el).

Demonstragao. (a) Sabemos que nao é possivel que ambas ¢ e —p pertengam
a I'. Considere I = T' U {p}. Se IV é incounsistente, entdao, por 1.5.5, 1.5.8,

3

- €. Se I'” é consistente, entao ¢ € I' pela maximalidade de T.
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(b) Suponha que ¢ — ¥ € T' e que ¢ € T'. Vamos mostrar que: 1 € T.
Como ¢, — ¢ € T e considerando que T" é fechado sob derivabilidade (Lema
1.5.8), obtemos que ¢ € I por — E.

Reciprocamente: Suponha que ¢ € T' implica em ¢ € I'. Se ¢ € I' entao
obviamente I' F ¢, logo I' - ¢ — 1. Se p ¢ T', entdo = € I, e portanto I' - —.
Por conseguinte I' - ¢ — ). O

Note que obtemos automaticamente o seguinte:

Corolério 1.5.10 Se I' é mazimamente consistente, entio p € ' < —p €T, e
pelspegl.

Lema 1.5.11 Se T' € consistente, entdo existe uma valoragdo tal que [¢] = 1
para toda ¢ € T'.

Demonstragao. (a) Por 1.5.7 ' estd contido em um I'* maximamente consisten-

te.
B 1 sep; el
(b) Defina v(p;) = { 0 caso contrario

Afirmagao: [¢] =1 < ¢ € I'*. Use indugao sobre ¢.

e estenda v para a valoragao [ J,.

1. Para ¢ atomica a afirmacao se verifica por definigao.

2. p =9 Ao Jelv =1 W]y = [o]s = 1 < (hipétese da inducao)
1,0 € I'" e portanto ¢ € I'*. Reciprocamente, y Ao € I'" < ¢p,0 € T'*
(1.5.8). O restante segue da hipétese da indugao.

3p=9% =0 [ —0)y=0% [Y], =1e o], =0 < (hipitese da
indugéo) Y eT™* e o €T & ) — o € T* (por 1.5.9).

(¢) Como I" C T'* temos [¢], = 1 para toda ¢ € T. O

Corolario 1.5.12 T' I/ ¢ & existe uma valoragao tal que [¢] = 1 para toda
Y el e[p] =0.

Demonstragio. Tt/ ¢ < T'U{—p} consistente < existe uma valoragao tal que
[¢] =1 para toda ¢ € I'U {—¢}, ou [¢] = 1 para toda i € T e [¢] = 0. O

Teorema 1.5.13 (Teorema da Completude) ' < T' = .

Demonstragio. T tf ¢ = T}~ ¢ por 1.5.12. A reciproca contréria se verifica
por 1.5.1. (I

Em particular temos - ¢ < = ¢, logo o conjunto de teoremas é exatamente
o conjunto de tautologias.

O Teorema da Completude nos diz que a tarefa tediosa de fazer derivagoes
pode ser substituida pela tarefa (igualmente tediosa, porém automadtica) de
checar tautologias. Em principio isto simplifica consideravelmente a busca por
teoremas; se, por um lado, para se construir derivagoes é preciso ser (razoavel-
mente) inteligente, por outro lado, para se montar tabelas-verdade é necessdrio
se ter perseveranca.
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Para teorias logicas as vezes se leva em conta uma outra nocao de com-
pletude: uma conjunto I' é chamado de completo se para cada ¢, I' - ¢ ou
T' F —¢. Essa nogao ¢ intimamente relacionada a “maximamente consistente”.
Do Exercicio 6 segue que Cons(I') = {o | T' F o} (o conjunto de conseqiiéncias
de T') é maximamente consistente se I' é um conjunto completo. A reciproca
também se verifica (cf. Exercicio 10). A prépria légica proposicional (i.e. o caso
em que I' =) ndo é completa nesse sentido, e.g. po e F —po.

Existe uma outra nocao importante que ¢é tradicionalmente levada em conta
em logica: decidibilidade. A 16gica proposicional é decidivel no seguinte sentido:
existe um procedimento efetivo para verificar a derivabilidade de proposicoes .
Colocando de outra forma: existe um algoritmo que para cada ¢ testa se F ¢.
O algoritmo é simples: escreva a tabela-verdade completa para ¢ e verifique se
a ultima coluna contém apenas 1’s. Se for o caso, entdo = ¢ e, pelo Teorema da
Completude, F ¢. Caso contrério, entdo [ ¢ e portanto I/ ¢. Esse certamente
nao é o melhor algoritmo, pode-se encontrar outros mais econémicos. Existem
também algoritmos que dao mais informacao, e.g. eles nao apenas testam F ¢,
mas também produzem uma derivagao, se é que existe uma. Tais algoritmos,
entretanto, requerem uma andlise mais profunda de derivagoes. Isso estd fora
do escopo deste livro.

H&4 um aspecto do Teorema da Completude que desejamos discutir agora.
N&o vem como uma surpresa o fato de que verdade segue de derivabilidade. Afi-
nal de contas comegamos com uma nog¢ao combinatorial, definida indutivamente,
e terminamos com ‘ser verdadeiro para todas as valoragoes’. Uma demonstragao
indutiva simples resolve o problema.

Para a reciproca a situagio é totalmente diferente. Por definicao I' | ¢
significa que [¢], = 1 para todas as valoragoes v que tornam verdadeiras as
proposigoes de I'. Portanto sabemos algo sobre o comportamento de todas as
valoracoes com respeito a I' e ¢. Podemos ter esperanca de extrair desse niimero
infinito de fatos conjuntistas a informacao finita, concreta, necessaria para cons-
truir uma derivagao para I' F ¢? Evidentemente os fatos disponiveis nao nos
dao muita coisa para prosseguir. Vamos portanto simplificar um pouco as coi-
sas diminuindo o tamanho do conjunto I'; afinal de contas usamos apenas um
namero finito de férmulas de I' em uma derivacao, portanto vamos supor que
aquelas férmulas 1, ..., %, sdo dadas. Agora podemos esperar maior sucesso,
pois apenas um ndmero finito de d4tomos estao envolvidos, e por isso podemos
considerar uma “parte” finita do ntimero infinito de valoragoes que tém algum
papel a desempenhar. Isso quer dizer que apenas as restricoes das valoracoes ao
conjunto dos atomos ocorrendo em 1, . .. ¥y, p sdo relevantes. Vamos simplifi-
car o problema ainda mais. Sabemos que ¥1,...¢%, F ¢ (Y1,...1%, E ¢) pode
ser substituido por F 1 A... A, — @ (F 1 A... A, — @), baseando-se nas
regras de derivacao (a definigdo de valoragao). Daf nos vem a pergunta: dada
a tabela-verdade para uma tautologia ¢, podemos efetivamente encontrar uma
derivacao para o7

Essa questao nao é respondida pelo Teorema da Completude, pois nossa
demonstracao nao é efetiva (pelo menos ndo o é & primeira vista). A questao
foi respondida positivamente, e.g. por Post, Bernays e Kalmar (cf. Kleene IV,
§29) e foi facilmente tratada por meio das técnicas de Gentzen, ou por tableaux
semanticos. Vamos apenas esquematizar um método de prova: podemos efeti-
vamente encontrar uma forma normal conjuntiva ¢* para o tal que - o « o*.
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Demonstra-se facilmente que ¢* é uma tautologia se e somente se cada operando
da conjuncao contém um atomo e sua negacao, ou —.1, e junta-se todos para
obter uma derivagao de o*, que imediatamente resulta numa derivacao de o.

Exercicios
1. Verifique quais dos seguintes conjuntos sao consistentes
(a) {=p1 Ap2 — po, p1 — (=p1 — p2), Po < P2},
(b) {po — p1, P1 — P2, P2 — P3, P3 — —Po},
(¢) {po — p1, Po A p2 — P1 AD3, Po Ap2 Aps— p1 Ap3s Aps, ...}

2. Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes:
(a) {¥1,-..,n} é consistente.
(b) ¥ =(pr N2 Ao A ).
o1 ANpa Ao App_1 — =@y,

3. ¢ é independente de T' se T' I/ ¢ e T' I/ =p. Demonstre que: p; — py é
independente de {p1 <> po A =p2,p2 — po}-

4. Um conjunto I" é independente se para cada o € T' T — {p} I/ ¢.

(a) Demonstre que cada conjunto finito I' tem um subconjunto indepen-
dente A tal que A I ¢ para todo ¢ € T.

(b) Seja T' = {®o,¥1,P2,.-.}. Encontre um conjunto equivalente IV =

{Yo,¥1,...} (i.e. T 1); e T ; para todo i) tal que b ¢, 11 — ¥y,
mas t/ ¥, — ¥,11. Note que IV pode ser finito.

(¢) Considere um conjunto infinito IV como o do item (b). Defina oy =
Yo, Ont1 = V¥ — Png1. Demonstre que A = {09,01,02,...}
independente e equivalente a I".

[©N

(d) Demonstre que cada conjunto I' é equivalente a um conjunto inde-
pendente A.

(e) Demonstre que A néo precisa ser um subconjunto de I' (considere
{Po;po Ap1,p0 Ap1 Apa,...}).

5. Encontre uma maneira efetiva de enumerar todas as proposigoes (sugestao:
considere conjuntos I';, de todas as proposi¢oes de posto < n com atomos
vindos de po, ..., pn).

6. Demonstre que um conjunto consistente I' é maximamente consistente se
@ €' ou ~p €T para todo ¢.

7. Demonstre que {po, p1,D2,---;Pn,---} € completo.

8. (Teorema da Compaccidade). Demonstre que: existe um v tal que [¢], =
1 para toda ¢ € I' & para cada subconjunto finito A C T" existe um v tal
que [o], =1 para toda o € A.

Formulada nos termos do Exercicio 13 da secao 1.3: [I'] # 0 se [A] # 0
para todo A finito tal que A CT.
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9. Considere um conjunto infinito {¢1, @2, ¥s3,...}. Se para cada valoracao
existe um n tal que [¢,] = 1, entdo existe um m tal que F 1 V...V @p,.
(Sugestdo: considere as negagdes 1, —¢2, ..., € aplique o Exercicio 8).

10. Demonstre que: Cons(I') — {o | T' F o} é um conjunto maximamente
consistente < I' é completo.

11. Demonstre que: I' é maximamente consistente < existe uma tunica valo-
ragao tal que [¢] = 1 para toda ¢ € T', onde I' é uma teoria, i.e. T é
fechado sobF (' o = o €T).

12. Seja ¢ uma proposi¢ao contendo o dtomo p. Por conveniéncia escrevemos
(o) para designar ¢[o/p]. Tal qual anteriormente, abreviamos -1 por

T.
Demonstre que: () (M Fe(T) <= Tep(T)Fe(e((T)).
(@)  —p(T)Fe(T) < L,
@(p),—p(T)Fp e L,
@(p), ~p(T) F o(p(T))
(#ii)  @(p) Fe(e(T)).

13. Se os dtomos p e ¢ nao ocorrem em 1) e ¢ respectivamente, entao

E o(p) = ¢ = E ¢(0) — 9 para toda o,
Ey—1Y(g) = E ¢ — ¥(¢g) para toda o.

14. Suponha que F ¢ — . Chamamos o de interpolante se - — ocet o —
1, e além disso o contém apenas dtomos comuns a @ e ¥. Considere ¢(p, ),
¥(r,q) com todos os dtomos & mostra. Demonstre que ¢(o(T,r),r) é um
interpolante (use os Exercicios 12, 13).

15. Demonstre o Teorema da Interpolagio (Craig): Para qualquer ¢, ¢ com
F ¢ — 1 existe um interpolante (faga repetidamente o procedimento do
Exercicio 13).

1.6 Os conectivos que faltam

A linguagem da segao 1.4 continha apenas os conectivos A, — e L. Noés ja
sabemos que, do ponto de vista semantico, essa linguagem é suficientemente
rica, ou seja, os conectivos que faltam podem ser definidos em fungao dos que
dispomos. Na verdade ja usamos, nas segoes precedentes, a negagao como uma
nocao definida.

E uma questao de pratica matemadtica segura se introduzir novas nogoes se
seu uso simplifica nosso trabalho, e se elas codificam prética informal corrente.
Isso, claramente, é uma razao para se introduzir -, < e V.

Agora existem duas maneiras de proceder: pode-se introduzir os novos co-
nectivos como abreviagdes (de proposigoes complicadas), ou pode-se enriquecer
a linguagem adicionando-se de fato os conectivos ao alfabeto, e fornecendo-se
as respectivas regras de derivagao.

O primeiro procedimento foi adotado acima; trata-se de procedimento com-
pletamente inofensivo, como por exemplo, a cada vez que se 1é ¢ < ¢ deve-se
substituir por (¢ — ) A (p — ¢). Portanto ndo é nada mais que uma abre-
viagao, introduzida por conveniéncia. O segundo procedimento é de natureza
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mais tedrica. A linguagem é enriquecida e o conjunto de derivagoes é expandido.
Como conseqiiéncia é preciso que se reveja os resultados tedricos (tal como o
Teorema da Completude) obtidos para a linguagem mais simples.

Adotaremos o primeiro procedimento porém esbogaremos também a segunda
abordagem.

Definicao 1.6.1

eV = a(mp V),
o= =L
et = (0= ) AW = ).

Obs.: Isso significa que as expressoes acima ndo fazem parte da linguagem, mas
sao abreviacoes para certas proposigoes.
As propriedades de V, — e < sao dadas a seguir:

Lema 1.6.2

(i) pF oV, YoV,

(ii)T,pFo el pFo=T,oViFa,
(i1) @, ~p = L,

(i) ok L =TF —p,

(v) o=, b ep PP,
(i) T,k eT,b @ =T F e .

Demonstrag¢ao. A tnica parte ndo trivial é (ii). Exibimos uma derivacgéo de o
a partirde T' e o V¢ (i.e. =(—p V —))), dadas derivagoes D1 e Do de T, p -0 e
T¢Fo.

T, [p]! T, [y]?
Dl D2
3 3
I R o
1 1
— =10 —w—’fz
4 Vi
—p A= —(=p V)
-
1
— RAA;
o

Os casos restantes deixo ao leitor. O
Note que (i) e (ii) podem ser lidos como regras de introdugao e eliminagao
para V, (iii) e (iv) a mesma coisa para —, (vi) e (v) também para <.
Tais propriedades legalizam as seguintes abreviagoes em derivagoes:

L\/I L\/[

VY oV VY
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(]
: ©
: -E
L 1
-
M] [m
: : o e o peoy
: o E
L v v
PP

Considere por exemplo a seguinte aplicacao de VE

o] [¥]
Dy Dy D,
V o o
Vi VE
o
Trata-se de mera abreviagao para
o] [v]
Dy Do
o [-o]? o [-o]?
1 1
—1 —2
Dy P -
(mp A ) oA
€
-3
o

O leitor estd convocado a usar as abreviagOes acima em derivagoes reais,
sempre que for conveniente. Via de regra, apenas VI e VE sao de alguma
importancia, e leitor terd obviamente reconhecido as regras para — e < como
aplicagoes ligeiramente excéntricas de regras familiares.

Ezemplos. + (pViy)Vao— (pVa)A@Vo).

lo Ay lo A Y]
@ [o]! ¥ [0]?
(pAY)Vo pVo go\/al (pAY)Vo YVo YVo
pVo YV o

(pVa)A (Vo)
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Reciprocamente
[pl* ¥l
(eVa)A (Vo) oA [o]"
(pVo)A (Vo) YVo (pAP)Va (pAP)Vo [0]?
pVo (pAY)Vo ' (pAP)Vo
(pAp)Vo

Combinando (1) e (2) obtemos a seguinte derivacao:

[(p A1) Vo] (e ANY) Vo]
D D
(pVa)A (Vo) (wAwVUPJ
(pAP)Vo = (pVa)A (P Vo)

FoV-p
] I 2
V- [%wvﬁwﬂ_qE

1L

— =1

;9" VI e

oV [—(e V —p)] o
RAA,
PV
Fle—=9) V(Y — )
[ﬂl_%h
Yo
VI

(p—=V)V (W — ) H@HWVWH@W%E

1

—1

P L

o=
(e =)V ¥ —p) (e = ¥) V(Y — @)
RAA,
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FalpA) — —p V-1

[—] (9]
(e V)] —eVY [B(me V)] eV
1 1L
® (0
[=(p A )] AP
1
=V =)

(P AY) = (mp V)
(]

Agora vamos dar uma idéia de como seria a segunda abordagem. Adicio-
namos V, - e <> a linguagem, e consequentemente extendemos o conjunto de
proposigoes. Em seguida adicionamos as regras para V, — e « relacionadas
acima ao nosso estoque de regras de derivagao. Para ser mais precisos, nesse
ponto deveriamos também introduzir um novo simbolo de derivabilidade, porém
continuaremos a usar o ja estabelecido - na esperanca de que o leitor se lem-
brard que agora estamos fazendo derivagdes em um sistema maior. As seguintes
condicoes se verificam:

Teorema 1.6.3

F oV 3o (- A ).

Fop e (p—1).
Flpeoy) o (@—=9) AW — ).

Demonstracdo. Observe que, pelo Lema 1.6.2, os conectivos definidos e os pri-
mitivos (estes os ‘reais’ conectivos) obedecem a exatamente as mesmas relagoes
de derivabilidade (regras de derivagao, se vocé prefere). Isso nos leva imedia-
mente ao resultado desejado. Vamos dar um exemplo.

ok (e A1) e B (o A1) (1.6.2(1)), logo por VE obtermos

eV Ea(mev-y) ... (1)

Reciprocamente, ¢ - ¢ V4 (por VI), logo por 1.6.2(ii)

(V) vy .. (2)

Aplique < I a (1) e (2), entdo - pVh « =(-pA—). O resto deixo ao leitor.

Para ver mais resultados direciono o leitor aos exercicios.

As regras para V, <, e = capturam de fato o significado intuitivo daqueles
conectivos. Vamos considerar a disjungao: (VI): Se sabemos que ¢ se verifica
entdo certamente sabemos que ¢ V ¢ se verifica (sabemos até qual dos dois
operandos se verifica). A regra (VE) captura a idéia da “prova por casos”: se
sabemos que ¢ V 9 se verifica e em cada um dos dois casos podemos concluir
que o se verifica, entdo podemos imediatamente concluir que o se verifica. A
disjuncao intuitivamente pede uma decisao: qual dos dois operandos é dado
ou pode ser suposto? Esse trago construtivo de V fica grosseiramente (mesmo
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que convenientemente) apagado pela identificacao de ¢ V1 e =(—p V —)). Essa
dltima férmula apenas nos diz que ¢ e 1 nao podem estar ambas erradas, porém
nao diz qual das duas é correta. Para maiores informagoes sobre essa questao
de construtividade, que tem um papel importante na demarcacao da fronteira
entre logica classica bi-valorada e logica intuicionistica efetiva, remeto o leitor
ao Capitulo 5.

Note que com V como um conectivo primitivo alguns teoremas tornam-se
mais dificeis de provar. E.g. F =(—=—¢ A —¢) é trivial, mas F ¢ V - nao é. A
seguinte regra geral pode ser 1til: passar de premissas nao-efetivas (ou nenhuma)
para uma concluséo efetiva pede por uma aplicagdo de RAA.

Exercicios

1. Demonstre usando dedugao natural que - oV — 9V, FpVp < p.

2. Considere a linguagem cheia £ com todos os conectivos A, —, 1, <, Vea
linguagem restrita £’ com os conectivos A, —, L. Usando as regras de de-
rivagao apropriadas obtemos as nogoes de derivabilidade - e . Definimos
uma tradugao ébvia de £ para L'

et = ¢, para ¢ atomica
(pOy)* = "0y para O=A, —,
V)T = =(=pT A=pT), onde - é uma abreviacao,
(p V) (—e G
(o)t = (pr =y )A@T — "),
(ort = ot L

Demonstre que  (7) Fo et

i) FepeH et

i) T = para @ € L.

iv) A légica cheia é conservativa em relagao a

légica restrita, isto é, para ¢ € L' F o < H .

3. Demonstre que o Teorema da Completude se verifica para a légica cheia.
Sugestao: use o Exercicio 2.

4. Demonstre que
(@) FTV.L.
(0) FlpeoT)V(ipe ).
© Feeol(peT).
5. Demonstre que F (p V) < ((¢ — ) — ).
6. Demonstre que:
(a) T é completa < (' oV < T'Fypoul 4, para toda ¢, ¥),

(b) T é maximamente consistente < I' é uma teoria consistente e para
toda @, ¥ (pVp el & el ouy el).

7. Demonstre que no sistema com V como um conectivo primitivo:
Flp—=9) < (-e V),
=) V(Y — o)



