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1.4 Parâmetros e diagramas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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8 Saturaç̃ao 189
8.1 O grande e o bom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
8.2 Modelos grandes existem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
8.3 Caracterizações sintáticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 202
8.4 Teoremas de um-cardinal e de dois-cardinais . . . . . . . . . .. . . . 209
8.5 Ultraprodutos e ultrapotências . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 213

9 Estrutura e categoricidade 225
9.1 Modelos de Ehrenfeucht–Mostowski . . . . . . . . . . . . . . . . . .225
9.2 Conjuntos minimais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
9.3 Estruturas totalmente transcendentes . . . . . . . . . . . . . .. . . . 237
9.4 Estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
9.5 Teorema de Morley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256



Introduç ão

Mais curta que o qûe?
Mais curta que um outro livro que uma vez escrevi, chamadoTeoria dos modelos

e publicado em 1993 pela Cambridge University Press. Era longo (772 páginas), por
isso a Cambridge University Press me pediu uma versão mais curta para ser publicada
em capa mole como um livro texto. Esta é a versão mais curta.

E o queé teoria dos modelos?
Teoria dos modelos é sobre a classificação de estruturas matemáticas, funções e

conjuntos por meio de fórmulas lógicas. Pode-se classificar estruturas de acordo com
quais sentenças lógicas são verdadeiras nelas; na verdade o termo ‘modelo’ vem do
uso ‘a estruturaA é um modelo da sentençaφ’, significando queφ é verdadeira em
A. Teóricos de modelos buscam maneiras de construir modelosde sentenças dadas;
e por isso uma grande parte da teoria dos modelos é diretamente sobre construções
e apenas indiretamente sobre classificação. Este livro descreve algumas construções
muito bonitas, incluindo ultraprodutos, modelos de Ehrenfeucht–Mostowski e modelos
existencialmente fechados.

Em 1973 C. C. Chang e Jerry Keisler caracterizaram teoria dosmodelos como

álgebra universal mais lógica

Eles queriam dizer que álgebra universal estaria para estruturas assim como lógica esta-
ria para fórmulas lógicas. Isto é bonito, mas pode sugerir que teóricos de modelos e al-
gebristas universais têm interesses bem próximos, o que ´e discutı́vel. A caracterização
também deixa de fora o fato de que quem trabalha em teoria dosmodelos estuda os
conjuntos definı́veis em uma única estrutura por uma fórmula lógica. Neste aspecto
teóricos de modelos estão muito mais próximos a geômetras algébricos, que estudam
os conjuntos de pontos definı́veis por equações sobre um corpo. Umsloganmais atua-
lizado poderia ser o que diz que teoria dos modelos é

geometria algébrica menos corpos

De fato alguns dos sucessos mais impressionantes da teoria dos modelos têm sido teo-
remas sobre a existência de soluções de equações sobrecorpos. Exemplos disso são os
trabalhos de Ax, Kochen e Ershov sobre a conjectura de Artin em 1965, e a prova da
conjectura de Mordell–Lang para corpos de funções por Hrushovski em 1993. Ambos
os exemplos estão além do escopo deste livro.
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Quais os itens do livro mais longo você mais se arrepende de ter deixado de fora?
Provavelmente a construção de Hrushovski para extrair umgrupo de uma configuração

de Zil’ber em um conjunto fortemente minimal. A construção é difı́cil e excitante, mas
ainda assim razoavelmente elementar.É também um gostinho das coisas importantes
em teoria geométrica da estabilidade. Isto me dá um pretexto para corrigir o descuido
mais embaraçoso cometido no livro mais longo (apontado porByunghan Kim): Lema
4.7.11(c) está claramente errado, mas não há problema emcontinuar sem o lema.

As três outras omissões são produtos diretos (juntamente com sentenças de Horn e
o teorema de Feferman–Vaught); construções de muitos modelos não-isomorfos; e um
apêndice que faz um apanhado da teoria dos modelos de módulos, grupos abelianos,
grupos, corpos e ordenações lineares.

Voĉe adicionou alguma coisa?
Sim. Existe um novo capı́tulo demonstrando o teorema de Morley e desenvolvendo

o ferramental necessário para a demonstração. Ele substitui um capı́tulo que dava uma
boa quantidade de informação sobre categoricidade (por exemplo uma teoria completa
incontavelmente categórica finitamente axiomatizada), mas poucas demonstrações. Esse
novo capı́tulo foi escrito de olho nos cursos de pós-graduação introdutórios em teoria
dos modelos.

Também adicionei a cada capı́tulo um conjunto de leituras sugeridas. Tais leitu-
ras variam desde embasamento filosófico ou histórico até exemplos de trabalhos nas
fronteiras atuais do assunto. Elas substituem as quase quarenta páginas de referências
bibliográficas do livro mais longo; os leitores que desejarem informações detalhadas
sobre as fontes dos resultados podem encontrá-las lá mas não aqui.

Havia coisas no livro mais longo que você ficou particularmente satisfeito de ter
sido capaz de melhorar aqui?

Felizmente não; há umas poucas mudanças de conteúdo. Mas acolho a oportuni-
dade de agradecer–além das pessoas que agradeci no volume mais longo–vários cole-
gas que generosamente me enviaram correções para o livro mais longo, notavelmente
Matthias Clasen, Ed Hamada, Don Monk, Philipp Rothmaler e Gabriel Sabbagh. Uma
lista de correções está disponı́vel em:
ftp.maths.qmul.ac.uk/pub/preprints/hodges/mtcorrig.tex



Nota sobre notaç̃ao

Tomo por base a teoria de conjuntos de Zermelo–Fraenkel, ZFC. Em particular sempre
tomo como hipótese o axioma da escolha (exceto onde o axiomapropriamente dito
está sob discussão). Nunca assumo a hipótese do contı́nuo, existência de inacessı́veis
incontáveis, etc., sem ser honesto sobre isso.

A notaçãox ⊆ y significa quex é um subconjunto dey; x ⊂ y significa quex
é um subconjunto próprio dey. Escrevo dom(f), im(f) para designar o domı́nio e a
imagem de uma funçãof . ‘Maior que’ significa maior que, nunca ‘maior ou igual a’.
℘(x) é o conjunto potência dex.

Ordinais são os ordinais de von Neumann, i.e. os predecessores de um ordinalα
são exatamente os elementos deα. Uso os sı́mbolosα, β, γ, δ, i, j, etc. para ordinais;
δ é usualmente um ordinal limite. Um cardinalκ é o menor ordinal de cardinalidadeκ,
e os cardinais infinitos são listados comoω0, ω1 etc. Uso os sı́mbolosκ, λ, µ, ν para
cardinais; eles não são tomados como infinitos por hipótese a menos que o contexto
claramente o requeira (embora eu tenha provavelmente me descuidado desse ponto
uma ou duas vezes). Números naturaism, n etc. são a mesma coisa que cardinais
finitos.

‘Contável’ significa de cardinalidadeω. Um cardinal infinitoλ é um cardinalre-
gular se ele não pode ser escrito como a soma de menos queλ cardinais que são todos
menores queλ; do contrário ele ésingular. Todo cardinal sucessor infinitoκ+ é regu-
lar. O menor cardinal singular éωω =

∑

n<ω ωn. A cofinalidadecf(α) de um ordinal
α é o menor ordinalβ tal queα tem um subconjunto cofinal de tipo-ordemβ; pode ser
mostrado que esse ordinalβ é finito ou regular. Seα eβ são ordinais,αβ é o ordinal
produto consistindo deβ cópias deα ligadas de ponta a ponta. Seκ eλ são cardinais,
κλ é o cardinal produto. O contexto deve sempre demonstrar quais destes produtos é o
pretendido.

Seqüências são bem-ordenadas (exceto as seqüências de indiscernı́veis do Capı́tulo
9, e está explı́cito lá o que está acontecendo). Uso a notaçãox̄, ā, etc. para seqüências
(x0, x1, . . .), (a0, a1, . . .) etc., porém informalmente: on-ésimo termo de uma seqüência
x̄ pode serxn oux(n) ou algo diferente, dependendo do contexto, e algumas seqüˆencias
começam emx1. Seqüências de comprimento finito são chamadas deuplas. Os termos
de uma seqüência são às vezes chamados deitens, para evitar a ambigüidade do termo
‘termo’. A seqüência é ditanão-repetitiva se nenhum item ocorre nela duas ou mais
vezes. Sēa é uma seqüência(a0, a1, . . .) ef é uma função, entãofā é(fa0, fa1, . . .).
O comprimento de uma seqüênciaσ é escrito lh(σ). Seσ é uma seqüência de compri-
mentom en ≤ m, entãoσ|n é o segmento inicial consistindo dos primeirosn termos
deσ. O conjunto de seqüências de comprimentoγ cujos itens provêm todos do con-
juntoX é escritoγX . Logo,n2 é o conjunto den-uplas ordenadas de0’s e1’s; <γX é
⋃

α<γ
αX . Escrevoη, ξ, θ etc. para designar ordenações lineares;η∗ é a ordenaçãoη
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vista de trás para a frente.
Não distingo sistematicamente entre uplas e cadeias. Seā e b̄ são cadeias,̄a∧b̄ é

a cadeia concatenada consistindo deā seguido dēb; mas frequentemente, em nome
da simplicidade, escrevōab̄. Existe um conflito entre a notação usual de teoria dos
modelos e a notação usual em teoria dos grupos: em teoria dos modelosxy é a cadeia
consistindo dex seguido dey, mas em grupos éx vezesy. É preciso conviver com
isto; mas onde há ambigüidade tenho usadox∧y para a cadeia concatenada ex · y para
o produto de grupos.

A notação da teoria dos modelos é definida à medida que e quando precisamos. Os
itens mais básicos aparecem no Capı́tulo 1 e nas primeiras cinco seções do Capı́tulo 2.

‘Eu’ significa eu, ‘nós’ significa nós.



Caṕıtulo 1

Nomeando as partes

Every person had in the beginning one only proper name, except the savages of
Mount Atlas in Barbary, which were reported to be both nameless and dreamless.
William Camdem

Neste primeiro capı́tulo vamos encontrar o principal assunto de estudo da teoria dos
modelos: estruturas.

Todo matemático manipula estruturas de algum tipo – seja m´odulos, grupos, anéis,
corpos, reticulados, ordenações parciais, álgebras deBanach, ou qualquer que seja.
Este capı́tulo definirá as noções básicas como ‘elemento’, ‘homomorfismo’, ‘subes-
trutura’, e as definições não são feitas para trazer qualquer surpresa. A noção de um
‘diagrama’ (de Robinson) de uma estrutura pode parecer um pouco estranha à primeira
vista, mas na verdade nada mais é do que uma generalizaçãoda tabela de multiplicação
de um grupo.

De qualquer forma existe algo que o leitor pode achar incômodo. Teóricos de mo-
delos estão sempre falando sobre sı́mbolos, nomes e rótulos. Um praticante da teoria
dos grupos expressará um grupo abeliano com a mesma satisfação seja multiplicati-
vamente ou aditivamente, qualquer que seja o mais conveniente para o problema em
questão. Não é o caso do praticante da teoria dos modelos:para ele ou ela o grupo com
‘ ·’ é uma estrutura e o grupo com ‘+’ é uma estrutura diferente. Modifique o nome e
você modificará a estrutura.

Isto pode parecer pedante. Teoria dos modelos tem sua origemem lógica ma-
temática, e não posso negar que alguns lógicos destacados têm sido pedantes quando se
trata de sı́mbolos. Entretanto existem várias boas razões para que teóricos de modelos
assumam a perspectiva que normalmente assumem. Por agora, permita-me mencionar
duas delas.

Em primeiro lugar, estaremos frequentemente querendo comparar duas estruturas
e estudar homomorfismos de uma para a outra. O que é um homomorfismo? No
caso particular de grupos, um homomorfismo de um grupoG para um grupoH é uma
função que associa multiplicação emG com multiplicação emH . Existe uma maneira
óbvia de generalizar esta noção para estruturas arbitr´arias: um homomorfismo de uma
estruturaA para uma estruturaB é uma função que associa cada operação deA à
operaç̃ao com o mesmo nome emB.

1



2 CAPÍTULO 1. NOMEANDO AS PARTES

Em segundo lugar, frequentemente vamos querer construir uma estrutura com cer-
tas propriedades. Uma das máximas da teoria dos modelos é aseguinte:primeiro d̂e
nome aos elementos de sua estrutura, e só ent̃ao decida como eles devem se comportar.
Se os nomes são bem escolhidos, eles servirão tanto como umapoio para a construção,
quanto como matéria prima.

Aha – diz o praticante da teoria dos grupos – vejo que você não está realmente fa-
lando sobre sı́mbolosescritosde forma alguma. Para os objetivos que você descreveu,
você precisa apenas de ter rótulos formais para algumas partes da estrutura. Deve ser
um tanto irrelevante que tipos de coisas os seus rótulos são; você pode até querer dispor
de uma quantidade incontável deles.

Correto. Na realidade vamos seguir o exemplo de A. I. Mal’tsev e não impor quais-
quer restrições sobre o que pode servir como um nome. Por exemplo, qualquer ordinal
pode ser um nome, e qualquer objeto matemático pode servir como um nome para si
próprio. Os itens chamados ‘sı́mbolos’ nesse livro não precisam ser sı́mbolos escritos.
Eles nem sequer precisam ser sı́mbolos sonhados.

1.1 Estruturas

Vamos começar com uma definição de ‘estrutura’. Teria sido possı́vel dar a partida
no assunto com uma definição mais ágil – digamos deixando fora as cláusulas (1.2)
e (1.4) abaixo. Porém um algo mais de generalidade nesse estágio nos economizará
infindáveis complicações mais tarde.

Umaestrutura A é um objeto com os quatro seguintes ingredientes.

(1.1) Um conjunto chamado dedomı́nio deA, escrito dom(A) ou domA (algumas
pessoas o chamam deuniverso ou portador deA). Os elementos de dom(A)
são chamados deelementosda estruturaA. A cardinalidade deA, em sı́mbolos
|A|, é definida como sendo a cardinalidade|domA| de dom(A).

(1.2) Um conjunto de elementos deA chamados deelementos constantes, cada um
dos quais é nomeado por uma ou maisconstantes. Sec é uma constante, escre-
vemoscA para designar o elemento constante nomeado porc.

(1.3) Para cada inteiro positivon, um conjunto de relaçõesn-árias sobre dom(A) (i.e.
subconjuntos de(domA)n), cada uma das quais é nomeada por um ou mais
sı́mbolos de relaç̃aon-ária. SeR é um sı́mbolo de relação, escrevemosRA para
designar a relação nomeada porR.

(1.4) Para cada inteiro positivon, um conjunto de operaçõesn-árias sobre dom(A)
(i.e. funções de(domA)n para dom(A)), cada uma das quais é nomeada por um
ou maissı́mbolos de funç̃aon-ária. SeF é um sı́mbolo de função, escrevemos
FA para designar a função nomeada porF .

Exceto onde dissermos o contrário, quaisquer dos conjuntos (1.1)–(1.4) podem ser va-
zios. Como mencionado no capı́tulo de introdução, os ‘sı́mbolos’ de constante, relação
e função podem ser quaisquer objetos matemáticos, não necessariamente sı́mbolos es-
critos; mas em nome da paz de espı́rito normalmente se supõeque, por exemplo, um
sı́mbolo de relação3-ária não aparece também como um sı́mbolo de função3-ária ou
um sı́mbolo de relação2-ária. Usaremos letras maiúsculasA,B,C, . . . para estruturas.

Seqüências de elementos de uma estrutura são escritasā, b̄ etc. Umaupla emA (ou
deA) é uma seqüência finita de elementos deA; é uman-upla se tem comprimento
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n. Usualmente deixamos para o contexto a determinação do comprimento de uma
seqüência ou upla.

Isto conclui a definição de ‘estrutura’.

Exemplo 1: Grafos. Um grafo consiste de um conjuntoV (o conjunto devértices) e
um conjuntoE (o conjunto dearestas), onde cada aresta é um conjunto de dois vértices
distintos. Diz-se que uma aresta(v, w) liga os dois vérticesv ew. Podemos fazer uma
figura representando um grafo finito usando pontos para os vértices e a ligação de dois
vérticesv, w sendo realizada por uma linha quando(v, w) é uma aresta:

XXXXXXXXXXXXXXX

HHHHHHHHHHHHHHH

���������������

���������������

���������������

•

•

•

•

•

•

Uma maneira natural de fazer de um grafoG uma estrutura é a seguinte. Os elementos
deG são os vértices. Existe uma relação bináriaRG; o par ordenado(v, w) pertence à
relaçãoRG se e somente se existe uma aresta ligandov aw.

Exemplo 2: Ordenaç̃oes lineares. Suponha que6 ordena um conjuntoX . Então
podemos fazer de(X,6) uma estruturaA como segue. O domı́nio deA é o conjunto
X . Existe um sı́mbolo de relação bináriaR, e sua interpretaçãoRA é a ordenação6.
(Na prática escreverı́amos o sı́mbolo de relação como6 ao invés deR.)

Exemplo 3: Grupos. Podemos pensar num grupo como uma estruturaG com uma
constante1 nomeando a identidade1G, um sı́mbolo de função· nomeando a operação
produto do grupo·G, e um sı́mbolo de função unária−1 nomeando a operação de tomar
o inverso(−1)G

. Um outro grupoH terá os mesmos sı́mbolos1, ·, −1; então1H é o
elemento identidade deH , ·H é a operação produto deH , e assim por diante.

Exemplo 4: Espaços vetoriais. Existem várias maneiras de fazer de um espaço ve-
torial uma estrutura, mas aqui vai a mais conveniente. Suponha queV é um espaço
vetorial sobre um corpo de escalaresK. Tome o domı́nio deV como sendo o conjunto
de vetores deV . Existe um elemento constante0V , a origem do espaço vetorial. Existe
uma operação binária,+V , que é a adição de vetores. Existe uma operação1-ária−V

para o inverso aditivo; e para todo escalark existe uma operação1-áriakV para repre-
sentar a multiplicação de um vetor pork. Dessa forma cada escalar serve como um
sı́mbolo de função1-ária. (Na verdade o sı́mbolo ‘−’ é redundante, porque−V é a
mesma operação que(−1)V .)

Quando falarmos de espaços vetoriais mais adiante, assumiremos que eles são es-
truturas dessa forma (a menos que algo seja dito em contrário). O mesmo vale para
módulos, substituindo o corpoK por um anel.

Duas perguntas vêm à mente. Primeiro, esses exemplos nãosão um pouco ar-
bitrários? Por exemplo, por que atribuı́mos à estrutura de grupo um sı́mbolo para o
inverso multiplicativo−1, mas não demos um sı́mbolo para o comutador[ , ]? Por que
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introduzimos na estrutura de ordenação linear um sı́mbolo para a ordenação6, mas
nenhum para a ordenação estrita correspondente<?

A resposta é sim; essas escolhas foram arbitrárias. Mas algumas escolhas são mais
sensatas que outras. Voltaremos a este ponto na próxima sec¸ão.

Em segundo lugar, o que éexatamenteuma estrutura? Nossa definição não disse
nada sobre a forma pela qual os ingredientes (1.1)–(1.4) são empacotados em uma
única entidade.

Verdadeiro novamente. Mas esta foi um descuido deliberado –os arranjos para o
empacotamento não terão importância para nós. Alguns autores definemA como sendo
um par ordenado〈dom(A), f〉 ondef é uma função associando a cada sı́mboloS um
itemSA correspondente. O importante é saber o que os sı́mbolos e osingredientes são,
e isso pode ser indicado de qualquer forma razoável.

Por exemplo um praticante da teoria dos modelos pode se referir à estrutura

〈R,+,−, ·, 0, 1,6〉.

Com um pouco de bom senso o leitor pode adivinhar que isso se refere à estrutura cujo
domı́nio é o conjunto dos números reais, com constantes0 e1 nomeando os números0
e1, um sı́mbolo de relação2-ária6 nomeando a relação6, sı́mbolos de função2-ária
+ e · nomeando adição e multiplicação respectivamente, e umsı́mbolo de função1-ária
nomeando a troca de sinal.

Assinaturas

A assinaturade uma estruturaA é especificada fornecendo-se

(1.5) o conjunto de constantes deA, e para cadan > 0, o conjunto de sı́mbolos de
relaçãon-ária e o conjunto de sı́mbolos de funçãon-ária deA.

Assumiremos que a assinatura de uma estrutura pode ser lida de forma única a partir
da estrutura.

O sı́mboloL será usado para representar assinaturas. Mais adiante eletambém
servirá para linguagens – pense na assinatura deA como uma espécie de linguagem ru-
dimentar para falar sobreA. SeA tem assinaturaL, dizemos queA é umaL-estrutura.

Uma assinaturaL sem sı́mbolos de constante or sı́mbolos de função é chamada
de umaassinatura relacional, e umaL-estrutura é chamada deestrutura relacional.
Uma assinatura sem sı́mbolos de relação às vezes é chamada deassinatura alǵebrica.

Exerćıcios para a seção 1.1
1. Segundo Tomaz de Aquino, Deus é uma estruturaG com três elementos ‘pater’, ‘ filius’ e
‘spiritus sanctus’, em uma assinatura consistindo de uma relação binária assimétrica (‘relatio
opposita’) R, lida como ‘relatio originis’. Tomaz de Aquino assevera também que os três ele-
mentos podem ser identificados univocamente em termos deRG. Deduza – como o fez Tomaz
de Aquino – que se os pares(pater, filius) e (pater, spiritus sanctus) estão emRG, então exata-
mente um dos pares(filius, spiritus sanctus) ou (spiritus sanctus, filius) pertence aRG.

2. SejaX um conjunto eL uma assinatura; escrevaκ(X,L) para designar o número deL-
estruturas distintas que têm domı́nioX. Mostre que seX é um conjunto finito entãoκ(X,L) é
ou finito ou no mı́nimo2ω.
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1.2 Homomorfismos e subestruturas

A seguinte definição tem o propósito de abarcar, de uma sóvez, virtualmente todas as
coisas que podem ser chamadas de ‘homomorfismos’ em qualquerramo de álgebra.

SejaL uma assinatura e sejamA eB L-estruturas. Por umhomomorfismof de
A paraB, em sı́mbolosf : A → B, queremos dizer uma funçãof de dom(A) para
dom(B) com as três seguintes propriedades.

(2.1) Para cada constantec deL, f(cA) = cB.

(2.2) Para cadan > 0 e cada sı́mbolo de relaçãon-áriaR deL e n-upla ā deA, se
ā ∈ RA entãofā ∈ RB.

(2.3) Para cadan > 0 e cada sı́mbolo de funçãon-ária F deL e n-upla ā deA,
f(FA(ā)) = FB(fā).

(Seā é (a0, . . . , an−1) entãofā significa(fa0, . . . , fan−1); cf. Nota sobre notação.)
Por umaimersão deA emB queremos dizer um homomorfismof : A → B que é
injetivo e satisfaz à seguinte versão mais forte de (2.2).

(2.4) Para cadan > 0, cada sı́mbolo de relaçãon-áriaR deL e cadan-upla ā deA,
ā ∈ RA ⇔ fā ∈ RB.

Um isomorfismoé uma imersão sobrejetora. Homomorfismosf : A→ A são chama-
dos deendomorfismosdeA. Isomorfismosf : A→ A são chamados deautomorfis-
mosdeA.

Por exemplo, seG eH são grupos ef : G→ H é um homomorfismo, então (2.1)
diz quef(1G) = 1H , e (2.3) diz que para todos os elementosa, b deG, f(a ·G b) =

f(a) ·H f(b) ef(a(−1)G

) = f(a)(−1)H

. Isso é exatamente o que diz a definição usual
de homomorfismo entre grupos. Cláusula (2.2) não adicionanada neste caso já que
não existem sı́mbolos de relação na assinatura. Pela mesma razão (2.4) é vácua para
grupos. Assim um homomorfismo entre grupos é uma imersão see somente se ele é
um homomorfismo injetivo.

Algumas vezes escrevemos1A para designar a função identidade sobre dom(A).
Claramente trata-se de um homomorfismo deA emA, na realidade um automorfismo
deA. Dizemos queA é isomorfa aB, em sı́mbolosA ∼= B, se existe um isomorfismo
deA paraB.

Os seguintes fatos são quase todos conseqüências imediatas das definições.

Teorema 1.2.1. SejaL uma assinatura.
(a) SeA, B, C sãoL-estruturas ef : A → B e g : B → C são homomorfismos,

ent̃ao a funç̃ao compostagf é um homomorfismo deA paraC. Se, ainda mais,f e g
são ambas imers̃oes ent̃aogf tamb́em oé.

(b) SeA eB são L-estruturas ef : A → B é um homomorfismo então 1Bf =
f = f1A.

(c) SejamA, B, C L-estruturas. Ent̃ao 1A é um isomorfismo. Sef : A → B
é um isomorfismo então a funç̃ao inversaf−1 : dom(B) → dom(A) existe eé um
isomorfismo deB paraA. Sef : A → B e g : B → C são isomorfismos então gf
tamb́em oé.

(d) A relaç̃ao∼= é uma relaç̃ao de equival̂encia sobre a classe deL-estruturas.
(e) SeA, B sãoL-estruturas,f : A → B é um homomorfismo e existem homo-

morfismosg : B → A e h : B → A tal quegf = 1A e fh = 1B, ent̃ao f é um
isomorfismo eg = h = f−1.
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Demonstraç̃ao. (e)g = g1B = gfh = 1Ah = h. Já quegf = 1A, f é uma imersão.
Dado quefh = 1B, f é sobrejetora. �

Subestruturas

SeA eB sãoL-estruturas com dom(A) ⊆ dom(B) e a função inclusãoi : dom(A) →
dom(B) for uma imersão, então dizemos queB é umaextens̃ao deA, ou queA é
umasubestrutura deB, em sı́mbolosA ⊆ B. Note que sei é a função inclusão
de dom(A) para dom(B), então a condição (2.1) acima diz quecA = cB para cada
constantec, condição (2.2) diz queRA = RB ∩ (domA)n para cada sı́mbolo de
relaçãoR, e finalmente condição (2.3) diz queFA = FB|(domA)n (a restrição de
FB a (domA)n) para cada sı́mbolo de funçãon-áriaF .

Quando é que um conjunto de elementos de uma estrutura formam o domı́nio de
uma subestrutura? O próximo lema nos dá um critério.

Lema 1.2.2. SejaB umaL-estrutura eX um subconjunto dedom(B). Ent̃ao as
seguintes condiç̃oes s̃ao equivalentes:

(a) X = dom(A) para algumA ⊆ B.

(b) Para toda constantec deL, cB ∈ X ; e para todon > 0, todo śımbolo de funç̃ao
n-ária F deL e todan-upla ā de elementos deX , FB(ā) ∈ X .

Se(a)e (b) se verificam, entãoA é univocamente determinada.

Demonstraç̃ao. Suponha que (a) se verifica. Então para toda constantec deL, cB =
cA pela condição (2.1); mascA ∈ dom(A) = X , logocB ∈ X . Igualmente, para cada
sı́mbolo de funçãon-áriaF deL e cadan-upla ā de elementos deX , ā é uman-upla
emA e por issoFB(ā) = FA(ā) ∈ dom(A) = X . Isto demonstra (b).

Reciprocamente, se (b) se verifica, então podemos definirA colocando dom(A) =
X , cA = cB para cada constantec deL, FA = FB|Xn para cada sı́mbolo de função
n-áriaF deL, eRA = RB ∩Xn para cada sı́mbolo de relaçãon-áriaR deL. Então
A ⊆ B; além do mais esta é a única definição possı́vel deA, dado queA ⊆ B e
dom(A) = X . �

SejaB umaL-estrutura eY um conjunto de elementos deB. Então segue-se
facilmente do Lema 1.2.2 que existe uma única subestuturaA deB cujo domı́nio inclui
Y ; chamamosA desubestrutura deB gerada por Y , ou aenvoltória deY emB,
em sı́mbolosA = 〈Y 〉B . ChamamosY de umconjunto de geradoresparaA. Uma
estruturaB é ditafinitamente geradaseB é da forma〈Y 〉B para algum conjunto
finito Y de elementos.

Quando o contexto permite, escrevemos simplesmente〈Y 〉 ao invés de〈Y 〉B. Às
vezes é conveniente listar os geradoresY como uma seqüênciāa; então escrevemos
〈ā〉B para designar〈Y 〉B.

Para muitos propósitos necessitaremos de saber a cardinalidade da estrutura〈Y 〉B.
Isto pode ser estimado como se segue. Definimos acardinalidade deL, em sı́mbolos
|L|, como sendo o menor cardinal infinito> ao número de sı́mbolos emL. (Na verdade
veremos no Exercı́cio 2.1.7 abaixo que|L| é igual ao número de fórmulas de primeira
ordem deL, a menos de escolha de variáveis; esta é uma razão pela qual |L| é tomada
como sendo infinita mesmo quandoL contém apenas um número finito de sı́mbolos.
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Advert ência. Ocasionalmente é importante saber que uma assinaturaL contém ape-
nas um número finito de sı́mbolos. Neste caso dizemos queL é finita , apesar da
definição que acabamos de dar para|L|. Veja Exercı́cio 6.

Teorema 1.2.3. SejaB umaL-estrutura eY um conjunto de elementos deB. Ent̃ao
|〈Y 〉B | 6 |Y | + |L|.

Demonstraç̃ao. Vamos construir〈Y 〉B explicitamente, portanto demonstrar sua
existência e unicidade ao mesmo tempo. Definimos um conjunto Ym ⊆ dom(B) para
cadam < ω, por indução sobrem:

Y0 = Y ∪ {cB : c uma constante deL},
Ym+1 = Ym ∪ {FB(ā) : para algumn > 0, F é um sı́mbolo de

funçãon-áriaL e ā é uman-upla de elementos deYm}.

Finalmente definimosX =
⋃

m<ω Ym. ClaramenteX satisfaz a condição (b) do Lema
1.2.2, logo pelo mesmo lema existe uma única subestruturaA deB comX = dom(A).
SeA′ é uma subestrutura qualquer deB comY ⊆ dom(A′), então por indução sobre
m vemos que cadaYm está incluı́do em dom(A′) (pela implicação (a)⇒(b) no Lema
1.2.2), e por issoX ⊆ dom(A′). Por conseguinteA é a menor (e única) subestrutura
deB cujo domı́nio incluiY , abreviadamenteA = 〈Y 〉B.

Agora vamos estimar a cardinalidade deA. Façaκ = |Y | + |L|. Claramente
|Y0| 6 κ. Para cadan fixo, seZ é um subconjunto de dom(B) de cardinalidade6 κ,
então o conjunto

{FB(ā) : F é um sı́mbolo de funçãon-áriaL e ā ∈ Zn}

tem cardinalidade no máximoκ · κn = κ, já queκ é infinito. Por conseguinte se
|Ym| 6 κ, então|Ym+1| 6 κ + κ = κ. Logo por indução sobrem, cada|Ym| 6 κ, e
portanto|X | 6 ω · κ = κ. Como|〈Y 〉B | = |X | por definição, isto prova o teorema.
�

Escolha de assinatura

Como dissemos anteriormente, um mesmo objeto matemático pode ser interpretado
como uma estrutura de diversas maneiras. A mesma função ourelação pode ser nome-
ada por diferentes sı́mbolos: por exemplo o elemento identidade em um grupo pode ser
chamadoe ou1. Nós também temos alguma escolha até mesmo sobre quais elementos,
funções ou relações devem ser nomeados. Um grupo certamente deveria ter um nome
como· para a operação de produto; dever-se-ia também ter nomescomo−1 e 1 para o
inverso e a identidade? Que tal[ , ] para o comutador,[a, b] = a−1b−1ab?

Um princı́pio geral saudável é aquele que diz que, quando as coisas são iguais,
assinaturas devem ser escolhidas de tal forma que as noções de homomorfismo e su-
bestrutura concordem com as noções usuais para os ramos relevantes da matemática.

Por exemplo no caso de grupos, se a única operação nomeadaé o produto·, então
as subestruturas de um grupo serão seus subsemigrupos, fechados sob· mas não neces-
sariamente contendo inversos ou identidade. Se nomeamos· e a identidade1, então as
subestruturas serão os submonóides. Para assegurar que subestrutura coincide com sub-
grupo, precisamos também de introduzir um sı́mbolo para−1. Dado que os sı́mbolos
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para· e −1 são incluı́dos, obterı́amos exatamente as mesmas subestruturas e homo-
morfismos se também incluı́ssemos um sı́mbolo para o comutador; a maior parte dos
teóricos de modelos usam a lâmina de Ockham e o deixam de fora.

Portanto para algumas classes de objetos existe uma escolhanatural de assinatura.
Para grupos a escolha natural é nomear·, 1 (oue) e−1; chamamos esta deassinatura
de grupos. Sempre assumiremos (a menos que algo seja dito em contrário) que anéis
têm um1. Portanto a escolha natural de assinatura para anéis é nomear+, −, ·, 0 e
1; chamamos esta deassinatura de ańeis. A assinatura de ordenaç̃oes parciaistem
apenas o sı́mbolo6. A assinatura de reticuladostem apenas∧ e∨.

E se quiséssemos adicionar novos sı́mbolos, por exemplo nomear um determinado
elemento? As próximas definições tratam dessa situação.

Reduç̃ao e expans̃ao

Suponha queL− e L+ são assinaturas, eL− é um subconjunto deL+. Então seA
é umaL+-estrutura, podemos tornarA umaL−-estrutura simplesmente esquecendo
os sı́mbolos deL+ que não estão emL−. (Não removemos qualquer elemento deA,
embora alguns elementos constantes emA podem deixar de ser elementos constantes
na nova estrutura.) AL−-estrutura resultante é chamada deL−-reduto deA ou o
reduto deA paraL−, em sı́mbolosA|L−. Sef : A→ B é um homomorfismo deL+-
estruturas, então a mesma funçãof é também um homomorfismof : A|L− → B|L−

deL−-estruturas.
QuandoA é umaL+-estrutura eC é o seuL−-reduto, dizemos queA é umaex-

pans̃aodeC paraL+. Em geralC pode ter muitas expansões distintas paraL+ diferen-
tes. Há uma notação útil embora imprecisa para expansões. Suponha que os sı́mbolos
que estão emL+ mas não estão emL− sejam as constantesc, d e um sı́mbolo de função
F ; entãocA, dA são respectivamente elementosa, b deA, eFA é alguma operaçãof
sobre dom(A). Escrevemos:

(2.5) A = (C, a, b, f)

para expressar queA é uma expansão deC obtida pela adição de sı́mbolos para nomear
a, b ef . A notação é imprecisa porque ela não diz quais sı́mbolos são usados para no-
meara, b ef respectivamente; mas frequentemente a escolha de sı́mbolos é irrelevante
ou óbvia a partir do contexto.

Exerćıcios para a seção 1.2
1. Verifique todas as partes do Teorema 1.2.1.

2. SejaL uma assinatura eK uma classe deL-estruturas. Suponha queA e B estão emK ,
e que para toda estruturaC emK existem homomorfismos únicosf : A → C e g : B → C.
Mostre que existe um único isomorfismo deA paraB.

3. SejamA,B L-estruturas,X um subconjunto de dom(A) ef : 〈X〉A → B eg : 〈X〉A → B
homomorfismos. Mostre que sef |X = g|X entãof = g.

4. Demonstre a seguinte afirmação, na qual todas as estruturas são supostasL-estruturas para
alguma assinatura fixaL.

(a) Todo homomorfismof : A→ C pode ser fatorado comof = hg para algum homomor-
fismo sobrejetorg : A→ B e extensãoh : B → C:
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A única estruturaB é chamada deimagem de g, im g para abreviar. Generalizando, dize-
mos que umaL-estruturaB é umaimagem homoḿorfica deA se existe um homomorfismo
sobrejetorg : A→ B.

(b) Toda imersãof : A → C pode ser fatorada comof = hg ondeg é uma extensão eh
é um isomorfismo.Trata-se de uma pequena parte da teoria de conjuntos que frequentemente é
varrida para baixo do tapete. Ela diz que quando tivermos umaimersão deA emC, podemos
assumir queA é uma subestrutura deC. A imersão dos racionais nos reais é um exemplo fami-
liar.

5. SejamA e B L-estruturas comA uma subestrutura deB. Uma retração deB paraA é
um homomorfismof : B → A tal quef(a) = a para todo elementoa deA. Mostre que (a)
sef : B → A é uma retração, entãof2 = f , (b) seB é umaL-estrutura qualquer ef é um
endomorfismo deB tal quef2 = f , entãof é uma retração deB para uma subestruturaA de
B.

6. SejaL uma assinatura finita sem sı́mbolos de função. (a) Mostre que todaL-estrutura fi-
nitamente gerada é finita. (b) Mostre que para cadan < ω existem, a menos de isomorfismo,
apenas um número finito deL-assinaturas de cardinalidaden.

7. Mostre que podemos definir a assinatura de corpos de tal forma que subestrutura = subcorpo,
e homomorfismo = imersão de corpos, desde que façamos0−1 = 0. A maioria dos matemáticos
parecem resistir a isso, daı́ o costume normal é dar a corposa mesma assinatura que se dá a
anéis.

8. Muitos teóricos de modelos requerem que o domı́nio de qualquer estrutura seja não-vazio.
Como isso afetaria o Lema 1.2.2 e a definição de〈Y 〉B?

9. Dê um exemplo de uma estrutura de cardinalidadeω2 que tenha uma subestrutura de car-
dinalidadeω mas nenhuma subestrutura de cardinalidadeω1.

1.3 Termos e f́ormulas atômicas

No Capı́tulo 2 vamos introduzir um número de linguagens formais para falar deL-
estruturas. Todas essas linguagens serão construı́das a partir de fórmulas atômicas de
L, que agora devemos definir.

Cada fórmula atômica será uma cadeia de sı́mbolos incluindo os sı́mbolos deL.
Como os sı́mbolos emL podem ser quaisquer tipos de objeto e não necessariamente
expressões escritas, a idéia de uma ‘cadeia de sı́mbolos’tem que ser tomada com uma
pitada de codificação em teoria dos conjuntos.

Termos

Toda linguagem tem um estoque devari áveis. São sı́mbolos escritosv, x, y, z, t, x0,
x1, etc., e um dos seus propósitos é servir como rótulos temporários para elementos
de uma estrutura. Qualquer sı́mbolo pode ser usado como uma variável, desde que
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ele ainda não tenha sido usado para algo diferente. A escolha de variáveis nunca é
importante, e para os propósitos teóricos muitos teóricos de modelos as restringem às
expressões do tipov0, v1, v2, . . . com números naturais ou ordinais como ı́ndices.

Ostermosda assinaturaL são cadeias de sı́mbolos definidos como se segue (onde
assume-se que os sı́mbolos ‘(’, ‘ )’ e ‘ ,’ não ocorrem em qualquer outra parte deL –
daqui por diante observações como esta não serão mais levantadas).

(3.1) Toda variável é um termo deL.

(3.2) Toda constante deL é um termo deL.

(3.3) Sen > 0, F é um sı́mbolo de funçãon-ária deL e t1, . . . , tn são termos deL
então a expressãoF (t1, . . . , tn) é um termo deL.

(3.4) Nada mais é um termo deL.

Um termo é ditofechado(cientistas da computação dizembásico) se nenhuma variável
ocorre nele. Acomplexidadede um termo é o número de sı́mbolos ocorrendo nele,
contando cada ocorrência separadamente. (O que é importante é que set ocorre como
parte des entãos tem complexidade maior que a det.)

Se introduzimos um termot comot(x̄), isto sempre significará quēx é uma seqüência
(x0, x1, . . .), possivelmente infinita, de variáveis distintas, e toda variável que ocorre
emt está entre as variáveis em̄x. Mais adiante no mesmo contexto poderemos escrever
t(s̄), ondes̄ é uma seqüência de termos(s0, s1, . . .); entãot(s̄) denota o termo obtido a
partir det colocando-ses0 no lugar dex0, s1 no lugar dex1, etc., ao longo do termot.
(Por exemplo, set(x, y) é o termoy+x, entãot(0, 2y) é o termo2y+0 e(t(t(x, y), y)
é o termoy + (y + x).)

Para fazer com que variáveis e termos representem elementos de uma estrutura,
usamos a seguinte convenção. Sejat(x̄) um termo deL, ondex̄ = (x0, x1, . . .). Seja
A umaL-estrutura ēa = (a0, a1, . . .) uma seqüência de elementos deA; assumimos
queā é pelo menos tão longa quantox̄. EntãotA(ā) (ou tA[ā] quando precisarmos de
uma notação mais diferenciada) é definido como sendo o elemento deA que é nomeado
por t quandox0 é interpretado como um nome dea0, e x1 como um nome dea1, e
assim por diante. Mais precisamente, usando indução sobre a complexidade det,

(3.5) set é a variávelxi, entãotA[ā] éai,

(3.6) set é uma constantec entãotA[ā] é o elementocA,

(3.7) set é da formaF (s1, . . . , sn) onde cadasi é um termosi(x̄), entãotA[ā] é o
elementoFA[s1

A[ā], . . . , sn
A[ā]).

(Cf. (1.2), (1.4) acima.) Set é um termo fechado entãōa não tem qualquer efeito, e aı́
escrevemos simplesmentetA para designartA[ā].

Fórmulas atômicas

As fórmulas atômicasdeL são as cadeias de sı́mbolos dadas por (3.8) e (3.9) abaixo.

(3.8) Ses e t são termos deL, então a cadeias = t é uma fórmula atômica deL.

(3.9) Sen > 0, R é um sı́mbolo de relaçãon-ária deL e t1, . . . , tn são termos deL
então a expressãoR(t1, . . . , tn) é uma fórmula atômica deL.
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(Note que o sı́mbolo ‘=’ não é suposto ser um sı́mbolo de relação na assinatura.) Uma
sentença at̂omicadeL é uma fórmula atômica na qual não ocorrem variáveis.

Tal qual no caso dos termos, se introduzimos uma fórmula atˆomicaφ comoφ(x̄),
entãoφ(s̄) denota a fórmula atômica obtida a partir deφ colocando-se termos da
seqüênciās no lugar de todas as ocorrências das variáveis correspondentes dēx.

Se as variáveis̄x em uma fórmula atômicaφ(x̄) são interpretadas como nomes de
elementos̄a em uma estruturaA, entãoφ faz um enunciado sobreA. O enunciado
pode ser verdadeiro ou falso. Se for verdadeiro, dizemos queφ é verdadeiro de ā em
A, ou quēa satisfazφ emA, em sı́mbolos

A � φ[ā] ou equivalentemente A � φ(ā).

Podemos dar uma definição formal a esta relação�. Sejaφ(x̄) uma fórmula atômica
deL comx̄ = (x0, x1, . . .). SejaA umaL-estrutura ēa uma seqüência(a0, a1, . . .) de
elementos deA; vamos assumir quēa é pelo menos tão longa quantox̄. Então

(3.10) seφ é a fórmulas = t ondes(x̄), t(x̄) são termos, entãoA � φ[ā] ssesA[ā] =
tA[ā],

(3.11) seφ é a fórmulaR(s1, . . . , sn) ondes1(x̄), . . ., sn(x̄) são termos, entãoA � φ[ā]
sse an-upla ordenada(s1A[ā], . . . , sn

A[ā]) pertence aRA.

(Cf. (1.3) acima.) Quandoφ é uma sentença atômica, podemos omitir a seqüênciaā e
escrever simplesmenteA � φ no lugar deA � φ[ā].

Dizemos queA é um modelo de φ, ou queφ é verdadeiro emA, seA � φ.
QuandoT é um conjunto de sentenças atômicas, dizemos queA é ummodelo deT
(em sı́mbolos,A � T ) isA é um modelo de toda sentença atômica emT .

Teorema 1.3.1. SejamA eB L-estruturas ef uma funç̃ao dedom(A) paradom(B).
(a) Sef é um homomorfismo então, para todo termot(x̄) deL e upla ā deA,

f(tA[ā]) = tB [fā].
(b) f é um homomorfismo se e somente se, para toda fórmula at̂omicaφ(x̄) deL e

upla ā deA,

(3.12) A � φ[ā] ⇒ B � φ[fā].

(c) f é uma imers̃ao se e somente se, para toda fórmula at̂omicaφ(x̄) deL e upla
ā deA,

(3.13) A � φ[ā] ⇔ B � φ[fā].

Demonstraç̃ao. (a) pode ser facilmente demonstrado por indução sobre a complexi-
dade det, usando (3.5)–(3.7).

(b) Suponha inicialmente quef é um homomorfismo. Como um exemplo tı́pico,
suponha queφ(x̄) éR(s, t), ondes(x̄) et(x̄) são termos. AssumaA � φ[ā]. Então por
(3.11) nós temos

(3.14) (sA[ā], tA[ā]) ∈ RA.

Então pela parte (a) e pelo fato de quef é um homomorfismo (ver (2.2) acima),

(3.15) (sB[fā], tB[fā]) = (f(sA[ā]), f(tA[ā])) ∈ RB.

LogoB � φ[fā] por (3.11) novamente. Essencialmente a mesma demonstraç˜ao funci-
ona para toda fórmula atômicaφ.
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Para a recı́proca, novamente tomamos um exemplo tı́pico. Assuma que (3.12) se
verifica para toda sentença atômicaφ e seqüências̄a. Suponha que(a0, a1) ∈ RA.
Então escrevendōa no lugar de(a0, a1), nós temosA � R(x0, x1)[ā]. Então (3.12)
implica queB � R(x0, x1)[fā], que devido a (3.11) implica que(fa0, fa1) ∈ RB

como requerido. Por conseguintef é um homomorfismo.
(c) é demonstrado como (b), mas usando (2.4) no lugar de (2.2). �

Uma variante do Teorema 1.3.1(c) é frequentemente útil. Por umafórmula atômica
negadadeL queremos dizer uma cadeia¬φ ondeφ é uma fórmula atômica deL. Le-
mos o sı́mbolo¬ como ‘não’ e definimos

(3.16) ‘A � ¬φ[ā]’ se verifica sse ‘A � φ[ā]’ não se verifica.

ondeA é umaL-estrutura qualquer,φ é uma fórmula atômica ēa é uma seqüência de
A. Um literal é uma fórmula atômica ou uma fórmula atômica negada; ele é umliteral
fechadose não contém variáveis.

Corolário 1.3.2. SejamA eB L-estruturas ef uma funç̃ao dedom(A) paradom(B).
Entãof é uma imers̃ao se e somente se, para todo literalφ(x̄) deL, e seq̈uênciaā de
A,

(3.17) A � φ[ā] ⇒ B � φ[fā].

Demonstraç̃ao. Imediata de (c) do teorema e (3.16). �

A álgebra de termos

O oráculo délfico dizia ‘Conhece-te a ti mesmo’. Termos podem fazer isso – eles po-
dem descrever a si próprios. SejaL uma assinatura qualquer eX um conjunto de
variáveis. Definimos áalgebra de termos deL com baseX como sendo a seguinte
L-estruturaA. O domı́nio deA é o conjunto de todos os termos deL cujas variáveis
estão emX . Colocamos

(3.18) cA = c para cada constantec deL,

(3.19) FA(t̄) = F (t̄) para cada sı́mbolo de funçãon-áriaF deL e
n-upla t̄ de elementos de dom(A),

(3.20) RA é vazio para cada sı́mbolo de relaçãoR deL.

A álgebra de termos deL com baseX é também conhecida como aL-estrutura ab-
solutamente livre com baseX .

Exerćıcios para a seção 1.3
1. SejaB umaL-estrutura eY um conjunto de elementos deB. Mostre que〈Y 〉B consiste
daqueles elementos deB que têm a formatB [̄b] para algum termot(x̄) deL e alguma uplāb de
elementos deY . [Use a construção de〈Y 〉B definida na demonstração do Teorema 1.2.3.]

2. (a) Set(x, y, z) é F (G(x, z), x), que sãot(z, y, x), t(x, z, z), t(F (x,x), G(x, x), x),
t(t(a, b, c), b, c)?
(b) SejaA a estrutura〈N,+, ·, 0, 1〉 ondeN é o conjunto de números naturais0, 1, . . . . Seja
φ(x, y, z, u) a fórmula atômicax + z = y · u e sejat(x, y) o termoy · y. Quais das seguintes
relações se verificam?A � φ(0, 1, 2, 3); A � φ[1, 5, tA[4, 2], 1]; A � φ[9, 1, 16, 25]; A �
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φ[56, tA[9, tA[0, 3]], tA[5, 7], 1]. [Respostas:F (G(z, x), z), F (G(x, z), x), F (G(F (x,x), x),
F (x, x)), F (G(F (G(a, c), a), c), F (G(a, c), a)); não, sim, sim, não.]

3. SejaA umaL-estrutura,̄a = (a0, a1, . . .) uma seqüência de elementos deA e s̄ = (s0, s1, . . .)
uma seqüência de termos fechados deL tal que, para cadai, sA

i = ai. Mostre que (a) para cada
termot(x̄) deL, t(s̄)A = tA[ā], (b) para cada fórmula atômicaφ(x̄) deL, A � φ(s̄) ⇔ A �

φ[ā].

4. SejamA e B L-estruturas,̄a uma seqüência de elementos que geramA e f uma função
de dom(A) para dom(B). Mostre quef é um homomorfismo se e somente se para toda fórmula
atômicaφ(x̄) deL,A � φ[ā] implicaB � φ[fā].

5. (Lema da leitura única). SejaL uma assinatura et um termo deL. Mostre quet pode ser
construı́do de uma única forma. [Em outras palavras, (a) set é uma constante entãot também
não é da formaF (s̄), (b) set é F (s0, . . . , sm−1) eG(r0, . . . , rn−1) entãoF = G, m = n

e para cadai < n, si = ri. Para cada ocorrênciaσ de um sı́mbolo emt, defina#(σ) como
sendo o número de ocorrências de ‘(’ à esquerda deσ, menos o número de ocorrências de ‘)’ à

esquerda deσ; use#(σ) para identificar as vı́rgulas relacionadas comF emt.]

6. SejaA a álgebra de termos deL com baseX. Mostre que para cada termot(x̄) deL e
cada uplās de elementos de dom(A), tA[s̄] = t(s̄).

7. SejamA a álgebra de termos de assinaturaL com baseX, eB umaL-estrutura qualquer.
Mostre que para cada funçãof : X → dom(B) existe um único homomorfismog : A → B
que concorda comf emX. Mostre também que set(x̄) é um termo qualquer em dom(A) então
tB [fx̄] = g(t).

1.4 Par̂ametros e diagramas

As convenções para interpretar variáveis são algumas das mais partes mais aborrecidas
da teoria dos modelos. Podemos evitá-las, a um certo preço. Ao invés de interpretar
uma variável como um nome de um elementob, podemos adicionar uma nova constante
parab à assinatura. O preço que pagamos é que a linguagem muda toda vez que um
outro elemento é nomeado. Quando constantes são adicionadas à assinatura, as novas
constantes e os elementos que elas nomeiam são chamados deparâmetros.

Suponha por exemplo queA é umaL-estrutura,̄a é uma seqüência de elementos
deA, e desejamos nomear os elementos emā. Então escolhemos uma seqüênciac̄ de
novos sı́mbolos de constante distintos, do mesmo comprimento queā, e formamos a
assinaturaL(c̄) pela adição das constantesc̄ a L. Na notação de (2.5),(A, ā) é uma
L(c̄)-estrutura, e cada elementoai é c(A,ā)i .

Igualmente seB é uma outraL-estrutura ēb é uma seqüência de elementos deB de
mesmo comprimento quēc, então existe umaL(c̄)-estrutura(B, b̄) na qual estas mes-
mas constantesci nomeiam os elementos deb̄. O próximo lema é sobre esta situação.
Vem direto das definições, é frequentemente utilizado deforma silenciosa.

Lema 1.4.1. SejamA,B L-estruturas e suponha que(A, ā), (B, b̄) sãoL(c̄)-estrutu-
ras. Ent̃ao um homomorfismof : (A, ā) → (B, b̄) é a mesma coisa que um homomor-
fismof : A → B tal quefā = b̄. Igualmente uma imersão f : (A, ā) → (B, b̄) é a
mesma coisa que uma imersãof : A→ B tal quefā = b̄.

�
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Na situação acima, set(x̄) é um termo deL entãotA[ā] e t(c̄)(A,ā) são o mesmo
elemento; e seφ(x̄) é uma fórmula atômica entãoA � φ[ā] ⇔ (A, ā) � φ(c̄). Estas
duas notações – o colchete e a notação de parâmetro – servem o mesmo propósito, e é
um peso sobre a paciência de qualquer um manter as duas separadas. O seguinte meio-
termo funciona bem na prática. Usamos elementosai comoconstantes nomeando a si
próprias. A assinatura expandida é entãoL(ā), e escrevemostA(ā) eA � φ(ā) com a
consciência leve. Deve-se tomar cuidado quandoā contém repetições, ou quando duas
L(c̄)-estruturas separadas estão sob discussão. Por seguranc¸a retenho a notação com
os colchetes durante as próximas seções.

Sejaā a seqüência de elementos deA. Dizemos quēa geraA, em sı́mbolosA =
〈ā〉A, seA é gerada pelo conjunto de todos os elementos emā. Suponha queA é uma
L-estrutura,(A, ā) é umaL(c̄)-estrutura ēa geraA. Então (cf. Exercı́cio 1 adiante)
todo elemento deA é da format(A,ā) para algum termo fechadot deL(c̄); logo todo
elemento deA tem um nome emL(c̄). O conjunto de todos os literais fechados de
L(c̄) que são verdadeiros em(A, ā) é chamado dediagrama (de Robinson) deA,
em sı́mbolos diag(A). O conjunto de todas as sentenças atômicas deL(c̄) que são
verdadeiras em(A, ā) é chamado dediagrama positivodeA, em sı́mbolos diag+(A).

Note que diag(A) e diag+(A) não são univocamente determinados, porque em ge-
ral existem muitas maneiras de escolherā e c̄ tal queā geraA. Mas isso nunca tem
grande importância. Existe sempre ao menos uma escolha possı́vel deā e c̄: simples-
mente liste todos os elementos deA sem repetição.

Diagramas e diagramas positivos devem ser pensados como umageneralização das
tabelas de multiplicação de grupos. Se conhecemos diag(A) ou diag+(A), conhecemos
A a menos de isomorfismo. O nome ‘diagrama’ é devido a Abraham Robinson, que foi
o primeiro praticante da teoria dos modelos a usar diagramassistematicamente.́E um
nome um pouco infeliz, porque nos convida a fazer uma confus˜ao com diagramas no
sentido de figuras com flechas, como em teoria das categorias.Na verdade o próximo
resultado, que deveremos usar várias vezes, é sobre diagramas em ambos os sentidos.

Lema 1.4.2 (Lema do diagrama). Sejam A e B L-estruturas, c̄ uma
seq̈uência de constantes, e(A, ā) e (B, b̄) L(c̄)-estruturas. Ent̃ao (a)e (b) são equiva-
lentes.
(a)Para toda sentença atômicaφ deL(c̄), se(A, ā) � φ ent̃ao (B, b̄) � φ.
(b) Existe um homomorfismof : 〈ā〉A → B tal quefā = b̄.
O homomorfismof em(b) é único se ele existe;́e uma imers̃ao se e somente se
(c) para toda sentença atômicaφ deL(c̄), (A, ā) � φ ⇔ (B, b̄) � φ.

Demonstraç̃ao. Assuma (a). Dado que a função inclusão imerge〈ā〉A emA, o te-
orema 1.3.1(c) diz que em (a) podemos substituirA por 〈ā〉A. Logo, sem perda de
generalidade, podemos supor queA = 〈ā〉A. Pelo Lema 1.4.1, para demonstrar (b)
basta encontrar um homomorfismof : (A, ā) → (B, b̄). Definimosf como se segue.
Comoā geraA, cada elemento deA é da format(A,ā) para algum termo fechadot de
L(c̄). Faça

(4.1) f(t(A,ā)) = t(B,b̄).

A definição é segura, já ques(A,ā) = t(A,ā) implica que(A, ā) � s = t, logo(B, b̄) �

s = t por (a) e por issos(B,b̄) = t(B,b̄). Entãof é um homomorfismo por (a) e
pelo Teorema 1.3.1(b), o que demonstra (b). Já que qualquerhomomorfismof de
(A, ā) para(B, b̄) deve satisfazer (4.1),f é único em (b). A recı́proca (b)⇒(a) segue
imediatamente do Teorema 1.3.1(b).
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O argumento para imersões e (c) é semelhante, usando Teorema 1.3.1(c). �

O Lema 1.4.2 não menciona diagramas de Robinson diretamente, por isso deixe-
me tornar a conexão explı́cita. Suponha queā geraA. Então a implicação (a)⇒(b)
no lema diz queA pode ser mapeado homomorficamente para um reduto deB sempre
queB � diag+(A). Da mesma forma a última parte do lema diz que seB � diag(A)
entãoA pode ser imerso em um reduto deB.

Exerćıcios para a seção 1.4
1. SejaB umaL-estrutura. Sēb é uma seqüência de elementos deB e c̄ são parâmetros tais que
(B, b̄) é umaL(c̄)-estrutura, demonstre que〈b̄〉B consiste daqueles elementos deB que têm a
format(B,b̄) para algum termo fechadot deL(c̄).

2. SejamA, B L-estruturas ēa uma seqüência de elementos deA. Sejag uma função dos
elementos dēa para dom(B) tal que para toda sentença atômicaφ deL(ā), (A, ā) � φ implica
(B, gā) � φ. Mostre queg tem uma única extensão para um homomorfismog′ : 〈ā〉A → B.
(Na prática toma-se frequentementeg eg′ como idênticos.)

3. Sejam(A, ā) e(B, b̄)L(c̄)-estruturas que satisfazem exatamente às mesmas sentenças atômicas
deL(c̄). Suponha também que asL-estruturasA eB são geradas por̄a, b̄ respectivamente. Mos-
tre que existe um homomorfismof : A→ B tal quefā = b̄.

1.5 Modelos can̂onicos

Na seção anterior vimos como se pode traduzir qualquer estrutura em um conjunto de
sentenças atômicas. Acontece que existe um bom caminho devolta: podemos converter
qualquer conjunto de sentenças atômicas em uma estrutura.

SejaL uma assinatura,A umaL-estrutura eT o conjunto de todas as sentenças
atômicas deL que são verdadeiras emA. EntãoT tem as duas seguintes propriedades:

(5.1) Para todo termo fechadot deL, a sentença atômicat = t
pertence aT .

(5.2) Seφ(x) é uma fórmula atômica deL e a equaçãos = t pertence a
T , entãoφ(s) ∈ T se e somente seφ(t) ∈ T .

Qualquer conjuntoT de sentenças atômicas que satisfaça (5.1) e (5.2) será chamado de
=-fechado(emL).

Lema 1.5.1. SejaT um conjunto=-fechado de sentenças atômicas deL. Ent̃ao existe
umaL-estruturaA tal que
(a)T é o conjunto de todas as sentenças atômicas deL que s̃ao verdadeiras emA,
(b) todo elemento deA é da formatA para algum termo fechadot deL.

Demonstraç̃ao. SejaX o conjunto de todas os termos fechados deL. Definimos a
relação∼ sobreX da seguinte forma

(5.3) s ∼ t sse s = t ∈ T .

Afirmamos que∼ é uma relação de equivalência. (i) Por (5.1),∼ é reflexiva. (ii)
Suponha ques ∼ t; entãos = t ∈ T . Mas seφ(x) é a fórmulax = s, entãoφ(s) é
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s = s que pertence aT por (5.1); logo por (5.2),T também contémφ(t), que ét = s.
Por conseguintet ∼ s. (iii) Suponha ques ∼ t e t ∼ r. Então sejaφ(x) a fórmula
s = x. Por hipótese ambasφ(t) e t = r estão emT , logo por (5.2)T também contém
φ(r), que és = r. Por conseguintes ∼ r. Isto prova a afirmação.

Para cada termo fechadot sejat∼ a classe de equivalência det sob∼, e sejaY
o conjunto de todas as classes de equivalênciat∼ com t ∈ X . Definiremos umaL-
estruturaA com dom(A) = Y .

Primeiramente, para cada constantec deL colocamoscA = c∼. Depois, se0 <
n < ω eF é um sı́mbolo de funçãon-ária deL, definimosFA por

(5.4) FA(s0
∼, . . . , sn−1

∼) = (F (s0, . . . , sn−1))
∼.

É preciso verificar se (5.4) é uma definição segura. Suponha quesi ∼ ti para cada
i < n. Então através den aplicações de (5.2) à sentençaF (s0, . . . , sn−1) = F (s0, . . . ,
sn−1), que pertence aT por (5.1), chegamos à conclusão que a equaçãoF (s0, . . . , sn−1)
= F (t0, . . . , tn−1) pertence aT . Por conseguinteF (s0, . . . , sn−1)

∼ = F (t0, . . . ,
tn−1)

∼. Isto demonstra que a definição (5.4) é segura.
Finalmente definimos a relaçãoRA, ondeR é um sı́mbolo de relaçãon-ária qual-

quer deL, por

(5.5) (s0
∼, . . . , sn−1

∼) ∈ RA sse R(s0, . . . , sn−1) ∈ T .

(5.5) é justificada da mesma maneira que (5.4), e ela completa a descrição daL-
estruturaA.

Agora é fácil provar por indução sobre a complexidade det, usando (3.6) e (3.7) da
seção 1.3, que para todo termo fechadot deL,

(5.6) tA = t∼.

Logo inferimos que ses e t são termos fechados quaisquer deL então

(5.7) A � s = t ⇔ sA = tA ⇔ s∼ = t∼ ⇔ s = t ∈ T .

Juntamente com um argumento semelhante para sentenças atˆomicas da formaR(t0, . . . ,
tn−1), usando (3.11) da seção 1.3, isto demonstra queT é o conjunto de todas as
sentenças atômicas deL que são verdadeiras emA. Também por (5.6) todo elemento
deA é da formatA para algum termo fechadot deL. �

Agora seT é um conjunto qualquer de sentenças atômicas deL, existe pelo menos
um conjuntoU de sentenças atômicas deL que contémT e é=-fechado emL. Cha-
mamosU de=-fechodeT emL. QualquerL-estrutura que é um modelo deU tem
que ser também um modelo deT já queT ⊆ U .

Teorema 1.5.2. Para qualquer assinaturaL, seT é um conjunto de sentenças atômicas
deL ent̃ao existe umaL-estruturaA tal que
(a)A � T ,
(b) todo elemento deA é da formatA para algum termo fechadot deL,
(c) seB é umaL-estrutura eB � T ent̃ao existe uḿunico homomorfismof : A→ B.

Demonstraç̃ao. Aplique o lema ao=-fechoU deT para obter aL-estruturaA. Então
(a) e (b) são óbvios. AgoraA = 〈∅〉A por (b). Logo (c) seguirá do lema do diagrama
(Lema 1.4.2) se pudermos mostrar que toda sentença atômica que é verdadeira emA é
verdeira em todos os modelosB deT . Pela escolha deA, toda sentença verdadeira em
A pertence aU . O conjunto de todas as sentenças atômicas que são verdadeiras em um
modeloB deT é um conjunto=-fechado contendoT , logo ele deve conter o=-fecho
deT , que éU . �
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Pela cláusula (c), o modeloA deT no Teorema 1.5.2 é único a menos de isomor-
fismo. (Veja Exercı́cio 1.2.2) Chamamos esse modelo demodelo can̂onicodeT . Note
que ele será aL-estrutura vazia se e somente seL não tem sı́mbolos de constante.

Algumas vezes – por exemplo em programação em lógica – não se inclui equações
como fórmulas atômicas. Nessa situação o modelo canônico é ainda mais fácil de
construir, porque não existe a necessidade de fatorar uma relação de equivalência. Por
isso obtemos o que ficou conhecido como ouniverso de Herbrandde um conjunto de
sentenças atômicas.

Aqui vai um exemplo no extremo oposto, onde todas as sentenças atômicas são
equações.

Exemplo 1: Adicionando ráızes de polin̂omios a um corpo. SejaF um corpo e
p(X) um polinômio irredutı́vel sobreF no indeterminadoX . Podemos considerar
F [X ] como uma estrutura na assinatura de anéis com constantes adicionadas paraX e
todos os elementos deF . SejaT o conjunto de todas as equações que são verdadeiras
emF [X ]. (Por exemplo sea é b · (c + d) emF [X ], entãoT contém a equação ‘a =
b · (c + d)’. Além disso anéis satisfazem a lei1 · x = x, logo T contém a equação
1 · t = t para todo termo fechadot.) EntãoT é um conjunto de sentenças atômicas,
e a equação ‘p(X) = 0’ é uma outra sentença atômica. SejaC o modelo canônico do
conjuntoT ∪ {p(X) = 0}. EntãoC é uma imagem homomórfica deF [X ], porque ele
é um modelo deT e todo elemento é nomeado por um termo fechado. Em particular
C é um anel; além do mais ‘p(X) = 0’ se verifica emC, e por isso todo elemento do
idealI emF [X ] gerado porp(X) vai a0 emC. Sejaθ uma raiz qualquer dep; então
a extensão de corpoF [θ] é um modelo deT ∪{p(X) = 0} também, comX lido como
sendo um nome paraθ. Pelo Teorema 1.5.2(c),F [θ] é uma imagem homomórfica de
C. ComoF [θ] = F [X ]/I, segue-se queC é isomorfa aF [θ].

Exerćıcios para a seção 1.5

1. Mostre que a propriedade de ser=-fechado não é alterada se modificarmos ‘se e somente se’
em (5.2) por ‘se. . . então’.

2. SejaT um conjunto de literais fechados de uma assinaturaL. Mostre que (a) é equiva-
lente a (b).
(a) AlgumaL-estrutura é um modelo deT .
(b) Se¬φ é uma sentença atômica negada emT , entãoφ não pertence ao=-fecho do conjunto
de sentenças atômicas emT .

3. SejaT um conjunto finito de literais fechados de uma assinaturaL. Mostre que o item
(a) do Exercı́cio 2 é equivalente a (c) AlgumaL-estrutura finita é um modelo deT .
[Suponha queA � T . SejaX o conjunto de todos os termos fechados que ocorrem como par-
tes das sentenças emT , incluindo aqueles que ocorrem dentro de outros termos. Escolha um
a0 ∈ dom(A). Defina uma estruturaA′ com domı́nio{tA : t ∈ X} ∪ {a0} tal queA′

� T .]

Leitura adicional

Leitores que sentirem necessidade de uma base mais sólida em lógica elementar se
darão conta de que existem diversos textos excelentes disponı́veis. Para nomear dois:

Cori, R. e Lascar, D.,Logique Math́ematique, cours et exercices. Paris Masson
1994 (dois volumes).
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Ebbinghaus, H. D., Flum, J. & Thomas, W.Mathematical logic. New York:
Springer-Verlag, 1984.

Dois artigos interessantes sobre a base histórica e filosófica de teoria dos modelos são
os seguintes:

Demopoulos, W. Frege, Hilbert, and the conceptual structure of model theory.
History and Philosophy of Logic, 15 (1994), 211–225.

Hintikka, J. On the development of the model-theoretical tradition in logical the-
ory. Synthese, 77 (1988), 1–16.



Caṕıtulo 2

Classificando estruturas

I must get into this stone world now.
Ratchel, striae, relationships of tesserae,
Inumerable shades of grey ...
I try them with the old Norn words – hraun
Duss, rønis, queedaruns, kollyarum ...

Hugh MacDiarmid, On a raised beach

Agora que temos estruturas bem à nossa frente, a necessidade mais premente é começar
a classificá-las e classificar suas caracterı́sticas. Classificar é uma espécie de definir.
A maior parte das classificações matemáticas é feita poraxiomas ou pela definição de
equações – em breve, por fórmulas. Este capı́tulo poderia ter sido intitulado ‘A teoria
elementar da classificação matemática por fórmulas’.

Observe três maneiras pelas quais os matemáticos usam fórmulas. Primeiro, um
matemático escreve a equação ‘y = 4x2’. Ao escrever esta equação nomeia-se um
conjunto de pontos no plano, i.e. um conjunto de pares ordenados de números reais.
Como diria um praticante da teoria dos modelos, a equaçãodefine uma relaç̃ao2-ária
sobre os reais. Estudamos este tipo de definição na seção 2.1.

Ou, em segundo lugar, um matemático escreve as leis
(*) Para todosx, y ez, x 6 y ey 6 z implicax 6 z;

para todosx ey, exatamente um destes se verifica:x 6 y, ou
y 6 x, oux = y.

Ao fazer istonomeia-se uma classe de relações, a saber aquelas relações6 para as
quais (*) é verdadeira. A seção 2.2 lista mais alguns exemplos deste tipo de nomeação.
Tais exemplos cobrem a maioria dos ramos de álgebra.

Terceiro, um matemático define umhomomorfismode um grupoG para um grupo
H como sendo uma função deG paraH tal quex = y · z implicaf(x) = f(y) · f(z).
Aqui a equaçãox = y · z define uma classe de funções. Veja seção 2.5 para mais
exemplos.

Muitos dos fundadores da teoria dos modelos quiseram entender como a linguagem
funciona em matemática, e como ela deveria fazê-lo. (Pode-se mencionar Frege, Pa-
doa, Russell, Gödel e Tarski entre outros.) Mas um ramo bem sucedido da matemática
necessita mais que apenas um desejo de corrigir e catalogar as coisas.́E necessário um
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programa de problemas que sejam interessantes e não tão difı́ceis de resolver. O pri-
meiro programa sistemático da teoria dos modelos ficou conhecido como ‘eliminação
de quantificadores’. Seu propósito era encontrar, em qualquer situação matemática
concreta, o conjunto mais simples de fórmulas que daria todas as classificações de que
se precisa. Thoralf Skolem pôs esse programa em andamento em 1919. Um subproduto
recente do programa é o estudo de unificação em ciência dacomputação.

2.1 Subconjuntos defińıveis

Começamos com uma única estruturaA. Quais são os conjuntos interessantes de ele-
mentos deA? Generalizando, quais são as relações interessantes sobre os elementos
deA?

Exemplo 1: Curvas alǵebricas. Considere o corpoR dos reais como uma estrutura.
Uma curva algébrica no plano real é um conjunto de pares ordenados de elementos de
R dado pela equaçãop(x, y) = 0, ondep é um polinômio com coeficientes emR. A
parábolay = x2 é talvez o exemplo mais citado; esta equação pode ser escrita sem
nomear qualquer elemento deR como parâmetro.

Exemplo 2: Conjuntos recursivos de ńumeros naturais. Para isto usamos a estrutura
N = (ω, 0, 1,+, ·, <) de números naturais. Qualquer subconjunto recursivoX deω
pode ser definido, por exemplo, por um algoritmo para verificar se um dado número
pertence aX . Mas, diferentemente do Exemplo 1, a definição geralmenteserá muito
mais complicada para ser escrita como uma fórmula atômica. Não há necessidade
de usar parâmetros neste caso, já que todo elemento deN é nomeado por um termo
fechado da assinatura deN.

Exemplo 3: Componentes conexos de grafos. SejaG um grafo como no Exemplo
1 da seção 1.1, eg um elemento deG. O componente conexodeg emG é o menor
conjuntoY de vértices deG tal que (1)g ∈ Y e (2) sea ∈ Y e a está ligado ab
por uma aresta, entãob ∈ Y . Esta descrição defineY , usandog como um parâmetro.
Porém novamente não existe, em geral, qualquer esperança de expressar a definição
como uma fórmula atômica. Também será provavelmente irremediável tentar definirY
sem mencionar qualquer elemento como um parâmetro.

Descreveremos algumas relações simples sobre uma estrutura, e então descrevere-
mos como gerar relações mais complicadas a partir delas. Cada relação definı́vel será
definida por uma fórmula, e a fórmula mostrará como a relac¸ão é construı́da a partir de
relações mais simples.

Tal abordagem paga dividendos de várias formas. Primeiro,as fórmulas dão uma
forma de descrever as relações. Segundo, podemos demonstrar teoremas sobre todos os
conjuntos definı́veis usando a indução sobre a complexidade das fórmulas que os defi-
nem. Terceiro, podemos demonstrar teoremas sobre aquelas relações que são definidas
por fórmulas de determinados tipos (tal como por exemplo naseção 2.4 adiante).

Para o nosso ponto de partida, tomamos as relações expressas por fórmulas atômicas.
Um pouco de notação será útil aqui. Dada umaL-estruturaA e uma fórmula atômica
φ(x0, . . . , xn−1) deL, escrevemosφ(An) para designar o conjunto den-uplas{ā :
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A � φ(ā)}. Por exemplo seR é um sı́mbolo de relação da assinaturaL, então a relação
RA é da formaφ(An): tomeφ(x0, . . . , xn−1) como sendo a fórmulaR(x0, . . . , xn−1).

Permitimos parâmetros também. Sejaψ(x0, . . . , xn−1, ȳ) uma fórmula atômica de
L e b̄ uma upla deA. Entãoψ(An, b̄) representa o conjunto{ā;A � ψ(ā, b̄)}. Por
exemplo seA consiste dos números reais eψ(x, y) é a fórmulax > y, entãoψ(A, 0) é
o conjunto de todos os reais positivos.

Para construir relações mais complicadas, introduzimosuma linguagem formal
L∞ω baseada na assinaturaL, como se segue. (Continue lendo por mais umas duas
páginas para ver o que os ı́ndices∞ eω significam.)

Construindo uma linguagem

SejaL uma assinatura. A linguagemL∞ω será infinitária, o que significa que algumas
de suas fórmulas serão infinitamente longas. Trata-se de uma linguagem no sentido
formal ou no sentido da teoria dos conjuntos. Os sı́mbolos deL∞ω são aqueles deL
juntamente com alguns sı́mbolos lógicos, variáveis e sinais de pontuação. Os sı́mbolos
lógicos são os seguintes:

(1.1) = ‘igual’,
¬ ‘não’,
∧

‘e’,
∨

‘ou’,
∀ ‘para todo elemento ...’,
∃ ‘existe um elemento ...’.

Definimos ostermos, as fórmulas atômicas e os literais de L∞ω como sendo os
mesmos deL. A classe defórmulas deL∞ω é definida como sendo a menor classeX
tal que

(1.2) todas as fórmulas atômicas deL estão emX ,

(1.3) seφ pertence aX então a expressão¬φ pertence aX ,
e seΦ ⊆ X então as expressões

∧

Φ e
∨

Φ estão ambas emX ,

(1.4) seφ pertence aX ey é uma variável então∀yφ e∃yφ estão
ambas emX .

As fórmulas que fazem parte da construção de uma fórmulaφ são chamadas desubfór-
mulasdeφ. A fórmulaφ é considerada uma subfórmula de si própria; suassubfórmu-
las próprias são todas as suas subfórmulas exceto ela própria.

Os quantificadores∀y (‘para todoy’) e ∃y (‘existe y’) ligam variáveis tal qual
em lógica elementar. Assim como em lógica elementar, podemos distinguir entre
ocorrências livres e ocorrências ligadas de variáveis.As vari áveis livres de uma
fórmula φ são aquelas que têm ocorrências livres emφ. Algumas vezes vamos in-
troduzir uma fórmulaφ comoφ(x̄), para uma seqüência de variáveisx̄; isto significa
que as variáveis em̄x são todas distintas, e as variáveis livres deφ todas pertencem āx.
Entãoφ(s̄) representa a fórmula que obtemos a partir deφ colocando os termossi no
lugar das ocorrências livres das variáveis correspondentesxi. Isto extende a notação
que introduzimos na seção 1.3 para fórmulas atômicas.

Igualmente, para umaL-estrutura qualquerA e uma seqüênciāa de elementos de
A, extendemos a notação ‘A � φ[ā]’ ou ‘A � φ(ā)’ (‘ ā satisfazφ emA’) a todas as
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fórmulasφ(x̄) deL∞ω como se segue, por indução sobre a construção deφ. Estas
definições têm o propósito de adequar os significados intuitivos dos sı́mbolos dados
em (1.1) acima.

(1.5) Seφ é atômica, então ‘A � φ[ā]’ se verifica ou não tal qual
em (3.10) e (3.11) da seção 1.3

(1.6) A � ¬φ[ā] sse não é verdade queA � φ[ā].

(1.7) A �
∧

Φ[ā] sse para toda fórmulaψ(x̄) ∈ Φ,A � ψ[ā].

(1.8) A �
∨

Φ[ā] sse para ao menos uma fórmulaψ(x̄) ∈ Φ, A � ψ[ā].

(1.9) Suponha queφ é∀yψ, ondeψ éψ(y, x̄). EntãoA � φ[ā] sse
para todo elementob deA, A � ψ[b, ā].

(1.10) Suponha queφ é∃yψ, ondeψ éψ(y, x̄). EntãoA � φ[ā] sse
para ao menos um elementob deA, A � ψ[b, ā].

Sex̄ é uman-upla de variáveis,φ(x̄, ȳ) é uma fórmula deL∞ω e b̄ é uma seqüência de
elementos deA cujo comprimento casa com o deȳ, escrevemosφ(An, b̄) para designar
o conjunto{ā : A � φ(ā, b̄)}. Entãoφ(An, b̄) é arelação definida emA pela fórmula
φ(x̄, ȳ).

Exemplo 3continuaç̃ao. x0 pertence ao mesmo componente deg sex0 é g oux0 é
ligado por alguma aresta ag (em sı́mbolosR(x0, g)), ou existex1 tal queR(x0, x1)
eR(x1, g), ou existemx1 ex2 tais queR(x0, x1), R(x1, x2) eR(x2, g), ou . . . . Em
outras palavras, o componente conexo deg é definido pela fórmula

(1.11)
∨

({x0 = g}∪{∃x1 . . .∃xn
∧

({R(xi, xi+1) : i < n}∪{R(xn, g)}) : n < ω})

com parâmetrog. A fórmula (1.11) não é fácil de ler, mas é bem precisa.

Nı́veis de linguagem

Podemos definir acomplexidadede uma fórmulaφ, comp(φ), de tal forma que ela
seja maior que a complexidade de qualquer subfórmula própria deφ. Usando ordinais,
uma possı́vel definição é

(1.12) comp(φ) = sup{comp(ψ) + 1: ψ é uma subfórmula própria deφ}.

Mas a noção exata de complexidade nunca tem grande importˆancia. O que importa
mesmo é que agora seremos capazes de demonstrar teoremas sobre as relações de-
finı́veis emL∞ω, usando indução sobre a complexidade das fórmulas que asdefinem.

Na verdade a complexidade nem sempre é a medida mais útil. Os ı́ndices∞ω suge-
rem uma outra classificação. O segundo ı́ndice,ω, significa que podemos por apenas
um número finito de quantificadores em cascata. Seguindo o mesmo raciocı́nio,L∞0

é a linguagem que consiste daquelas fórmulas deL∞ω nas quais não aparece qual-
quer quantificador; chamamos tais fórmulas delivre-de-quantificador. Toda fórmula
atômica é livre-de-quantificador. (Logo as curvas do Exemplo 1 acima foram definidas
por fórmulas livres-de-quantificador.)

O primeiro ı́ndice∞ significa que podemos juntar um número arbitrário de fórmulas
através de

∧

ou
∨

. A linguagem de primeira ordemdeL, em sı́mbolosLωω, con-
siste das fórmulas nas quais

∧

e
∨

são usadas apenas para juntar um número finito
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de fórmulas a cada vez, de tal forma que a fórmula inteira éfinita. Generalizando, se
κ é um cardinal regular qualquer (tal como o primeiro cardinal incontávelω1), então
Lκω é o mesmo queL∞ω exceto que

∧

e
∨

são usados apenas para juntar menos que
κ fórmulas a cada vez. Por exemplo a fórmula (1.11) pertencea Lω1ω, já que

∨

é
tomado sobre um conjunto contável e

∧

é tomado sobre conjuntos finitos.
Desta maneira podemos escolher várias linguagens menoresdentro deL∞ω, sele-

cionando subclasses da classe de fórmulas deL∞ω. Na verdadeL∞ω propriamente
dita é grande demais para o uso no dia-a-dia; a maior parte deste livro diz respeito ao
nı́vel de primeira ordemLωω, fazendo incursões ocasionais emLω1ω.

UsaremosL como um sı́mbolo para linguagens assim como para assinaturas. Como
uma linguagem determina sua assinatura, não há ambigüidade se falarmos sobreL-
estruturas para uma linguagemL. Além disso seL é uma linguagem de primeira
ordem, está claro o que se quer dizer porL∞ω, Lκω etc.; estas são as linguagens infi-
nitárias que extendemL. Se um conjuntoX de parâmetros é adicionado aL, formando
uma nova linguagemL(X), vamos nos referir às fórmulas deL(X) comoas fórmulas
deL com parâmetros deX .

SejaL uma linguagem de primeira ordem eA umaL-estrutura. Seφ(x̄) é uma
fórmula de primeira ordem, então um conjunto de relações da formaφ(An) é ditode-
finı́vel em primeira ordem sem par̂ametros, ou mais abreviadamente∅-definı́vel
(pronuncia-se ‘zero-definı́vel’). Um conjunto ou relação da formaψ(An, b̄), onde
ψ(x̄, ȳ) é uma fórmula de primeira ordem ēb é uma upla de algum conjuntoX de
elementos deA, é ditoX-definı́veledefinı́vel em primeira ordem com par̂ametros.
(Quando as pessoas dizem simplesmente ‘definı́vel em primeira ordem’, é preciso ve-
rificar se se permite parâmetros. Alguns permitem, outros não.)

As seguintes abreviações são padrão:

(1.13) x 6= y para¬x = y
(φ1 ∧ . . . ∧ φn) para

∧

{φ1, . . . , φn} (conjunção finita),
(φ1 ∨ . . . ∨ φn) para

∨

{φ1, . . . , φn} (disjunção finita),
∧

i∈I

φi para
∧

{φi : i ∈ I},

∨

i∈I

φi para
∨

{φi : i ∈ I},

(φ→ ψ) para(¬φ) ∨ ψ (‘seφ entãoψ’),
(φ↔ ψ) (φ→ ψ) ∧ (ψ → φ) (‘φ sseψ’),
∀x1 . . . xn ou∀x̄ para∀x1 . . . ∀xn,
∃x1 . . . xn ou∃x̄ para∃x1 . . . ∃xn,
⊥ para

∨

∅ (disjunção vazia, falso sempre).

Convenções normais para ignorar parênteses estão valendo: os parênteses mais exter-
nos em(φ∧ψ) e (φ∨ψ) podem ser omitidos quando→ ou↔ aparece imediatamente
fora destes parênteses. Dessa maneiraφ∧ψ → χ sempre significa(φ∧ψ) → χ, e não
φ ∧ (ψ → χ).

Com estas convenções, a fórmula (1.11) seria normalmente escrita

(1.14) x0 = g ∨
∨

n<ω

∃x1 . . . xn

((

∧

i<n

R(xi, xi+1)

)

∧R(xn, g)

)

,

que é um pouco mais fácil de ler.
A famı́lia de linguagens que diferem entre si apenas pela assinatura é chamada de

uma lógica. Dessa maneira alógica de primeira ordemconsiste de todas as lingua-
gensLωω ondeL varia sobre todas as assinaturas.
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Observaç̃oes sobre varíaveis

Estaremos principalmente interessados em fórmulasφ(x0, . . . , xn−1) com apenas um
número finito de variáveis. Toda fórmula de primeira ordem tem um número finito de
variáveis, dado que tem comprimento apenas finito.

Dizemos que duas fórmulasφ(x0, . . . , xn−1) eψ(y0, . . . , yn−1) sãoequivalentes
naL-estruturaA seφ(An) = ψ(An), ou equivalentemente, seA � ∀x̄(φ(x̄) ↔ ψ(x̄)).
Dessa maneira duas fórmulas são equivalentes emA se e somente se elas definem a
mesma relação emA. Igualmente conjuntos de fórmulasΦ(x̄) eΨ(ȳ) sãoequivalentes
emA se

∧

Φ(An) =
∧

Ψ(An).
É claro que tais definições dependem da listagem das variáveis. Por exemplo se

φ(x, y) eψ(y, x) são ambasx < y, então não devemos esperar queφ(x, y) seja equi-
valente aψ(y, x), poisψ(A2) seráφ(A2) de trás para frente.

A fórmulaφ(x0, . . . , xn−1) e a fórmulaφ(y0, . . . , yn−1) são equivalentes em qual-
quer estrutura. Igualmente∀yR(x, y) é equivalente a∀zR(x, z). Dessa maneira temos
um número demasiado grande de fórmulas tentando fazer o mesmo trabalho. Para eli-
minar o excesso, diremos que uma fórmula é umavariante de uma outra fórmula se as
duas fórmulas diferem apenas na escolha de variáveis, i.e. se cada uma pode ser obtida
a partir da outra por uma substituição consistente de variáveis.

A relação ‘variante de’ é uma relação de equivalênciasobre a classe das fórmulas.
Tomaremos sempre acardinalidade de uma linguagem de primeira ordemL, |L|,
como sendo o número de classes de equivalência de fórmulas deL sob a relação ‘va-
riante de’. Isto está de acordo com a definição de|L| para uma assinaturaL dada na
seção 1.2; veja o Exercı́cio 7 adiante.

Tais problemas maçantes de sintaxe têm de fato uma conseq¨uência importante.
Numa dada estruturaA, duas fórmulas de primeira ordem podem definir a mesma
relação; portanto a famı́lia de relações definı́veis emprimeira ordem sobreA pode ser
muito menos rica que a linguagem usada para definı́-las. Comopoderemos dizer exata-
mente quais são as relações definı́veis em primeira ordemsobreA? Não há ferramental
uniforme para responder a esta questão; frequentemente seleva meses de pesquisa e
inspiração. Fecho a seção com dois tipos bem diferentesde exemplo.

Poucos subconjuntos defińıveis: minimalidade

Lema 2.1.1. SejaL uma assinatura,A umaL-estrutura,X um conjunto de elemen-
tos deA e Y uma relaç̃ao sobredom(A). Suponha queY é defińıvel por alguma
fórmula de assinaturaL com par̂ametros deX . Ent̃ao para todo automorfismof de
A, sef fixa X ponto-a-ponto (i.e.f(a) = a para todoa emX), ent̃ao f fixa Y
conjunto-a-conjunto (i.e. para todo elementoa deA, a ∈ Y ⇔ fa ∈ Y ).

Demonstraç̃ao. Para fórmulas deL∞ω isto pode ser demonstrado por indução sobre
sua complexidade; veja o Exercı́cio 8. Porém apelo ao leitor que veja o lema como
uma idéia luminosa sobre estrutura matemática, que deve se aplicar igualmente bem a
fórmulas de outras lógicas fora do âmbito deL∞ω. �

Por exemplo, temos o seguinte.

Teorema 2.1.2. SejaL a assinatura vazia eA umaL-estrutura tal queA é simples-
mente um conjunto. SejaX um subconjunto qualquer deA, e sejaY um subconjunto
dedom(A) queé defińıvel emA por uma f́ormula de alguma ĺogica de assinaturaL,
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usando par̂ametros deX . Ent̃ao Y é um subconjunto deX ou o complemento em
dom(A) de um subconjunto deX .

Demonstraç̃ao. Imediata a partir do lema. �

Note que nesse teorema, todos os subconjuntos finitos deX e seus complementos
emA podem ser definidos por fórmulas de primeira ordem com parâmetros emX . O
conjunto{a0, . . . , an−1} é definido pela fórmulax = a0 ∨ . . . ∨ x = an−1 (que é⊥
se o conjunto é vazio); negue essa fórmula para obter a definição do complemento.

A situação no Teorema 2.1.2 é mais comum do que se pode esperar. Dizemos que
uma estruturaA é minimal seA é infinita mas os únicos subconjuntos de dom(A)
que são definı́veis em primeira ordem com parâmetros são finitos ou cofinitos (i.e.
complementos de conjuntos finitos). Generalizando, um conjuntoX ⊆ dom(A) que
é definı́vel em primeira ordem com parâmetros é ditominimal seX é infinito, e para
todo conjuntoZ que é definı́vel em primeira ordem emA com parâmetros, ouX ∩ Z
é finito, ouX\Z é finito. Veja seção 9.2 adiante.

Muitos subconjuntos defińıveis: aritmética

Os subconjuntos definı́veis dos números naturais têm sidoanalisados bem de perto,
devido a sua importância para a teoria da recursão.

TomamosN como no Exemplo 2; sejaL sua assinatura. Escrevemos(∀x < y)φ,
(∃x < y)φ como abreviações para∀x(x < y → φ) e∃x(x < y ∧ φ) respectivamente.
Os quantificadores(∀x < y) e (∃x < y) são ditoscotados. Definimos a hierarquia de
fórmulas de primeira ordem deL, como se segue.

(1.15) Uma fórmula de primeira ordem deL é considerada uma
fórmulaΠ0

0, ou equivalentemente uma fórmulaΣ0
0,

se todos os quantificadores são cotados.

(1.16) Uma fórmula é considerada uma fórmulaΠ0
k+1 se ela é da forma

∀x̄ψ para alguma fórmulaΣ0
k ψ. (A upla x̄ pode ser vazia.)

(1.17) Uma fórmula é considerada uma fórmulaΣ0
k+1 se ela é da forma

∃x̄ψ para alguma fórmulaΠ0
k ψ. (A upla x̄ pode ser vazia.)

Logo por exemplo uma fórmulaΣ0
3 consiste de três blocos de quantificadores,∃x̄∀ȳ∃z̄,

seguidos de uma fórmula com apenas quantificadores cotados. Pelo fato de se permi-
tir que os blocos sejam vazios, toda fórmulaΠ0

k também é uma fórmulaΣ0
k+1 e uma

fórmulaΠ0
k+1; as classes mais altas reúnem as classes mais baixas.

Sejax̄ a seqüência(x0, . . . , xn−1). Um conjuntoR den-uplas de números naturais
é chamado de relaçãoΠ0

k (respectivamente, uma relaçãoΣ0
k) se ele é da formaφ(Nn)

para alguma fórmulaΠ0
k (respectivamente, alguma fórmulaΣ0

k) φ(x̄). Dizemos queR
é uma relação∆0

k seR é tanto uma relaçãoΠ0
k quanto uma relaçãoΣ0

k. Uma relação é
ditaaritm éticase ela éΣ0

k para algumk (daı́ as relações aritméticas serem exatamente
as definı́veis em primeira ordem).

Intuitivamente a hierarquia mede quantas vezes temos que percorrer todo o con-
junto dos números naturais se quisermos verificar atravésde (1.5)–(1.10) se uma upla
particular pertence à relaçãoR. Um teorema importante de Kleene diz que as relações
∆0

1 são exatamente as relações recursivas, e as relaçõesΣ0
1 são exatamente as relações
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recursivamente enumeráveis. Um outro teorema de Kleene diz que para cadak < ω
existe uma relaçãoR que éΣ0

k+1 mas que não éΣ0
k, nem éΠ0

k. Dessa forma a hierar-
quia continua crescendo.

Exerćıcios para a seção 2.1

1. Exibindo fórmulas apropriadas, demonstre que o conjunto de números pares é um conjunto
Σ0

0 emN. Mostre o mesmo para o conjunto de números primos.

2. SejaA a ordem parcial (em uma assinatura com6) cujos elementos são os inteiros posi-
tivos, comm 6A n ssem dividen. (a) Mostre que o conjunto{1} e o conjunto dos números
primos são ambos∅-definı́veis emA. (b) Um númeron é livre-de-quadrado se não existe
número primop tal quep2 divide n. Mostre que o conjunto de números livres-de-quadrado é
∅-definı́vel emA.

3. SejaA o grafo cujos vértices são todos os conjuntos{m, n} de exatamente dois números
naturais, coma ligado ab ssea ∩ b 6= ∅ ∧ a 6= b. Mostre queA não é minimal, mas tem um
número infinito de subconjuntos minimais.

UmaL-estrutura é ditaO-minimal (leia ‘Oh-minimal’ – o O é para Ordenação) seL contém
um sı́mbolo6 que ordena linearmentedom(A) de tal forma que todo subconjunto dedom(A)
que é definı́vel em primeira ordem com parâmetros é uma união de um número finito de inter-
valos das formas(a, b), {a}, (−∞, b), (a,∞) ondea, b são elementos deA. Uma teoria é
O-minimal se todos os seus modelos o são.
4. SejaA uma ordenação linear com o tipo-ordem dos racionais (vejaExemplo 2 da seção 1.1
para a assinatura). Mostre queA é O-minimal. [Use Lema 2.1.1; Exemplo 3 na seção 3.2 pode
ajudar.]

5. SejaA um espaço vetorial de dimensão infinita sobre um corpo finito. Mostre queA é
minimal, e que os únicos conjuntos∅-definı́veis emA são∅, {0} e dom(A). No Exercı́cio
2.7.9 vamos remover a condição de que o corpo de escalares ´e finito.

6. (Compartilhamento de tempo com fórmulas). Sejamx̄ umak-upla de variáveis eφ(x̄, ȳ)
(i < n) fórmulas de uma linguagem de primeira ordemL. Mostre que existe uma fórmula
ψ(x̄, ȳ, w̄) deL tal que para todaL-estruturaA com pelo menos dois elementos, e toda uplaā
emA, o conjunto de todas as relações da formaψ(Ak, ā, b̄) comb̄ emA é exatamente o conjunto
de todas as relações da formaφi(A

k, ā) com i < n. [Sejaw̄ a seqüência(w0, . . . , wn) e faça
com queψ(Ak, ā, c0, . . . , cn) sejaφi(A

k, ā) quandocn = ci e cn 6= cj (i 6= j).]

7. Mostre que seL é uma linguagem de primeira ordem então|L| é igual aω + (o número
de sı́mbolos na assinatura deL).

8. Demonstre o Lema 2.1.1 para fórmulas deL∞ω com um número finito de variáveis, por
indução sobre a complexidade das fórmulas.

9. SejaL a assinatura de grupos abelianos ep um número primo. SejaA a soma direta de
um número infinito de cópias deZ(p2), o grupo cı́clico de ordemp2. Mostre que (a) o subgrupo
de elementos de ordem6 p é∅-definı́vel e minimal, (b) o conjunto de elementos de ordemp2 é
∅-definı́vel mas não é minimal.

10. SejaG um grupo, e chamemos um subgrupoH dedefinı́vel seH é definı́vel em primeira
ordem emG com parâmetros. Suponha queG satisfaz a condição de cadeia descendente sobre
grupos definı́veis de ı́ndice finito emG. Mostre que existe um único subconjunto minimal de-
finı́vel de ı́ndice finito emG. Mostre que esse subgrupo é na verdade∅-definı́vel, e deduza que
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ele é um subgrupo caracterı́stico deG. Esse subgrupo é conhecido comoG◦, por analogia com
o componente conexoG◦ em um grupo algébrico – que é na verdade um caso especial.

2.2 Classes defińıveis de estruturas

Até meados dos anos 1920, linguagens formais eram na sua maior parte usadas de uma
forma puramente sintática, ou para falar sobre conjuntos erelações definı́veis em uma
única estrutura. A principal exceção era a geometria, onde Hilbert e outros tinham
usado axiomas formais para classificar estruturas geométricas. Hoje em dia sabe-se
muito bem que podemos classificar estruturas perguntando que axiomas formais são
verdadeiros nelas – e portanto podemos falar emclasses defińıveis(ou axiomatiźaveis)
de estruturas. Teoria dos modelos estuda tais classes.

Começamos com algumas definições. Umasentençáe uma fórmula sem qualquer
variável livre. Umateoria é um conjunto de sentenças. (Estritamente dever-se-ia dizer
‘classe’, já que uma teoria emL∞ω poderia ser uma classe própria. Porém normal-
mente teorias são conjuntos.)

Seφ é uma sentença deL∞ω eA é umaL-estrutura, então as cláusulas (1.5)–(1.10)
na seção anterior definem uma relação ‘A � φ[ ]’, i.e. ‘a seqüência vazia satisfazφ em
A’, tomandōa como sendo a seqüência vazia. Omitimos[ ] e escrevemos simplesmente
‘A � φ’. Dizemos queA é ummodelodeφ, ou queφ é verdadeira emA quando
‘A � φ’ se verifica. Dada uma teoriaT emL∞ω, dizemos queA é ummodelo deT ,
em sı́mbolosA � T , seA é um modelo de todas as sentenças deT .

SejaT uma teoria emL∞ω e K uma classe deL-estruturas. Dizemos queT axi-
omatiza K, ou queT é um conjunto de axiomasparaK, seK é a classe de todas
asL-estruturas que são modelos deT . Obviamente isto determinaK univocamente, e
dessa forma podemos escreverK = Mod(T ) para indicar queT axiomatizaK. Note
queT também é uma teoria emL+

∞ω ondeL+ é qualquer assinatura contendoL, e que
Mod(T ) emL+ é uma classe diferente de Mod(T ) emL. Logo a noção de ‘modelo de
T ’ depende da assinatura. Mas podemos deixar que o contexto determine a assinatura;
se nenhuma assinatura for mencionada, escolha a menorL tal queT pertença aL∞ω.

Igualmente seT é uma teoria, dizemos que uma teoriaU axiomatiza T (ou é
equivalente aT ) se Mod(U) = Mod(T ). Em particular seA é umaL-estrutura e
T é uma teoria de primeira ordem, dizemos queT axiomatizaA se as sentenças de
primeira ordem verdadeiras emA são exatamente aquelas que são verdadeiras em todo
modelo deT . (A próxima seção examinará essa noção mais de perto.)

SejaL uma linguagem eK uma classe deL-estruturas. Definimos aL-teoria de
K, ThL(K), como sendo o conjunto (ou classe) de todas as sentençasφ deL tal que
A � φ para toda estruturaA em K. Omitimos o ı́ndiceL quandoL é de primeira
ordem: ateoria deK, Th(K), é o conjunto de todas as sentenças deprimeira ordem
que são verdadeiras em toda estrutura emK.

Dizemos queK é L-definı́vel seK é a classe de todos os modelos de alguma
sentença emL. Dizemos queK é L-axiomatizável, ou L-definı́vel generalizado,
seK é a classe de modelos de alguma teoria emL. Por exemploK é definı́vel em
primeira ordem seK é a classe de modelos de alguma sentença de primeira ordem,
ou equivalentemente, de algum conjunto finito de sentençasde primeira ordem. Note
queK é definı́vel em primeira ordem generalizado se e somente seK é a classe de
todas asL-estruturas que são modelos de Th(K).

Classes definı́veis em primeira ordem e axiomatizáveis em primeira ordem são
também conhecidas como classes EC e EC∆ respectivamente. O E é para Elementar e
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o delta para Interseção (cf. Exercı́cio 2 adiante – a palavra em alemão para interseção
é Durchschnitt).

Quando se escreve teorias, não há prejuı́zo em usar abreviações matemáticas, desde
que elas possam ser vistas como abreviações de termos genuı́nos ou fórmulas. Por
exemplo escrevemos

(2.1) x+ y + z para (x+ y) + z,
x− y para x+ (−y),
n para 1 + . . .+ 1 (n vezes), onden é um

inteiro positivo,

nx para























x+ . . .+ x(n vezes) onden é um
inteiro positivo,

0 onden é0,
−(−n)x onden é um

inteiro negativo,
xy para x · y,
xn para x . . . x (n vezes), onden é um

inteiro positivo,
x 6 y para x < y ∨ x = y,
x > y para y 6 x.

A seguinte notação é útil; ela nos permite dizer ‘Existem exatamenten elementosx
tais que. . .’, paran < ω. Sejaφ(x, z̄) uma fórmula. Então defina∃>nxφ (‘Pelo me-
nosn elementosx satisfazemφ’) como se segue, por indução sobren.

(2.2) ∃>0xφ é ∀x x = x.
∃>1xφ é ∃xφ.
∃>n+1xφ é ∃x(φ(x, z̄) ∧ ∃>ny(φ(y, z̄) ∧ y 6= x)) (paran > 1).

Então colocamos∃6nxφ para¬∃>n+1xφ, e finalmente∃=nxφ é ∃>nxφ ∧ ∃6nxφ.
Logo por exemplo a sentença de primeira ordem∃=nxx = x expressa que existem
exatamenten elementos.

Axiomas para estruturas particulares

Até mesmo em geometria, axiomas foram primeiramente usados para descrever uma
estrutura particular, e não para definir uma classe de estruturas. Quando uma teoriaT
é escrita de forma a descrever uma estrutura particularA, dizemos queA é omodelo
pretendido deT . Frequentemente acontece – como aconteceu com a geometria –que
as pessoas decidem se interessar também pelos modelos não-pretendidos.

Exemplo 1: A álgebra de termos. SejaL uma assinatura algébrica,X um conjunto
de variáveis eA a álgebra de termos deL com baseX (veja seção 1.3). Então podemos
descreverA através do conjunto de todas as sentenças das seguintes formas.

(2.3) c 6= d ondec, d são constantes distintas.
(2.4) ∀x̄F (x̄) 6= c ondeF é um sı́mbolo de função ec uma constante.
(2.5) ∀x̄ȳF (x̄) 6= G(ȳ) ondeF ,G são sı́mbolos de função distintos.

(2.6) ∀x0 . . . xn−1y0 . . . yn−1F (x0 . . . xn−1) = F (y0 . . . yn−1) →
∧

i<n

xi = yi).
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(2.7) ∀x0 . . . xn−1t(x0 . . . xn−1) 6= xi ondei < n e t é um termo qualquer
contendoxi mas distinto dexi.

(2.8) [Use este axioma apenas quandoL é finita.] Escreva Var(x) para
a fórmula

∧

{x 6= c : c é uma constante deL} ∧
∧

{∀ȳx 6= F (ȳ) :
F um sı́mbolo de função deL}. Então seX tem

cardinalidaden, adicionamos o axioma∃>nxVar(x).
SeX é infinito, adicionamos um número infinito de axiomas
∃>nxVar(x) (n > ω).

Esses axiomas são todos de primeira ordem. Cada um deles dizalgo que é obviamente
verdadeiro deA.

Pode-se demonstrar que esses axiomas (2.3)–(2.8) axiomatizamA. (Isto de forma
alguma é óbvio. Veja seção 2.7 adiante). Infelizmente eles não bastam para caracteri-
zar a estruturaA propriamente dita, sequer a menos de isomorfismo. Por exemplo seja
L a assinatura que consiste de um sı́mbolo de função1-áriaF e uma constantec, e seja
X o conjunto vazio. Então (2.3)–(2.8) reduzem ao seguinte.

(2.9) ∀xF (x) 6= c. ∀xy(F (x) = F (y) → x = y).
∀xF (F (F (. . . (F (x) . . .) 6= x (para qualquer número positivo deFs).
∀x(x = c ∨ ∃yx = F (y)).

Podemos obter um modeloB de (2.9) tomando o modelo pretendidoA e adicionando
todos os inteiros como novos elementos, colocandoFB(n) = n+1 para cada inteiron:

(2.10)

c
◦ −−

F
◮−− ◦ −−

F
◮−− ◦ −−◮−−−

−−
F
◮−− ◦ −−

F
◮−− ◦ −−

F
◮−− ◦ −−

F
◮−− ◦ −−◮ −−

Esse modeloB claramente não é isomorfo aA. Pode-se pensar em novos elemen-
tos deB como termos que podem ser analisados em termos menores indefinidamente.

Exemplo 2: Os axiomas de Peano de primeira ordem. Este é um outro exemplo de
uma teoria de primeira ordem com um modelo pretendido. Gödel estudou uma variante
muito próxima dele. Para ele trata-se de um conjunto de sentenças que eram verdadei-
ras da estrutura dos números naturaisN (cf. Exemplo 2 na seção 2.1); seu Teorema da
Incompletude diz que a teoria falha em axiomatizarN.

(2.11) ∀xx + 1 6= 0.
(2.12) ∀xy(x + 1 = y + 1 → x = y).
(2.13) ∀z̄(φ(0, z̄) ∧ ∀x(φ(x, z̄) → φ(x+ 1, z̄)) → ∀xφ(x, z̄))

para cada fórmula de primeira ordemφ(x, z̄).
(2.14) ∀xx + 0 = x; ∀xy x+ (y + 1) = (x+ y) + 1.
(2.15) ∀xx · 0 = 0; ∀xy x · (y + 1) = x · y + x.
(2.16) ∀x¬(x < 0); ∀xy(x < (y + 1) ↔ x < y ∨ x = y).

A cláusula (2.13) é um exemplo de umesquema de axioma, i.e. um conjunto de axio-
mas consistindo de todas as sentenças de um certo padrão. Este esquema expressa que
seX é um conjunto que é definı́vel em primeira ordem com parâmetros, e (1)0 ∈ X e
(2) sen ∈ X entãon+ 1 ∈ X , então todo número pertence aX . Este é oesquema de
indução de primeira ordem. Os axiomas (2.14)–(2.16) são asdefinições recursivas
de+, · e<; dados os significados de0 e 1 e a funçãox 7→ x + 1, existe uma única
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maneira de definir+, · e< emN de tal forma a fazer com que estes axiomas sejam
verdadeiros.

Os axiomas (2.11)–(2.16) são conhecidos comoaritm ética de Peano de primeira
ordem, ou, abreviando,P . É natural perguntar seP tem algum modelo além do pre-
tendido. No Capı́tulo 6 veremos que o teorema da compaccidade (Teorema 5.1.1) dá a
resposta Sim imediatamente. Modelos deP que não são isomorfos ao pretendido são
conhecidos comomodelos ñao-padrão. Tais como plantas venenosas descobertas ale-
atoriamente, eles acabam tendo aplicações importantes einteiramente benignas sobre
as quais ninguém pensou antes. Infelizmente não há espac¸o nesse livro para discutir
‘métodos não-padrão’; mas veja as referências no final deste capı́tulo.

Uma lista de classes axiomatiźaveis

Segue uma lista de algumas classes que são definı́veis ou axiomatizáveis. A lista é para
referência, não para uma leitura leve.

Na maioria dos casos as sentenças dadas na lista são apenasas definições usuais
da classe, atiradas em sı́mbolos formais. Vamos nos referira essas sentenças como a
teoria da classe: logo os axiomas (2.21) formam ateoria dosR-módulosà esquerda.
Além de fornecer exemplos, a lista mostra quais assinaturas são comumente usadas
para várias classes. Por exemplo anéis normalmente têm assinatura+, ·, − (1-ário),0
e1. (Um anel tem1 a menos que se diga o contrário.)

(2.17) Grupos (multiplicativos):
∀xyz (xy)z = x(yz), ∀xx · 1 = x, ∀xx · x−1 = 1.

(2.18) Grupos de expoenten (n um inteiro positivo fixo):
(2.17) juntamente com∀xxn = 1.

(2.19) Grupos abelianos (aditivos):
∀xyz (x+ y) + z = x+ (y + z), ∀xx+ 0 = x, ∀xx − x = 0,
∀xy x+ y = y + x.

(2.20) Grupos abelianos sem tors̃ao:
(2.19) juntamente com∀x (nx = 0 → x = 0) para cada inteiro
positivon.

(2.21) R-módulosà esquerda ondeR é um anel:
Como no caso de espaços vetoriais (Exemplo 4 da seção 1.1)
os elementos do módulo são os elementos das estruturas.
Cada elementor do anel é usado como um sı́mbolo de função
n-ária, de tal forma quer(x) representarx. Os axiomas são
(2.19) juntamente com
∀xy r(x + y) = r(x) + r(y) para todor ∈ R,
∀x (r + s)(x) = r(x) + s(x) para todor, s ∈ R,
∀x (rs)(x) = r(s(x)) para todor, s ∈ R,
∀x 1(x) = x.

(2.22) Anéis:
(2.19) juntamente com
∀xyz (xy)z = x(yz),
∀xx1 = x,
∀x 1x = x,
∀xyz x(y + z) = xy + xz,
∀xyz (x+ y)z = xz + yz,
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(2.23) Anéis regulares de Von Neumann:
(2.22) juntamente com∀x∃y xyx = x.

(2.24) Corpos:
(2.22) juntamente com∀xy xy = yx, 0 6= 1,
∀x(x 6= 0 → ∃y xy = 1).

(2.25) Corpos de caracterı́sticap (p primo) :
(2.24) juntamente comp = 0.

(2.26) Corpos algebricamente fechados:
(2.24) juntamente com
∀x1 . . . xn∃y y

n + x1y
n−1 + . . .+ xn−1y + xn = 0,

para cada inteiro positivon.

(2.27) Corpos real-fechados:
(2.24) juntamente com
∀x1 . . . xn x

2
1 + . . .+ x2

n 6= −1 (para cada inteiro positivon),
∀x∃y (x = y2 ∨−x = y2),
∀x1 . . . xn∃y y

n + x1y
n−1 + . . .+ xn−1y + xn = 0 (para todon ı́mpar).

(2.28) Reticulados:
∀xx ∧ x = x, ∀xy x ∧ y = y ∧ x,

∀xy (x ∧ y) ∨ y = y, ∀xyz (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z),
∀xx ∨ x = x, ∀xy x ∨ y = y ∨ x,

∀xy (x ∨ y) ∧ y = y ∀xyz (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z).
(Em reticulados escrevemosx 6 y como uma abreviação de
x ∧ y = x. Note que em sentenças sobre reticulados, os sı́mbolos
∧ e∨ têm dois significados: o significado de reticulado e o
significado lógico. Parênteses podem ajudar a mantê-losdistintos.)

(2.29) Álgebras booleanas:
(2.28) juntamente com
∀xyz x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),
∀xyz x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),
∀xx ∨ x∗ = 1, ∀xx ∧ x∗ = 0, 0 6= 1.

(2.30) Álgebras booleanas seḿatomos:
(2.29) juntamente com∀x∃y(x 6= 0 → 0 < y ∧ y < x).

(y < x é uma forma abreviada dey 6 x ∧ y 6= x.)

(2.31) Ordenações lineares:
∀xx ≮ x, ∀xy(x = y ∨ x < y ∨ y < x),
∀xyz(x < y ∧ y < z → x < z).

(2.32) Ordenações lineares densas sem extremos:
(2.31) juntamente com∀xy(x < y → ∃z(x < z ∧ z < y)),
∀x∃z z < x, ∀x∃z x < z.

Todas as classes acima são definı́veis em primeira ordem generalizado. Aqui está uma
classe com uma definição infinitária:

(2.33) Grupos localmente finitos:
(2.17) juntamente com

∀x1 . . . xn
∨

m<ω

(∃y1 . . . ym
∧

t(x̄) um termo

(t(x̄) = y1 ∨ . . . t(x̄) = ym)).
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Exerćıcios para a seção 2.2

1. SejaL uma linguagem de primeira ordem eT uma teoria emL. Mostre que: (a) seT eU
são teorias emL entãoT ⊆ U implica Mod(U) ⊆ Mod(T ), (b) seJ e K são classes deL-
estruturas entãoJ ⊆ K implica Th(K) ⊆ Th(J), (c) T ⊆ Th(Mod(T )) eK ⊆ Mod(Th(K)),
(d) Th(Mod(T )) = T se e somente seT é da forma Th(K), e igualmente Mod(Th(K)) = K

se e somente seK é da forma Mod(T ).

2. SejaL uma linguagem de primeira ordem e para cadai ∈ I sejaKi uma classe deL-
estruturas. Mostre que Th(

S

i∈I Ki) =
T

i∈I Th(Ki).

3. SejaL uma linguagem de primeira ordem e para cadai ∈ I sejaTi uma teoria emL.
(a) Mostre que Mod(

S

i∈I Ti) =
T

i∈I Mod(Ti). Em particular seT é uma teoria qualquer em
L, Mod(T ) =

T

φ∈T Mod(φ). (b) Mostre que o enunciado Mod(
T

i∈I Ti) =
S

i∈I Mod(Ti) se
verifica quandoI é finito e cadaTi é da forma Th(Ki) para alguma classeKi. Pode falhar se
um dessas condições for omitida.

4. SejaL uma assinatura qualquer contendo um sı́mbolo de relação1-ária P e um sı́mbolo
de relaçãok-áriaR. (a) Escreva uma sentença deLω1ω expressando que no máximo um número
finito de elementosx têm a propriedadeP (x). (b) Quandon < ω, escreva uma sentença de
Lωω expressando que no mı́nimon k-uplasx̄ de elementos têm a propriedadeR(x̄). Abrevia-se
essa sentença assim:∃>nx̄R(x̄).

5. SejaL uma linguagem de primeira ordem eA umaL-estrutura finita. Mostre que todo
modelo de Th(A) é isomorfo aA. [Atenção:L pode ter um número infinito de sı́mbolos.]

6. Para cada uma das seguintes classes, demonstre que ela pode ser definida por uma única
sentença de primeira ordem. (a) Grupos nilpotentes de classek (k > 1). (b) Anéis comutativos
com identidade. (c) Domı́nios integrais. (d) Anéis locaiscomutativos (i.e. anéis comutativos
com um único ideal maximal). (e) Corpos ordenados. (f) Reticulados distributivos.

7. Para cada uma das seguintes classes, demonstre que ela pode ser definida por um conjunto de
sentenças de primeira ordem. (a) Grupos abelianos divisı́veis. (b) Corpos de caracterı́stica0. (c)
Corpos formalmente reais. (d) Corpos separavelmente fechados.

8. Mostre que a classe dos grupos simples é definı́vel por umasentença deLω1ω.

9. SejaL uma assinatura com um sı́mbolo<, e T uma teoria emL que expressa que< é
uma ordem linear. (a) Defina, por indução sobre o ordinalα, uma fórmulaθα(x) deL∞ω que
expressa (em qualquer modelo deT ) ‘O tipo-ordem do conjunto de predecessores dex é α’.
[A idéia de (2.2) pode ajudar.] (b) Escreva um conjunto de axiomas emL∞ω para a classe das
ordenações de tipo-ordemα. Verifique que seα é infinito e de cardinalidadeκ, seus axiomas
podem ser escritos como uma única sentença deLκ+ω.

2.3 Algumas noç̃oes provenientes de lógica

O trabalho das duas seções anteriores nos permite definir diversas noções importantes
de lógica. Qualquer texto geral de lógica (veja as referências no final do Capı́tulo 1)
dará informações básicas sobre tais noções. Começamos com algumas definições que
estarão em vigor por todo o livro, e encerramos a seção comum importante lema sobre
construção de modelos. Vale a pena ler as definições por´em não vale a pena memorizá-
las – lembre-se que este livro tem um ı́ndice remissivo.
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Verdade e conseq̈uências

SejaL uma assinatura,T uma teoria emL∞ω eφ uma sentença deL∞ω. Dizemos que
φ é umaconseqü̂enciadeT , ou queT acarreta emφ, em sı́mbolosT ⊢ φ, se todo
modelo deT é um modelo deφ. (Em particular seT não tem modelo entãoT acarreta
emφ.)

Advert ência: não exigimos que seT ⊢ φ então existe uma prova deφ a partir de
T . Em todo o caso, com linguagens infinitárias não está sempre claro o que constitui
uma prova. Alguns autores usam ‘T ⊢ φ’ para dizer queφ é dedutı́vel a partir deT
em algum cálculo formal de provas, e escrevem ‘T � φ’ para expressar nossa noção de
acarretamento (uma notação que está em conflito com nossa‘A � φ’). Para a lógica de
primeira ordem os dois tipos de acarretamento coincidem pelo teorema da completude
para o cálculo de provas em questão.)

Dizemos queφ é válida, ou que é umteorema lógico, em sı́mbolos⊢ φ, seφ é
verdadeira em todaL-estrutura. Dizemos queφ é consistenteseφ é verdadeira em
algumaL-estrutura. Igualmente dizemos que uma teoriaT é consistentese ela tem
um modelo.

Dizemos que duas teoriasS eT emL∞ω sãoequivalentesse elas têm os mesmos
modelos, i.e. Mod(S) = Mod(T ). Temos também uma noção relativizada de equi-
valência: quandoT é uma teoria emL∞ω eφ(x̄), ψ(x̄) são fórmulas deL∞ω, dizemos
queφ éequivalente aψ módulo T se para todo modeloA deT e toda seqüênciāa de
A, A � φ(ā) ⇔ A � ψ(ā). Logoφ(x̄) é equivalente aψ(x̄) móduloT se e somente se
T ⊢ ∀x̄(φ↔ ψ). (Essa sentença não pertence aL∞ω seφ eψ têm um número infinito
de variáveis livres, mas o sentido está claro.) Há um metateorema dizendo que seφ é
equivalente aψ móduloT , eχ′ resulta deχ colocando-seψ no lugar deφ em alguma
lugar dentro deχ, entãoχ′ é equivalente aχ móduloT . Resultados como esse são de-
monstrados para a lógica de primeira ordem em textos elementares, e as demonstrações
para outras linguagens não são diferentes. Podemos generalizar a equivalência relativa
e falar de dois conjuntos de fórmulasΦ(x̄) e Ψ(x̄) sendoequivalentes ḿodulo T ,
querendo dizer que

∧

Φ é equivalente a
∧

Ψ móduloT .
Um caso especial é quandoT é vazia:φ(x̄) eψ(x̄) são ditaslogicamente equiva-

lentesse elas são equivalentes módulo a teoria vazia. Na terminologia da seção 2.1,
isso é o mesmo que dizer que elas são equivalentes em todaL-estrutura. O leitor co-
nhecerá alguns exemplos:¬∀xφ é logicamente equivalente a∃x¬φ, e ∃x

∨

i∈I ψi é
logicamente equivalente a

∨

i∈I ∃xψi.
Outro exemplo, uma fórmulaφ é dita ser umacombinaç̃ao booleanade fórmulas

em um conjuntoΦ seφ pertence ao menor conjuntoX tal que (1)Φ∪{⊥} ⊆ X e (2)X
é fechado sob∧, ∨ e¬. Dizemos queφ está naforma normal disjuntiva sobre Φ seφ
é uma disjunção finita de conjunções finitas de fórmulas emY , ondeY éΦ juntamente
com as negações de todas as fórmulas emΦ. Por convenção a disjunção vazia⊥
e a conjunção vazia¬⊥ contam como fórmulas na forma normal disjuntiva.Toda
combinaç̃ao booleanaφ(x̄) de f́ormulas em um conjuntoΦ é logicamente equivalente
a uma f́ormulaψ(x̄) na forma normal disjuntiva sobreΦ. (O mesmo é verdadeiro se
substituirmos∧ e∨ por

∧

e
∨

respectivamente, omitindo a palavra ‘finita’; nesse caso
falamos decombinaç̃oes booleanas infinitase forma normal disjuntiva infinit ária.)

Uma fórmula éprenex se ela consiste de uma cadeia de quantificadores (possi-
velmente vazia) seguida de uma fórmula livre-de-quantificador.Toda f́ormula de pri-
meira ordeḿe logicamente equivalente a uma fórmula prenex de primeira ordem.(O
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resultado falha se se permite que assinaturas contenham sı́mbolos de relação0-ária;
veja Exercı́cio 7 adiante. Essa é uma das duas conseqüências embaraçosas do fato de
que permitimos que estruturas tenham domı́nios vazios. Um outro embaraço é que
⊢ ∃xx = x se verifica se e somente se a assinatura contém uma constante. Na prática
esses pontos nunca importam.)

Lema 2.3.1. SejaT uma teoria em uma linguagem de primeira ordemL, e Φ um
conjunto de f́ormulas deL. Suponha que

(a) toda f́ormula at̂omica deL pertence aΦ,
(b) Φ é fechado sob combinações booleanas, e
(c) para toda f́ormulaψ(x̄, y) emΦ, ∃y ψ é equivalente ḿoduloT a uma

fórmulaφ(x̄) emΦ.
Então toda f́ormulaχ(x̄) deL é equivalente ḿoduloT a uma f́ormulaφ(x̄) emΦ.
(Se(c) for enfraquecido pela exiĝencia de quēx seja ñao-vazia, ent̃ao a mesma con-
clus̃ao se verifica desde quēx emχ(x̄) seja tamb́em ñao-vazia.)

Demonstraç̃ao. Por indução sobre a complexidade deχ, usando o fato de que∀yφ é
equivalente a¬∃x¬φ. �

Um n-tipo de uma teoriaT é um conjuntoΦ(x̄) de fórmulas, com̄x = (x0, . . . ,
xn−1), tal que para algum modeloA de T e alguman-upla ā de elementos deA,
A � φ(ā) para todoφ emΦ. Dizemos queA realiza o n-tipo Φ, e quēa realiza Φ em
A. Dizemos queA omite Φ se nenhuma upla emA realizaΦ. Um conjuntoΦ é um
tipo se ele é umn-tipo para algumn < ω. (Essas noções são centrais para teoria dos
modelos. Veja seção 5.2 adiante para discussão e exemplos.)

Usualmente trabalhamos numa linguagemL que é menor queL∞ω, por exemplo
uma linguagem de primeira ordem. Então toda fórmula em um tipo será automatica-
mente suposta vir deL.

SejaL uma linguagem eA, B duasL-estruturas. Dizemos queA éL-equivalente
aB, em sı́mbolosA ≡L B, se para toda sentençaφ deL, A � φ ⇔ B � φ. Isso
significa queA eB são indistinguı́veis por meio deL. Duas estruturasA eB são ditas
elementarmente equivalentes, A ≡ B, se elas são equivalentes em primeira ordem.
Escrevemos≡∞ω, ≡κω para designar equivalência emL∞ω, Lκω respectivamente.

SeL é uma linguagem eA é umaL-estrutura, aL-teoria deA, ThL(A), é a classe
de todas as sentenças deL que são verdadeiras emA. LogoA ≡L B se e somente se
ThL(A) = ThL(B). A teoria completa deA, Th(A) sem uma linguagem especifi-
cada, sempre significa a teoria completa de primeira ordem deA.

Existe um outro uso da palavra ‘completa’. SejaL uma linguagem de primeira or-
dem eT uma teoria emL. Dizemos queT é completaseT tem modelos e quaisquer
dois de seus modelos são elementarmente equivalentes. Isso é equivalente a dizer que
para toda sentençaφ deL, exatamente uma das duas sentençasφ e ¬φ é uma con-
seqüência deT . É claro que seA é umaL-estrutura qualquer então Th(A) é completa
nesse sentido; o teorema da compaccidade implica que qualquer teoria completa emL
é equivalente a uma teoria da forma Th(A) para algumaL-estruturaA.

Dizemos que uma teoriaT é cateǵorica seT é consistente e todos os modelos de
T são isomorfos. Ficará aparente na seção 5.1 que as únicas teorias categóricas de
primeira ordem são as teorias completas de estruturas finitas, por isso a noção não é
tão útil. Ao invés disso faremos as seguintes definições. Sejaλ um cardinal. Dizemos
que uma classeK deL-estruturas éλ-cateǵorica se existe, a menos de isomorfismo,
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exatamente uma estrutura emK que tem cardinalidadeλ. Igualmente uma teoriaT é
λ-cateǵorica se a classe de todos os seus modelos éλ-categórica.

Refraseando de maneira frouxa mas bastante conveniente, dizemos que uma única
estruturaA éλ-cateǵorica se Th(A) éλ-categórica. Trata-se de uma mudança bem re-
cente de terminologia, e reflete um deslocamento de interesse de teorias para estruturas
individuais.

Na seção 1.4 observamos que se(A, ā) é umaL(c̄)-estrutura comA umaL-estrutura,
então para toda fórmula atômicaφ(x̄) deL, A � φ[ā] se e somente se(A, ā) � φ(c̄).
Isso permanece verdadeiro para todas as fórmulasφ(x̄) deL∞ω, e nos justifica ao usar
a notação meio-termoA � φ(ā) para representar qualquer das outras duas. (Logoā são
elementos deA satisfazendoφ(x̄), ou constantes adicionadas nomeando a si próprias
na sentença verdadeiraφ(ā).)

Lema 2.3.2(Lema das constantes). SejaL uma assinatura,T uma teoria emL∞ω

e φ(x̄) uma f́ormula emL∞ω. Sejac̄ uma seq̈uência de constantes distintas que não
est̃ao emL. Ent̃aoT ⊢ φ(c̄) se e somente seT ⊢ ∀x̄φ.

Demonstraç̃ao. Exercı́cio. �

Por último, suponha que a assinaturaL tenha apenas um número finito de sı́mbolos.
Então podemos identificar cada um desses sı́mbolos com um n´umero natural, e cada
termo e cada fórmula de primeira ordem deL com um número natural. Se isto for feito
de uma forma razoável, então as operações sintáticas tais como formar a conjunção
de duas fórmulas, ou substituir uma variável livre por um termo em alguma fórmula,
vêm a ser funções recursivas. Nesta situação dizemos que nós temos umalinguagem
recursiva. Então faz sentido falar deconjuntos recursivos de termose deconjuntos
recursivos de f́ormulas; essas noções não dependem da escolha da codificação. Uma
teoriaT deL é ditadecidı́velse o conjunto de suas conseqüências é recursivo. Com
um pouco mais de cuidado, essas definições também fazem sentido quando a assinatura
deL é um conjunto recursivo infinito.

Conjuntos de Hintikka

Cada estruturaA tem uma teoria de primeira ordem Th(A). Será que cada teoria de
primeira ordem tem um modelo? Claramente não. Na verdade umteorema de Church
implica que não existe algoritmo para determinar se uma dada teoria de primeira ordem
tem ou não um modelo.

Todavia descobrimos na seção 1.5 que um conjunto de sentenças atômicas sem-
pre tem um modelo. Aquele fato pode ser generalizado, como mostraremos agora.
Os resultados abaixo são importantes para a construção de modelos; usá-los-emos no
Capı́tulo 5 e 6 adiante.

Considere umaL-estruturaA que é gerada por seus elementos constantes. Seja
T a classe de todas as sentenças deL∞ω que são verdadeiras emA. EntãoT tem as
seguintes propriedades.
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(3.1) Para toda sentença atômicaφ deL, seφ ∈ T então¬φ /∈ T .

(3.2) Para todo termo fechadot deL, a sentençat = t pertence aT .

(3.3) Seφ(x) é uma fórmula atômica deL, s e t são termos fechados deL
e s = t ∈ T , entãoφ(s) ∈ T se e somente seφ(t) ∈ T .

(3.4) Se¬¬φ ∈ T entãoφ ∈ T .

(3.5) Se
∧

Φ ∈ T entãoΦ ⊆ T ; se¬
∧

Φ ∈ T então existeψ ∈ Φ tal que
¬ψ ∈ T .

(3.6) Se
∨

Φ ∈ T então existeψ ∈ Φ tal queψ ∈ T . (Em particular⊥ /∈ T .)
Se¬

∨

Φ ∈ T então¬ψ ∈ T para todoψ ∈ Φ.

(3.7) Sejaφ da formaφ(x). Se∀xφ ∈ T entãoφ(t) ∈ T para todo termo
fechadot deL; se¬∀xφ ∈ T então¬φ(t) ∈ T para algum termo
fechadot deL.

(3.8) Sejaφ da formaφ(x). Se∃xφ ∈ T entãoφ(t) ∈ T para algum termo
fechadot deL; se¬∃xφ ∈ T então para todo termo fechadot deL,
¬φ(t) ∈ T .

Uma teoriaT com as propriedades (3.1)–(3.8) é chamada deconjunto de Hintikka
paraL.

Teorema 2.3.3. SejaL uma assinatura eT um conjunto de Hintikka paraL. Ent̃ao
T tem um modelo no qual todo elementoé da formatA para algum termo fechadot
deL. Na verdade o modelo canônico do conjunto de sentenças atômicas emT é um
modelo deT .

Demonstraç̃ao. EscrevaU para designar o conjunto de sentenças atômicas emT , e
sejaA o modelo canônico deU . Asseveramos que para toda sentençaφ deL∞ω,

(3.9) seφ ∈ T entãoA � φ, e se¬φ ∈ T entãoA � ¬φ.

(3.9) é demonstrada como se segue, por indução sobre a construção deφ, usando a
definição de� nas cláusulas (1.5)–(1.10) da seção 2.1.

Por (3.2) e (3.3),U é=-fechado emL (veja seção 1.5). Logo seφ é atômica, (3.9)
é imediato por (3.1) e pela definição deA.

Seφ é da forma¬ψ para alguma sentençaψ, então por hipótese da indução (3.9)
se verifica paraψ. Isso imediatamente nos dá a primeira metade de (3.9) paraφ. Para
a segunda metade, suponha que¬φ ∈ T ; entãoψ ∈ T por (3.4) e portantoA � ψ por
(3.9) paraψ. Mas entãoA � ¬φ.

Suponha agora queφ é da forma∀xψ. Seφ ∈ T então por (3.7),ψ(t) ∈ T
para todo termo fechadot deL, por issoA � ψ(t) pela hipótese da indução. Já que
todo elemento do modelo canônico é nomeado por um termo fechado, isso implica que
A � ∀xψ. Se¬φ ∈ T então por (3.7) novamente,¬ψ(t) ∈ T para algum termo
fechadot, e por issoA � ¬ψ(t). Por conseguinteA � ¬∀xψ.
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Deve estar claro que os casos remanescentes funcionam. De (3.9) segue queA é
um modelo deT . �

O Teorema 2.3.3 reduz o problema de se encontrar um modelo ao problema de se
encontrar um tipo particular de teoria. O próximo resultado mostra onde poderı́amos
procurar por teorias do tipo certo.

Teorema 2.3.4. SejaL uma linguagem de primeira ordem. SejaT uma teoria emL
tal que
(a) todo subconjunto finito deT tem um modelo,
(b) para toda sentençaφ deL, ouφ ou¬φ pertence aT ,
(c) para toda sentença∃xψ(x) emT existe um termo fechadot deL tal queψ(t)
pertence aT .
EntãoT é um conjunto de Hintikka paraL.

Demonstraç̃ao. Primeiramente afirmamos que

(3.10) seU é um subconjunto finito deT eφ é uma sentença deL tal que
U ⊢ φ, entãoφ ∈ T .

SejamU e φ contraexemplos. Entãoφ /∈ T , logo por (b),¬φ ∈ T . Segue por (a)
que existe um modelo deU ∪ {¬φ}, contradizendo a suposição queU ⊢ φ. Isso prova
a afirmação, usando apenas (a) e (b).

Agora de (a) deduzimos (3.1), e da afirmação (3.10) deduzimos (3.2), (3.3), (3.4),
as primeiras metades de (3.5) e (3.7) e as segundas metades de(3.6) e (3.8).

Suponha queΦ é um conjunto finito{ψ0, . . . , ψn−1}, e
∨

Φ ∈ T masψi /∈ T
para todoi < n. Então por (b),¬ψi ∈ T para todoi < n, logo por (a) o conjunto
{
∨

Φ,¬ψ0, . . . , ψn−1} tem um modelo; o que é um absurdo. Logo (3.6) se verifica.
Argumentos análogos demonstram a segunda metade de (3.5).

Finalmente (c) implica a segunda metade de (3.8), e por (3.10) isso implica a se-
gunda metade de (3.7). �

Exerćıcios para a seção 2.3

1. Mostre que uma teoriaT em uma linguagem de primeira ordemL é fechada sob a operação
de tomar as conseqüências se e somente seT = Th(Mod(T )).

2. SejaT a teoria dos espaços vetoriais sobre um corpoK. (TomeT como sendo (2.21) da
seção anterior, comR = K.) Mostre queT éλ-categórica sempre queλ é um cardinal infinito
> |K|.

3. SejaN a estrutura dos números naturais(ω, 0, 1,+, ·, <); sejaL sua assinatura. Escreva
uma sentença deLω1ω cujos modelos são precisamente as estruturas isomorfas aN. (Logo exis-
tem sentenças categóricas deLω1ω com modelos infinitos.)

4. Demonstre o lema das constantes (Lema 2.3.2)

5. Mostre que seL é uma linguagem de primeira ordem com um número finito de sı́mbolos
de relação, sı́mbolos de função e sı́mbolos de constante, então existe um algoritmo para determi-
nar, para qualquer conjunto finitoT de sentenças livres-de-quantificador deL, seT tem ou não
um modelo. [Use Exercı́cio 1.5.2 e 1.5.3.]
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6. Para cadan < ω sejaLn uma assinatura eΦn um conjunto de Hintikka paraLn. Supo-
nha que para todom < n < ω, Lm ⊆ Ln e Φm ⊆ Φn. Mostre que

S

n<ω Φn é um conjunto
de Hintikka para a assinatura

S

n<ω Ln.

7. SejaL uma linguagem de primeira ordem. (a) Mostre que se existe umaL-estrutura va-
ziaA e uma sentença prenexφ que é verdadeira emA, entãoφ começa com um quantificador
universal. (b) Mostre (sem assumir que toda estrutura é não-vazia) que toda fórmulaφ(x̄) de
L é logicamente equivalente a uma fórmula prenexψ(x̄) deL. [Você necessita de um novo
argumento apenas quandōx é vazia.] (c)Às vezes é conveniente permitir queL contenha
sı́mbolos de relação0-ária (i.e. letras para sentenças)p; interpretamos tais letras de tal forma
que para cadaL-estruturaA, pA é a verdade ou a falsidade, e na definição de� colocamos
A � p ⇔ pA = verdade. Demonstre que numa linguagem tal qualL pode haver uma sentença
que não é logicamente equivalente a uma sentença prenex.

8. SejaL uma linguagem de primeira ordem. UmaL-estruturaA é dita localmente finita
se toda subestrutura finitamente gerada deA é finita. (a) Mostre que existe um conjuntoΩ de
tipos livres-de-quantificador (i.e. tipos consistindo de fórmulas livres-de-quantificador) tal que
para todaL-estruturaA, A é localmente finita se e somente seA omite todo tipo emΩ. (b)
Mostre que seL tem assinatura finita, então podemos escolher o conjuntoΩ em (a) de forma a
consistir de um único tipo.

2.4 Funç̃oes e as f́ormulas que elas preservam

Sejaf : A → B um homomorfismo deL-estruturas eφ(x̄) uma fórmula deL∞ω.
Dizemos quef preservaφ se para toda seqüênciaā deA,

(4.1) A � φ(ā) ⇒ B � φ(fā).

Nessa terminologia, Teorema 1.3.1 e seu corolário dizem que homomorfismos preser-
vam fórmulas atômicas, e que um homomorfismo é uma imersão se e somente se ele
preserva literais. (Teóricos de conjuntos falam de uma fórmula como sendoabsoluta
sobf se (4.1) se verifica com⇒ substituı́do por⇔; por conseguinte fórmulas atômicas
são absolutas sob imersões.)

A noção de preservação pode ser usada nas duas direções. Nesta seção classifica-
mos fórmulas em termos das funções que as preservam. A pr´oxima seção classificará
funções em termos das fórmulas que eles preservam.

Classificando f́ormulas por meio de funç̃oes

Nossos principais resultados dirão que certos tipos de função preservam todas as fórmulas
com certas caracterı́sticas sintáticas. Mais tarde (vejaseções 5.4 e 8.3) teremos condições
de mostrar que num sentido amplo esses resultados são os melhores possı́veis para
fórmulas de primeira ordem.

Uma fórmulaφ é chamada de fórmula∀1 (pronuncia-se ‘fórmula A1’), ouuni-
versal, se ela é construı́da a partir de fórmulas livres-de-quantificador por meio de

∧

,
∨

e quantificação universal (no máximo). Ela é chamada de fórmula∃1 (pronuncia-
se ‘fórmula E1’), ouexistencial, se ela é construı́da a partir de fórmulas livres-de-
quantificador por meio de

∧

,
∨

e quantificação existencial (no máximo).
Essa definição é o extremo inferior da hierarquia. Quase não precisaremos dos ex-

tremos mais altos da hierarquia, mas aqui vai para deixar registrado.
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(4.2) Fórmulas são consideradas∀0, e∃0, se elas são livres-de-quantificador.

(4.3) Uma fórmula é∀n+1 se ela pertence à menor classe de fórmulas
que contém as fórmulas∃n e é fechada sob

∧

,
∨

e adicionando-se
quantificadores universais na frente das fórmulas.

(4.4) Uma fórmula é∃n+1 se ela pertence à menor classe de fórmulas
que contém as fórmulas∀n e é fechada sob

∧

,
∨

e adicionando-se
quantificadores existenciais na frente das fórmulas.

Fórmulas∀2 às vezes são conhecidas como fórmulas∀∃. Note que tal qual a hie-
rarquia aritmética na seção 2.1, as classes de fórmulascrescem à medida que subimos
na hierarquia: toda fórmula livre-de-quantificador é∀1 e ∃1, e todas as fórmulas que
são∀1 ou ∃1 são também∀2. (Alguns autores usam essa classificação apenas para
fórmulas prenex.)

Se uma fórmula é formada a partir de outras fórmulas por meio de apenas∧ e∨
dizemos que ela é umacombinaç̃ao booleana positivadessas outras fórmulas. Se
apenas

∧

e
∨

são usados, falamos decombinaç̃oes booleanas positivas infinitas.
Note que a classe de fórmulas∀n e a classe de fórmulas∃n deL∞ω, para qualquer
n < ω, são ambas fechadas sob combinações booleanas positivas infinitas.

Teorema 2.4.1. Sejaφ(x̄) uma f́ormula ∃1 de assinaturaL e f : A → B uma
imers̃ao deL-estruturas. Ent̃aof preservaφ.

Demonstraç̃ao. Primeiro demonstramos que seφ(x̄) é uma fórmula deL livre-de-
quantificador ēa é uma seqüência de elementos deA, então

(4.5) A � φ(ā) ⇔ B � φ(fā).

Isso é demonstrado por indução sobre a complexidade deφ. Seφ é atômica, o Teo-
rema 1.3.1(c) já nos garante (4.5). Seφ é¬ψ,

∧

Φ ou
∨

Φ, então o resultado segue da
hipótese da indução e de (1.6)–(1.8) da seção 2.1.

Demonstramos o teorema ao mostrar que para toda fórmula∃1 φ(x̄) e toda seqüência
ā de elementos deA,

(4.6) A � φ(ā) ⇒ B � φ(fā).

Paraφ livre-de-quantificador isto segue de (4.5), e
∧

e
∨

não despertam quaisquer
questões novas. Resta o caso em queφ(x̄) é ∃y ψ(y, x̄); cf. (1.10) da seção 2.1. Se
A � φ(ā) então para algum elementoc deA, A � ψ(c, ā). Logo, pela hipótese da
indução,B � ψ(fc, f ā) e por issoB � φ(fā) como querı́amos demonstrar. �

Dizemos que uma fórmulaφ(x̄) épreservada em subestruturasse sempre queA
eB sãoL-estruturas,A é uma subestrutura deB e ā é uma seqüência de elementos de
A tal queB � φ(ā), entãoA � φ(ā) também. Dizemos que uma teoriaT é uma teoria
∀1 se todas as sentenças emT são fórmulas∀1.

Corolário 2.4.2. (a)Fórmulas∀1 são preservadas em subestruturas.
(b) SeT é uma teoria∀1 ent̃ao a classe de modelos deT é fechada sob a operação

de se tomar subestruturas.
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Demonstraç̃ao. (a) Toda fórmula∀1 é logicamente equivalente à negação de uma
fórmula∃1. (b) segue imediatamente. �

Parte (b) do corolário pode ser confrontada com as teorias listadas na seção 2.2.
Depende da escolha de linguagem, é claro. Na assinatura comapenas o sı́mbolo·, uma
subestrutura de um grupo não precisa ser um grupo; portantonão existe axiomatização
∀1 da classe de grupos nessa assinatura, e torna-se necessário se contentar com axiomas
∀2. (Cf. Exercı́cio 4 para exemplos similares.)

Uma fórmula deL∞ω é ditapositiva se¬ nunca ocorre nela (e consequentemente
→ e↔ tampouco ocorrem – mas ela pode conter⊥). Chamamos uma fórmula de∃+

1

ou existencial positivase ela é positiva e existencial. A demonstração do próximo
teorema não usa qualquer idéia nova.

Teorema 2.4.3. Sejaφ(x̄) uma f́ormula de assinaturaL ef : A→ B um homomor-
fismo deL-estruturas.
(a)Seφ é uma f́ormula∃+

1 ent̃aof preservaφ.
(b) Seφ é positiva ef é sobrejetora, entãof preservaφ.
(c) Sef é um isomorfismo entãof preservaφ. �

Existem inúmeros resultados similares para outros tipos de homomorfismo. Veja
por exemplo os Exercı́cios 5, 6, 9, 10.

Cadeias

SejaL uma assinatura e(Ai : i < γ) uma seqüência deL-estruturas. Chamamos
(Ai : i < γ) de umacadeiase para todoi < j < γ, Ai ⊆ Aj . Se(Ai : i < γ) é uma
cadeia, então podemos definir uma outraL-estruturaB como se segue. O domı́nio de
B é

⋃

i<γ dom(Ai). Para cada constantec, cAi é independente da escolha dei, logo
podemos colocarcB = cAi para qualqueri < γ. Igualmente seF é um sı́mbolo de
funçãon-ária deL e ā é uman-upla de elementos deB, entãoā pertence a dom(Ai)
para algumi < γ, e sem ambigüidade podemos definirFB(ā) como sendoFAi(ā).
Finalmente seR é um sı́mbolo de relaçãon-áriaR deL, fazemos̄a ∈ RB seā ∈ RAi

para alguma (ou toda)Ai contendoā. Por construção,Ai ⊆ B para todoi < γ.
ChamamosB deuniãoda cadeia(Ai : i < γ), em sı́mbolosB =

⋃

i<γ Ai.
Dizemos que uma fórmulaφ(x̄) deL épreservada em unĩoes de cadeiasse sem-

pre que(Ai : i < γ) é uma cadeia deL-estruturas,̄a é uma seqüência de elementos de
A0 eAi � φ(ā) para todoi < γ, então

⋃

i<γ Ai � φ(ā).

Teorema 2.4.4. Sejaψ(ȳ, x̄) uma f́ormula∃1 de assinaturaL com ȳ finita. Ent̃ao
∀ȳ ψ é preservada em uniões de cadeias deL-estruturas.

Demonstraç̃ao. Seja(Ai : i < γ) uma cadeia deL-estruturas ēa uma seqüência de
elementos deA0 tal queAi � ∀ȳ ψ(ȳ, ā) para todoi < γ. FaçaB =

⋃

i<γ Ai. Para
mostrar queB � ∀ȳ ψ(ȳ, ā), sejab̄ uma upla qualquer de elementos deB. Comob̄ é
finita, então existe algumi < γ tal queb̄ pertence aAi. Por hipótese,Ai � ψ(b̄, ā).
ComoAi ⊆ B, segue do Teorema 2.4.1 queB � ψ(b̄, ā). �

Qualquer fórmula∀2 de primeira ordem pode ser trazida para a forma∀ȳ ψ comψ
existencial. Logo, o Teorema 2.4.4 diz em particular que toda fórmula∀2 de primeira
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ordem é preservada em uniões de cadeias. Por exemplo os axiomas (2.32) na seção 2.2
(para ordenações lineares densas sem extremos) são∀2 de primeira ordem, e segue-se
imediatamente que a união de cadeias de ordenações lineares densas sem extremos é
uma ordenação linear densa sem extremos.

Exerćıcios para a seção 2.4

1. SejaL uma linguagem de primeira ordem. (a) Suponha queφ é uma sentença∀1 deL eA seja
umaL-estrutura. Mostre queA � φ se e somente seB � φ para toda subestrutura finitamente
geradaB deA. (b) Mostre que seA eB sãoL-estruturas, e toda subestrutura finitamente gerada
B deA é imersı́vel emA, então toda sentença∀1 deL que é verdadeiraB é verdadeira emA
também.

2. Suponha que a linguagem de primeira ordemL tem apenas um número finito de sı́mbolos
de relação e de constante, e nenhum sı́mbolo de função. Mostre que seA eB sãoL-estruturas
tais que toda sentença∀1 deL que é verdadeira emB é verdadeira emA também, então toda
subestrutura finitamente gerada deA é imersı́vel emB.

3. SejaL uma linguagem de primeira ordem eT uma teoria emL, tal que toda fórmulaφ(x̄) de
L que é∀1 é equivalente móduloT a uma fórmula∃1 ψ(x̄). Mostre que toda fórmulaφ(x̄) deL
é equivalente móduloT a uma fórmula∃1 ψ(x̄). [Ponhaφ em forma prenex e elimine os blocos
de quantificadores, começando de dentro para fora.]

4. Na seção 2.2 acima existem axiomatizações de váriasclasses importantes de estruturas. Mos-
tre que, usando as assinaturas dadas na seção 2.2, não é possı́vel escrever conjuntos de axiomas
das seguintes formas: (a) um conjunto de axiomas∃1 para a classe dos grupos; (b) um conjunto
de axiomas∀1 para a classe das álgebras booleanas sem átomos; (c) um único axioma∃2 de
primeira ordem para a classe de ordenações lineares densas sem extremos.

SejaL uma assinatura contendo o sı́mbolo de relação binária<. SeA eB sãoL-estruturas,
dizemos queB é umaextens̃ao-por-extremidadedeA seA ⊆ B e sempre quea é um elemento
deA eB � b < a entãob é um elemento deA também. Dizemos que uma imersãof : A → B
deL-estruturas é umaimersão-por-extremidadeseB é uma extensão-por-extremidade da ima-
gem def . Definimos(∀x < y) e (∃x < y) como na seção 2.1:(∀x < y)φ é∀x(x < y → φ) e
(∃x < y)φ é∃x(x < y ∧ φ), e os quantificadores(∀x < y) e (∃x < y) são ditoslimitados.
5. SejaL como definido acima. Uma fórmulaΠ0

0 é uma fórmula na qual todos os quantifica-
dores são limitados. Uma fórmulaΣ0

1 é uma fórmula na menor classe de fórmulas que contém
as fórmulasΠ0

0 e é fechada sob
V

,
W

e quantificação existencial. Mostre que imersões-por-
extremidade preservam fórmulasΣ0

1.

6. SejaL uma assinatura contendo um sı́mbolo1-ário P . Por umaP -imersão queremos di-
zer uma imersãoe : A → B, ondeA eB sãoL-estruturas, tal quee mapeiaPA sobrePB.
SejaΦ a menor classe de fórmulas deL∞ω tal que: (i) toda fórmula livre-de-quantificador per-
tence aΦ, (ii) Φ é fechada sob

V

e
W

, (iii) se φ pertence aΦ e x é uma variável então∃xφ e
∀x(Px→ φ) pertencem aΦ. Mostre que todaP -imersão preserva todas as fórmulas emΦ.

SejaL uma assinatura. Por umacadeia descendente deL-estruturas queremos dizer uma
seqüência(Ai : i < γ) deL-estruturas tal queAj ⊆ Ai sempre quei < j < γ.
7. Mostre que se(Ai : i < γ) é uma cadeia descendente deL-estruturas, então existe uma única
L-estruturaB que é uma subestrutura de cadaAj e tem domı́nio

T

i<γ dom(Ai). (Chamamos
essa estrutura deinterseç̃aoda cadeia, em sı́mbolos

T

i<γ Ai.)

Dizemos que uma fórmulaφ de L∞ω é preservada em interseç̃oes de cadeias descenden-
tesse para toda cadeia descendente(Ai : i < γ) deL-estruturas e toda uplāa de elementos de
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T

i<γ Ai, seAj � φ(ā) para todoj < γ então
T

i<γ Ai � φ(ā).
8. (a) Mostre que, seφ é uma fórmula deL∞ω da forma∀x̄∃=ny ψ(x̄, y, z̄) ondeψ não tem
quantificadores, entãoφ é preservada em interseções de cadeias descendentes deL-estruturas.
(b) Escreva um conjunto de axiomas de primeira ordem dessa forma para a classe dos corpos
real-fechados. (c) Podemos encontrar axiomas dessa forma para a classe de ordenações lineares
densas sem extremos?

SejaK a classe de todas asL-estruturas que portam uma ordenação parcial (nomeada pelo
sı́mbolo de relação<) que não tem elemento maximal. QuandoA eB são estruturas emK,
dizemos queA é umasubestrutura cofinal deB (e queB é umaextens̃ao cofinal deA) se
A ⊆ B e para todo elementob deB existe um elementoa emA tal queB � b < a. Uma
fórmulaφ(x̄) deL é preservada em subestruturas cofinaisse sempre queA é uma subestru-
tura cofinal deB e ā é uma upla emA tal queB � φ(ā), entãoA � φ(ā).
9. SejaL uma assinatura eΦ a menor classe de fórmulas deL∞ω tal que (1) todos os literais
deL estão emΦ, (2) Φ é fechada sob

V

e
W

, e (3) seφ(x, ȳ) é uma fórmula qualquer emΦ,
então lá também estão as fórmulas∀xφ e∃z∀x(z < x → φ). Mostre que toda fórmula emΦ é
preservada em subestruturas cofinais.

Dizemos que um sı́mbolo de relaçãoR é positivo nafórmulaφ deL∞ω seφ pertence à menor
classeX de fórmulas tal que (1) todo literal deL que não contémR pertence aX, (2) toda
fórmula atômica deL pertence aX, e (3)X é fechada sob

V

,
W

e quantificação. (Por exemplo
R é positivo em∀x(Qx→ Rx), mas não o é em∀x(Rx→ Qx).)
10. SejaL uma assinatura eL+ a assinatura obtida adicionando-se aL um novo sı́mbolo de
relaçãon-áriaP . Sejax̄ uman-upla de variáveis eφ(x̄) uma fórmula deL+ na qualP é po-
sitivo. SejaA umaL-estrutura; suponha queX e Y são relaçõesn-árias sobre dom(A) com
X ⊆ Y . É óbvio que a função identidade sobreA forma uma imersãoe : (A,X) → (A,Y ) de
L+-estruturas. (a) Mostre quee preservaφ. (b) Para qualquer relaçãon-áriaX sobre dom(A)
definimosπ(X) como sendo a relação{ā : (A,X) � φ(ā)}. Mostre que seX ⊆ Y então
π(X) ⊆ π(Y ).

2.5 Classificando funç̃oes por meio de f́ormulas

SejaL uma assinatura,f : A→ B um homomorfismo deL-estruturas eΦ uma classe
de fórmulas deL∞ω. Chamamosf de umΦ-função sef preserva todas as fórmulas
emΦ.

De longe o mais importante exemplo é quandoΦ é a classe de todas as fórmulas de
primeira ordem. Um homomorfismo que preserva todas as fórmulas de primeira ordem
tem que ser uma imersão (pelo Corolário 1.3.2); chamamos tal função de umaimersão
elementar.

Dizemos queB é umaextens̃ao elementardeA, ou queA é umasubestrutura
elementardeB, em sı́mbolosA 4 B, seA ⊆ B e a função inclusão é uma imersão
elementar. (Essa função é então descrita como umainclusão elementar.) Escrevemos
A ≺ B quandoA é uma subestrutura elementar própria deB.

Note queA 4 B implica emA ≡ B. Mas existem exemplos para mostrar que
A ⊆ B eA ≡ B juntos não implicam emA 4 B; veja o Exercı́cio 2.

Teorema 2.5.1. (Critério de Tarski–Vaught para subestruturas
elementares). SejaL uma linguagem de primeira ordem e sejamA, B L-estruturas
comA ⊆ B. Ent̃ao as seguintes condições s̃ao equivalentes:
(a)A é uma subestrutura elementar deB.
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(b) Para toda f́ormula ψ(x̄, y) deL e toda uplaā deA, seB � ∃y ψ(ā, y) ent̃ao
B � ψ(ā, d) para algum elementod deA.

Demonstraç̃ao. Sejaf : A → B a função inclusão. (a)⇒(b): SeB � ∃y ψ(ā, y)
entãoA � ∃y ψ(ā, y) já quef é elementar; logo existed emA tal queA � ψ(ā, d),
e chegamos emB � ψ(ā, d) aplicandof novamente. (b)⇒(a): tome a prova do Te-
orema 2.4.1 na seção anterior; nossa condição (b) é exatamente o que se precisa para
fazer aquela prova mostrar quef é elementar. �

O Teorema 2.5.1 por si só não é muito útil para se detectarsubestruturas elementa-
res na natureza (mesmo assim veja Exercı́cios 3, 4 adiante).Seu principal uso é em se
construir subestruturas elementares, como no Exercı́cio 5.

SeΦ é um conjunto de fórmulas, dizemos que uma cadeia(Ai : i < γ) deL-
estruturas é umaΦ-cadeiaquando cada função inclusãoAi ⊆ Aj é umaΦ-função. Em
particular umacadeia elementaŕe uma cadeia na qual as inclusões são elementares.

Teorema 2.5.2(Teorema de Tarski–Vaught sobre uniões de cadeias elementares).
Seja(Ai : i < γ) uma cadeia elementar deL-estruturas. Ent̃ao

⋃

i<γ Ai é uma
extens̃ao elementar de cadaAj (j < γ).

Demonstraç̃ao. FaçaA =
⋃

i<γ Ai. Sejaφ(x̄) uma fórmula de primeira ordem de
assinaturaL. Demonstramos por indução sobre a complexidade deφ que para todo
j < γ e toda uplāa de elementos deAj ,

(5.1) Aj � φ(ā) ⇔ A � φ(ā).

Quandoφ é atômica, temos (5.1) pelo Teorema 1.3.1(c). Os casos¬ψ, (ψ∧χ) e(ψ∨χ)
são simples. Suponha então queφ é da forma∃y ψ(x̄, y). SeA � φ(ā) então existe
algumb emA tal queA � ψ(ā, b). Escolhak < γ tal queb pertença a dom(Ak) e
k > j. EntãoAk � ψ(ā, b) por hipótese da indução, logoAk � φ(ā). EntãoAj � φ(ā)
como querı́amos, já que a cadeia é elementar. Isso demonstra a direção da direita para a
esquerda em (5.1); a outra direção é mais fácil. O argumento para∀y ψ(x̄, y) é similar.
�

Lema 2.5.3(Lema do diagrama elementar). Suponha queL é uma linguagem de
primeira ordem,A e B são L-estruturas,c̄ é uma upla de constantes distintas que
não est̃ao emL, (A, ā) e (B, b̄) sãoL(c̄)-estruturas, ēa geraA. Ent̃ao as seguintes
condiç̃oes s̃ao equivalentes.
(a)Para toda f́ormulaφ(x̄) deL, se(A, ā) � φ(c̄) ent̃ao (B, b̄) � φ(c̄).
(b) Existe uma imers̃ao elementarf : A→ B tal quefā = b̄.

Demonstraç̃ao. (b) claramente implica em (a). Para a recı́proca, definaf como na
prova do Lema 1.4.2. Sēa′ é uma upla qualquer de elementos deA e φ(z̄) é uma
fórmula qualquer deL, então escolhendo-se uma seqüência apropriadax̄ de variáveis,
podemos escreverφ(z̄) comoψ(x̄) de tal forma queφ(ā′) seja a mesma fórmula que
ψ(ā). EntãoA � φ(ā′) implica emA � ψ(ā), que por (a) implica emB � ψ(fā) e
portantoB � φ(fā′). Por conseguintef é uma imersão elementar. �

Definimos odiagrama elementarde umaL-estruturaA, em sı́mbolos eldiag(A),
como sendo Th(A, ā) ondeā é qualquer seqüência que geraA. Por (a)⇒(b) no lema
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temos o seguinte fato, que será usado constantemente para se construir extensões ele-
mentares:seD é um modelo do diagrama elementar daL-estruturaA, ent̃ao existe
uma imers̃ao elementar deA no redutoD|L.

A noção deΦ-função tem outras aplicações.

Exemplo 1: Extens̃oes puras. Este exemplo é familiar aos teóricos de grupos abeli-
anos e àqueles que trabalham com módulos. SejamA eB R-módulos à esquerda, eA
um submódulo deB. Dizemos queA é pura emB, ou queB é umaextens̃ao pura
deA, se a seguinte condição se verifica:

(5.2) para todo conjunto finitoE de equações com parâmetros emA,
seE tem uma solução emB entãoE já tem uma solução emA.

Agora o enunciado que diz que um certo conjunto finito de equac¸ões com parâmetros
ā tem uma solução pode ser escrito∃x̄(ψ1(x̄, ā) ∧ . . . ∧ ψk(x̄, ā)) comψ1, . . . , ψk
atômicas; uma fórmula de primeira ordem dessa forma é dita primitiva positiva , ou
p.p. abreviadamente. Logo podemos definir uma imersãopura como sendo aquela
que preserva as negações de todas as fórmulas primitivaspositivas.

Exerćıcios para a seção 2.5

Nosso primeiro exercı́cio é um pequeno refinamento do Teorema 2.5.1.
1. SejaL uma linguagem de primeira ordem eB umaL-estrutura. Suponha queX é um con-
junto de elementos deB tal que, para toda fórmulaψ(x̄, y) deL e toda uplāa de elementos de
X, seB � ∃y ψ(ā, y) entãoB � ψ(ā, d) para algum elementod emX. Mostre queX é o
domı́nio de uma subestrutura elementar deB.

2. Dê um exemplo de uma estruturaA com uma subestruturaB tal queA ∼= B masB não
é uma subestrutura elementar deA. [TomeA como sendo(ω,<).]

3. SejaB umaL-estrutura eA uma subestrutura com a seguinte propriedade: seā é uma
upla qualquer de elementos deA eb é um elemento deB, então existe um automorfismof deB
tal quefā = ā e fb ∈ dom(A). Mostre que seφ(x̄) é uma fórmula qualquer deL∞ω e ā uma
upla emA, entãoA � φ(ā) ⇔ B � φ(ā). (Em particularA 4 B.)

4. Suponha queB é um espaço vetorial eA é um subespaço de dimensão infinita. Mostre
queA 4 B.

O próximo exercı́cio será refinado na seção 3.1 adiante.
5. SejaL uma linguagem contável de primeira ordem eB umaL-estrutura de cardinalidade
infinita µ. Mostre que para todo cardinal infinitoλ < µ, B tem uma subestrutura elementar de
cardinalidadeλ. [Escolha um conjuntoX deλ elementos deB, e fecheX de tal forma que o
Exercı́cio 1 se aplique.]

6. Seja(Ai : i < γ) uma cadeia de estruturas tal que para todoi < j < γ, Ai é uma su-
bestrutura pura deAj . Mostre que cada estruturaAj (j < γ) é uma subestrutura pura da união
S

i<γ Ai.

Os próximos dois exercı́cios não são particularmente difı́ceis, mas eles usam coisas de seções
vindouras.
7. Mostre que sen é um inteiro positivo, então existem uma linguagem de primeira ordemL eL-
estruturasA eB tais queA ⊆ B e para todan-uplaā emA e toda fórmulaφ(x0, . . . , xn−1) de
L,A � φ(ā) ⇔ B � φ(ā), masB não é uma extensão elementar deA. [Use limites de Fraı̈ssé
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(Capı́tulo 6) para construir uma estrutura contávelC+ na qual um sı́mbolo de relação(2n+ 2)-
áriaE define uma relação de equivalência aleatória sobre os conjuntos den+1 elementos, e um
sı́mbolo de relação(2n + 2)-áriaR arranja randomicamente essas classes de equivalência em
uma ordenação linear cujo primeiro elemento é definido pelo sı́mbolo de relação(n+1)-áriaP .
FormeC desprezando o sı́mboloP deC+. Encontre uma imersãoe : C → C cuja imagem não
contém o primeiro elemento da ordenação.]

8. Suponha queR é um anel eA, B sãoR-módulos à esquerda comA ⊆ B, e, para todo
elementoa deA e toda fórmula p.p.φ(x) sem parâmetros,A � φ(a) ⇔ B � φ(a). Mos-
tre queA é pura emB. [Mostre por indução sobren que seφ(x0, . . . , xn) é uma fórmula
pura eā uma (n + 1)-upla emA tal queB � φ(ā) entãoA � φ(ā). SeB � φ(ā) então
B � ∃xn φ(ā|n, xn), portanto pela hipótese da indução existec emA tal queA � φ(ā|n, c),
logo por subtração (justifique isso!)B � φ(0, . . . , 0, an− c); portantoA � φ(0, . . . , 0, an − c),
e a adição forneceA � φ(ā).]

9. SejaR um anel eL a linguagem deR-módulos à esquerda. SejaM um R-módulo à es-
querda eφ(x0, . . . , xn−1) uma fórmula p.p. deL. (a) Mostre queφ(Mn) é um subgrupo de
Mn considerado como um grupo abeliano.Grupos dessa forma são conhecidos como osgru-
pos p.p.-definı́veisdeMn. Leia o Exercı́cio 2.7.12 para ver sua importância.(b) Mostre que
seφ(x̄, ȳ) é uma fórmula p.p. deL e b̄ uma upla deM , entãoφ(Mn, b̄) é vazio ou um cocon-
junto do subgrupo p.p.-definı́velφ(Mn, 0, . . . , 0). Mostre que ambas as possibilidades podem
ocorrer.

2.6 Traduções

Na teoria dos modelos tal qual em qualquer outro lugar, podemhaver várias maneiras
de dizer a mesma coisa. Diga-se da maneira errada e pode-se n˜ao obter os resultados
que se pretendia.

Esta seção é uma introdução a alguns tipos de parafraseque teóricos de modelos
acham úteis.Essas parafrases nunca alteram a classe de relações defińıveis sobre uma
estrutura – elas apenas afetam as fórmulas que podem ser usadas para definir tais
relações.

1: Fórmulas desaninhadas

SejaL uma assinatura. Por umafórmula atômica desaninhadade assinaturaL que-
remos dizer uma fórmula atômica de uma das seguintes formas:

(6.1) x = y;

(6.2) c = y para alguma constantec deL;

(6.3) F (x̄) = y para algum sı́mbolo de funçãoF deL;

(6.4) Rx̄ para algum sı́mbolo de relaçãoR deL.

Chamamos uma fórmula dedesaninhadase todas as suas subfórmulas atômicas são
desaninhadas.

Fórmulas desaninhadas são práticas quando queremos fazer definições ou provas
por indução sobre a complexidade de fórmulas. O caso atômico fica particularmente
simples: nunca precisamos considerar quaisquer termos exceto variáveis, constantes
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e termosF (x̄) ondeF é um sı́mbolo de função. Existirão exemplos nas seções 3.3
(jogos de vai-e-vem) e 4.3 (interpretações).

Teorema 2.6.1. SejaL uma assinatura. Então toda f́ormula at̂omicaφ(x̄) deL é
logicamente equivalente a fórmulas desaninhadas de primeira ordemφ∀(x̄) e φ∃(x̄)
de assinaturaL tais queφ∀ é uma f́ormula∀1 eφ∃ é uma f́ormula∃1.

Demonstraç̃ao por meio de exemplo. A fórmula F (G(x), z) = c é logicamente
equivalente a

(6.5) ∀uw(G(x) = u ∧ F (u, z) = w → c = w)

e a

(6.6) ∃uw(G(x) = u ∧ F (u, z) = w ∧ c = w). �

Corolário 2.6.2. SejaL uma linguagem de primeira ordem. Então toda f́ormula
φ(x̄) deL é logicamente equivalente a uma fórmula desaninhadaψ(x̄) deL. Genera-
lizando, toda f́ormula deL∞ω é logicamente equivalente a uma fórmula desaninhada
deL∞ω.

Demonstraç̃ao. Use o teorema para substituir todas as subfórmulas atômicas por
fórmulas desaninhadas de primeira ordem. �

Seφ no corolário é uma fórmula∃1, então escolhendo-se sabiamente entreθ∀ eθ∃

para cada subfórmula atômicaθ deφ, podemos fazer com queψ no corolário seja uma
fórmula∃1 também. Na verdade podemos sempre escolherψ de forma que esteja no
mesmo lugar queφ na hierarquia∀n, ∃n (ver (4.2)–(4.4) na seção 2.4 acima), a menos
queφ não tenha quantificadores.

2: Expans̃oes definicionais e extens̃oes

SejaL eL+ assinaturas comL ⊆ L+, e sejaR um sı́mbolo de relação deL+. Então
umadefinição explı́cita deR em termos deL é uma sentença da forma

(6.7) ∀x̄(Rx̄↔ φ(x̄))

ondeφ é uma fórmula deL. Igualmente sec é uma constante eF é um sı́mbolo de
função deL+, definições explı́citas dec, F em termos deL são sentenças da forma

(6.8) ∀y(c = y ↔ φ(y)),
∀x̄y(F (x̄) = y ↔ ψ(x̄, y))

ondeφ, ψ são fórmulas deL. Note que as sentenças em (6.8) têm conseqüências
na linguagemL. Elas implicam respectivamente em

(6.9) ∃=1y φ(y),
∀x̄∃=1y ψ(x̄, y).

Chamamos as sentenças (6.9) decondições de admissibilidadedas duas definições
explı́citas em (6.8).

Definições explı́citas têm duas propriedades principais, como segue.
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Teorema 2.6.3(Unicidade de expans̃oes definicionais). SejamL eL+ assinaturas
comL ⊆ L+. SejamA e B L+-estruturas,R um śımbolo de relaç̃ao deL+ e θ
uma definiç̃ao expĺıcita deR em termos deL. SeA eB são ambas modelos deθ e
A|L = B|L, ent̃aoRA = RB. Similarmente para constantes e sı́mbolos de funç̃ao.

Demonstraç̃ao. Imediata. �

Teorema 2.6.4(Existência de expans̃oes definicionais). SejamL eL+ assinaturas
comL ⊆ L+. Suponha que para cada sı́mboloS de L+\L, θS é uma definiç̃ao
expĺıcita deS em termos deL; sejaU o conjunto de tais definições.

(a) SeC é umaL-estrutura qualquer que satisfaz as condições de
admissibilidade (caso existam) das definiçõesθS , ent̃ao podemos
expandirC para formar umaL+-estruturaC+ queé modelo deU .

(b) Toda f́ormulaχ(x̄) de assinaturaL+ é equivalente ḿoduloU a
uma f́ormulaχ∗(x̄) de assinaturaL.

(c) Seχ e todas as sentençasθS são de primeira ordem, entãoχ∗

tamb́em oé.

Demonstraç̃ao. As definições nos dizem exatamente como interpretar os
sı́mbolosS emC+, portanto temos (a). Para (b), use o Teorema 2.6.1 para substituir
toda fórmula atômica emχ por uma fórmula desaninhada, e observe que as definições
explı́citas traduzem cada fórmula atômica desaninhada diretamente em uma fórmula
de assinaturaL. Então (c) está claro também. �

Uma estruturaC+ como no Teorema 2.6.4(a) é chamada deexpans̃ao definici-
onal deC. SeL e L+ são assinaturas comL ⊆ L+, e T é uma teoria de assina-
tura L, então umaextens̃ao definicional de T paraL+ é uma teoria equivalente a
T ∪ {θS : S é um sı́mbolo emL\L+} onde para cada sı́mboloS emL+\L,

(6.10) θS é uma definição explı́cita deS em termos deL, e

(6.11) seS é uma constante ou sı́mbolo de função eχ é a condição de
admissibilidade paraθS entãoT ⊢ χ.

Os Teoremas 2.6.3 e 2.6.4 nos dizem que seT+ é uma extensão definicional deT
paraL+, então todo modeloC deT tem uma única expansãoC+ que é um modelo de
T+, eC+ é uma expansão definicional deC.

SejaT+ uma teoria na linguagemL+, eL uma linguagem⊆ L+. Dizemos que um
sı́mboloS deL+ é explicitamente definı́vel emT+ em termos deL seT+ acarreta
alguma definição explı́cita deS em termos deL. Portanto, a menos de equivalência de
teorias,T+ é uma extensão definicional de uma teoriaT emL se e somente se (1)T
e T+ têm as mesmas conseqüências emL e (2) todo sı́mbolo deL+ é explicitamente
definı́vel emT+ em termos deL.

Extensões definicionais são úteis para se substituir fórmulas complicadas por fórmulas
simples. Por exemplo, em teoria dos conjuntos elas nos permitem escreverφ(x∪ y) ao
invés da fórmula menos legı́vel∃z(φ(z) ∧ ∀t(t ∈ z ↔ t ∈ x ∨ t ∈ y)).

Advert ência – particulamente para quem trabalha com desenvolvimento desoftware
usando lógica de primeira ordem.É importante que os sı́mbolos sendo definidos em
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(6.7) e (6.8) não ocorram nas fórmulasφ, ψ. Se os sı́mbolos pudessem ocorrer emφ
ouψ, ambos os Teoremas 2.6.3 e 2.6.4 falhariam.

Existe uma armadilha aqui.̀As vezes encontra-se umas coisas chamadas ‘definições’
que parecem definições explı́citas exceto que o sı́mbolo sendo definido ocorre em am-
bos os lados da fórmula. Essas podem ser definições implı́citas, que são inofensivas
– ao menos em lógica de primeira ordem; veja o teorema de Beth, Teorema 5.5.4
adiante. Por outro lado se elas têm babados lilás por baixoe bolinhas cor-de-rosa
por cima, elas quase certamente sãodefiniç̃oes recursivas. As definições recursivas de
‘mais’ e ‘vezes’ em aritmética, (2.14)–(2.15) na seção 2.2, constituem-se num exemplo
tı́pico; pode-se reescrevê-las de forma que elas pareçamperigosamente com definições
explı́citas.Em geral, definiç̃oes recursivas definem sı́mbolos sobre uma determinada
estrutura, e ñao sobre todos os modelos de uma teoria. Não há garantia de que elas
podem ser traduzidas para definições expĺıcitas em uma teoria de primeira ordem. A
noção de definição recursiva está além da teoria dos modelos e eu não direi mais nada
sobre isso aqui.

Antes de deixar extensões definicionais para trás, aqui vai um exemplo extendido
que será útil na próxima seção.

Suponha queL1 eL2 são assinaturas; para simplificar a próxima definição vamos
assumir que elas são disjuntas. SejamT1 eT2 teorias de primeira ordem de assinaturas
L1,L2 respectivamente. Então dizemos queT1 eT2 sãodefinicionalmente equivalen-
tesse existe uma teoria de primeira ordemT na assinaturaL1∪L2 que é uma extensão
definicional de ambasT1 eT2.

Quando teoriasT1 e T2 são definicionalmente equivalentes como no caso acima,
podemos transformar um modeloA1 deT1 em um modeloA2 deT2 primeiro expan-
dindoA1 para um modelo deT e depois aplicando a restrição à linguagemL2; pode-
mos retornar aA1 a partir deA2 fazendo o mesmo na direção oposta. Nessa situação
dizemos que as estruturasA1 eA2 sãodefinicionalmente equivalentes.

Exemplo 1: Álgebras de termos em uma outra linguagem. No Exemplo 1 da seção
2.2 escrevemos algumas sentenças (2.3)–(2.7) que são verdadeiras em toda álgebra de
termos de uma assinatura algébricaL fixa. Chamemos essas sentençasT1 e sejaL1

sua linguagem de primeira ordem. SejaL2 uma linguagem de primeira ordem cuja
assinatura consiste dos seguintes sı́mbolos:

(6.12) sı́mbolos de relação1-áriaÉc (para cada constantec deL1) e
ÉF (para cada sı́mbolo de funçãoF deL1);

(6.13) um sı́mbolo de relação1-áriaFi para cada sı́mbolo de funçãoF de
L1 e cadai < aridade(F ).

Afirmamos queT1 é definicionalmente equivalente à seguinte teoriaT2 emL2.
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(6.14) ∃=1yÉc(y) para cada sı́mbolo de
constantec deL.

(6.15) ∀x0 . . . xn−1∃=1y(ÉF (y) ∧
∧

i<n

Fi(y) = xi) para cada sı́mbolo

de funçãoF deL.

(6.16) ∀x¬(Éc(x) ∧ Éd(x)) ondec, d são sı́mbolos de
constante ou sı́mbolos
de função distintos.

(6.17) ∀x(¬ÉF (x) → Fi(x) = x) para cada sı́mbolo
de funçãoFi.

(6.18) ∀x(t(Fi(x)) = x→ ¬ÉF (x)) para cada sı́mbolo
de funçãoFi e cada
termot(y) deL2.

Para mostrar isso, devemos escrever definições explı́citasU1 de sı́mbolos deL2 em
termos deL1, e definições explı́citasU2 dos sı́mbolos deL1 em termos deL2, de tal
forma queTi implique as condições de admissibilidade paraUi (i = 1, 2), eT1 ∪ U1

seja equivalente aT2 ∪ U2. Aqui vão as definições deL2 em termos deL1, ondec é
uma constante qualquer deL1, F é um sı́mbolo de função qualquer deL1 com aridade
n e i < n.

(6.19) ∀y(Éc(y) ↔ y = c).

∀y(ÉF (y) ↔ ∃x̄ F x̄ = y).
∀xy (Fix = y ↔ (∃y0 . . . yi−1yi+1 . . . yn−1

F (y0, . . . , yi−1, y, yi+1, . . . , yn−1) = x)
∨(x = y ∧ ¬∃ȳ F ȳ = x)).

E aqui estão as definições explı́citas deL1 em termos deL2, ondec é uma constante
qualquer deL1 eF um sı́mbolo de função qualquer deL1:

(6.20) ∀y(y = c↔ Éc(y));

∀x0 . . . xn−1y(F (x0, . . . , xn−1) = y ↔ (ÉF (y) ∧
∧

i<n

Fi(y) = xi)).

Essas duas teoriasT1 e T2 fornecem maneiras opostas de se olhar para a álgebra de
termos:T1 gera os termos de seus componentes, enquantoT2 recupera os componen-
tes a partir dos termos. Uma caracterı́stica curiosa é queT2 usa apenas sı́mbolos de
função e de relação1-árias, enquanto que não há limite para as aridades dos s´ımbolos
emT1. A teoriaT2 será útil para analisarT1 na próxima seção.

3: Atomização

Aqui temos uma teoriaT numa linguagemL, e um conjuntoΦ de fórmulas deL que
não são sentenças. O objetivo é extenderT para uma teoriaT+ numa linguagem maior
L+ de tal forma que toda fórmula emΦ seja equivalente móduloT+ a uma fórmula
atômica. Na verdade o conjunto de novas sentençasT+\T acabará por depender ape-
nas deL e não deT .

Esse dispositivo é às vezes chamado de Morleyização. Porém ele é bem conhe-
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cido desde 1920 quando Skolem o introduziu, e não tem nada particularmente a ver
com Morley. Por isso achei melhor usar um nome mais descritivo. ‘Skolemização’ já
significa algo diferente; veja a seção 3.1 adiante.

Teorema 2.6.5 (Teorema da atomizaç̃ao). Seja L uma linguagem de
primeira ordem. Ent̃ao existem uma linguagem de primeira ordemLΘ ⊇ L e uma
teoriaΘ emLΘ tal que

(a) todaL-estruturaA pode ser expandida de umaúnica maneira para uma
LΘ-estruturaAΘ queé modelo deΘ,

(b) toda f́ormulaφ(x̄) deLΘ é equivalente ḿoduloΘ a uma f́ormulaψ(x̄)
deL, e tamb́em (quandōx não é vazio)
a uma f́ormula at̂omicaχ(x̄) deLΘ,

(c) todo homomorfismo entre modelos não-vazios deΘ é uma imers̃ao
elementar,

(d) |LΘ| = |L|.

Demonstraç̃ao. Para cada fórmulaφ(x0, . . . , xn−1) deL comn > 0, introduza um
novo sı́mbolo de relaçãon-áriaRφ. TomeLΘ como sendo a linguagem de primeira
ordem obtida a partir deL pela adição de todos os sı́mbolosRφ, e tomeΘ como sendo
o conjunto de todas as sentenças da forma

(6.21) ∀x̄(Rφ ↔ φ(x̄)).

Então (d) é imediato. A teoriaΘ é uma extensão definicional da teoria vazia emL,
logo temos (a) e a primeira parte de (b). A segunda parte de (b)então segue devido a
(6.21).

Agora, devido a (b), toda fórmula deL que não é uma sentença é equivalente
móduloΘ a uma fórmula atômica. Seφ é uma sentença deL entãoφ ∧ x = x é
equivalente móduloΘ a uma fórmula atômicaχ(x); todo homomorfismo entre mode-
los não-vazios deΘ que preservaχ deve também preservarφ. Logo (c) segue devido
ao Teorema 1.3.1(b). �

Pode-se aplicar a mesma técnica a um conjunto particularΦ de fórmulas deL,
caso se deseje estudar homomorfismos que preservam as fórmulas emΦ. SeA eB são
modelos deΘ, então toda imersão (na verdade todo homomorfismo) deA paraB deve
preservar as fórmulas emΦ, devido ao Teorema 1.3.1(b).

Teorema 2.6.6. SejaΘ a teoria constrúıda na demonstraç̃ao do Teorema 2.6.5. Então
para toda teoriaT emLΘ, T ∪ Θ é equivalente a uma teoria∀2.

Demonstraç̃ao. Devido ao item (b) do teorema, toda fórmula deLΘ com pelo menos
uma variável livre é equivalente móduloΘ a uma fórmula atômica deLΘ. LogoT ∪Θ
é equivalente a uma teoriaT ′ ∪ Θ onde toda sentença deT ′ é∀1 no pior caso. Basta
agora demonstrar que a própriaΘ é equivalente a uma teoria∀2.

SejaΘ′ o conjunto de todas as sentenças das seguintes formas:
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(6.22) ∀x̄(φ(x̄) ↔ Rφ(x̄)) ondeφ é uma fórmula atômica deL;

(6.23) ∀x̄(Rφ(x̄) ∧Rψ(x̄) ↔ Rφ∧ψ(x̄));
e igualmente para∨ no lugar de∧;

(6.24) ∀x̄(¬Rφ(x̄) ↔ R¬φ(x̄));

(6.25) ∀x̄(∀y Rφ(x̄,y)(x̄, y) ↔ R∀yφ(x̄,y)(x̄));
e igualmente para∃ no lugar de∀.

Após um pequeno rearranjo das sentenças (6.25),Θ′ é uma teoria∀2. Demonstra-
remos queΘ é equivalente aΘ′. ClaramenteΘ implica em todas as sentenças emΘ′.
Reciprocamente, suponha queΘ′ se verifica. Então (6.21) segue por indução sobre a
complexidade deφ. �

Uma teoria de primeira ordem é ditamodelo-completase toda imersão entre seus
modelos é elementar. A atomização mostra que podemos transformar qualquer teoria
de primeira ordem em uma teoria modelo-completa de uma formainofensiva. Mas o
real interesse da noção de modelo-completude está no fato de que um bom número
de teorias em álgebra têm essa propriedade sem qualquer mexida prévia. Pensaremos
sobre isso na seção 7.3.

Exerćıcios para a seção 2.6
Podemos eliminar sı́mbolos de função em favor de sı́mbolos de relação:
1. SejaL uma assinatura. Forme uma assinaturaLr a partir deL da seguinte forma: para
cada inteiro positivon e cada sı́mbolo de funçãon-ária F de L, introduza um sı́mbolo de
relação(n + 1)-áriaRF . SeA é umaL-estrutura, sejaAr a Lr-estrutura obtida a partir de
A interpretando-se cadaRF como a relação{(ā, b) : A � (F ā = b)} (o grafo da funçãoFA).
(a) Defina uma traduçãoφ 7→ φr de fórmulas deL para fórmulas deLr, que seja independente
deA. Formule e demonstre um teorema sobre essa tradução e as estruturasA, Ar. (b) Extenda
(a) de tal forma a traduzir toda fórmula deL para uma fórmula que não contém sı́mbolos de
função nem sı́mbolos de constante.

Uma fórmulaφ é dita normal negativa se emφ o sı́mbolo¬ nunca ocorre exceto imediata-
mente na frente de uma fórmula atômica. (Recordemos queψ → χ é uma abreviação para
¬ψ ∨ χ.)
2. Mostre que seL é uma linguagem de primeira ordem, então toda fórmulaφ(x̄) deL é lo-
gicamente equivalente a uma fórmula normal negativaφ∗(x̄) deL. (Sua demonstração deve se
adaptar facilmente para demonstrar o mesmo paraL∞ω no lugar deL.) Mostre que seφ era
desaninhada entãoφ∗ pode ser escolhida de tal forma a ser também desaninhada.

3. SejaL uma linguagem de primeira ordem,R um sı́mbolo de relaçãoR deL eφ uma fórmula
deL. Mostre que as seguintes afirmações são equivalentes. (a) R é positiva em alguma fórmula
deL que é logicamente equivalente aφ. (b)φ é logicamente equivalente a uma fórmula deL em
forma normal negativa na qualR nunca tem¬ imediatamente antes dele.

Aqui está uma reescrita mais perversa, que depende das propriedades de uma teoria particular.
4. SejaT a teoria de ordenações lineares. Para cada inteiro positivo n, escreva uma sentença de
primeira ordem que expressa (móduloT ) ‘Existem pelo menosn elementos’, e que usa apenas
duas variáveis,x ey.

5. SejamT0, T1 e T2 teorias de primeira ordem. Mostre que seT2 é uma extensão definici-
onal deT1 eT1 é uma extensão definicional deT0, entãoT2 é uma extensão definicional deT0.
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O método do exercı́cio seguinte é conhecido comométodo de Padoa. Não é limitado a lin-
guagens de primeira ordem. Compare-o com o Lema 2.1.1 acima.Veja também a discussão
após o Teorema 5.5.4.
6. SejamL eL+ assinaturas comL ⊆ L+; sejaT uma teoria de assinaturaL+ eS um sı́mbolo
da assinaturaL+. Suponha que existem dois modelosA, B deT tais queA|L = B|L mas
SA 6= SB . Deduza queS não é explicitamente definı́vel emT em termos deL (e por issoT
não é uma extensão definicional de nenhuma teoria de assinaturaL).

7. SejaL+ a linguagem de primeira ordem da aritmética com sı́mbolos0, 1, +, ·, e sejaT
a teoria completa dos números naturais nessa linguagem. SejaL a linguagemL+ com o sı́mbolo
+ removido. Mostre que+ não é explicitamente definı́vel emT em termos deL.

SejamL eL+ linguagens de primeira ordem comL ⊆ L+, e sejamT , T+ teorias emL, L+

respectivamente. Dizemos queT+ é umaextens̃ao conservativadeT se para toda sentençaφ
deL, T ⊢ φ ⇔ T+ ⊢ φ.
8. (a) Mostre que seT ⊆ T+ e todaL-estrutura que é um modelo deT pode ser expandida
para formar um modelo deT+, entãoT+ é uma extensão conservativa deT . Em particular toda
extensão definicional é conservativa. (b) Prove que a rec´ıproca da afirmação (a) falha. [SejaT
tal que diga que< é uma ordenação linear com primeiro elemento0, todo elemento tem um
sucessor imediato e todo elemento exceto0 tem um predecessor imediato. SejaT+ a aritmética
de Peano. Mostre queT é completa em sua linguagem, daı́ queT+ é uma extensão conservativa
deT . Mostre que todo modelo contável deT+ tem tipo-ordemω ou ω + (ω∗ + ω) · η onde
ω∗ é o reverso deω e η é o tipo-ordem dos racionais; logo nem todo modelo contável de T se
expande para um modelo deT+.]

Mesmo a definição de adição (uma definição recursiva, não uma definição explı́cita) pode le-
var a novas conseqüências de primeira ordem.
9. SejaL a linguagem com o sı́mbolo de constante0 e o sı́mbolo de função1-ária S; seja
L+ a mesmaL mais um sı́mbolo de função2-ária +. SejaT+ a teoria∀xx + 0 = x,
∀xy x + Sy = S(x + y). Mostre queT+ não é uma extensão conservativa da teoria vazia
emL.

10. Mostre que a teoria de álgebras booleanas é definicionalmente equivalente à teoria de anéis
comutativos com∀xx2 = x.

2.7 Eliminação de quantificadores

O primeiro programa sistemático para a teoria dos modelos apareceu na década após a
primeira guerra mundial. Esse programa é conhecido comoeliminação de quantifica-
dores. Deixe-me resumı́-lo.

Tome uma linguagem de primeira ordemL e uma classeK deL-estruturas. A
classeK poderia ser, por exemplo, a classe de todas as ordenações lineares densas, ou
poderia ser o conjunto unitário{R} ondeR é o corpo dos números reais. Dizemos que
um conjuntoΦ de fórmulas deL é umconjunto de eliminaç̃aoparaK se

(7.1) para toda fórmulaφ(x̄) deL existe uma fórmulaφ∗(x̄)
que é uma combinação booleana de fórmulas emΦ, eφ é
equivalente aφ∗ em toda estrutura emK.

O programa pode ser enunciado brevemente: dadaK, encontre um conjunto de eliminação
paraK. Existem programas análogos para outras linguagens, mas ocaso de primeira
ordem é o mais interessante.
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É claro que sempre existe ao menos um conjunto de eliminação Φ para uma classe
qualquerK deL-estruturas: tomeΦ como sendo o conjunto de todas as fórmulas de
L. Mas com cuidado e atenção podemos frequentemente encontrar um conjunto de
eliminação muito mais revelador que esse.

Por exemplo, aqui estão dois resultados que devemos ao seminário de Varsóvia
organizado por Tarski no final dos anos 20. (Uma ordenação linear édensase para
todos elementosx < y existez tal quex < z < y; cf. (2.31) e (2.32) na seção 2.2.)

Teorema 2.7.1. SejaL a linguagem de primeira ordem cuja assinatura consiste do
śımbolo de relaç̃ao binária <, e sejaK a classe de todas as ordenações lineares den-
sas. Suponha queΦ consiste de f́ormulas deL que expressam cada um dos seguintes
enunciados:

(7.2) Existe um primeiro elemento.
Existe uḿultimo elemento.
x é o primeiro elemento.
x é oúltimo elemento.
x < y.

EntãoΦ é um conjunto de eliminação paraK.

Demonstraç̃ao. Exercı́cio 1 adiante. �

Teorema 2.7.2. SejaL a linguagem de primeira ordem de anéis, cujos śımbolos s̃ao
+, −, ·, 0, 1. SejaK a classe dos corpos real-fechados. Suponha queΦ consiste das
fórmulas

(7.3) ∃y y2 = t(x)

ondet varia sobre todos os termos deL que ñao cont̂em a varíavel y. Ent̃ao Φ é
um conjunto de eliminação paraK. (Note que (7.3) expressa quet(x) > 0.)

Demonstraç̃ao. Veremos uma demonstração algébrica disto no Teorema 7.4.4 adi-
ante. �

O nome ‘eliminação de quantificadores’ refere-se ou ao processo de se reduzir uma
fórmula a uma combinação booleana de fórmulas emΦ, ou ao processo de se descobrir
em primeiro lugar o conjunto apropriadoΦ. Deve-se distinguir o método de eliminação
de quantificadores dapropriedade de eliminaç̃ao de quantificadores, que é a proprie-
dade que algumas teorias têm. Uma teoriaT tem eliminação de quantificadoresse
o conjunto de fórmulas livres-de-quantificador forma um conjunto de eliminação para
a classe de todos os modelos deT . (Cf. seção 7.4 adiante, e note que algumas das
fórmulas em (7.2) e (7.3) não são livres-de-quantificador.)

O propósito da eliminaç̃ao de quantificadores

Suponha que temos um conjunto de eliminaçãoΦ para a classeK. O que é que ele nos
diz?
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(a) Classificaç̃ao a menos de equivalência elementar. Suponha queA e B são
estruturas na classeK, eA não é elementarmente equivalente aB. Então existe al-
guma combinação booleana de sentenças emΦ que é verdadeira emA mas falsa em
B. Segue-se imediatamente que alguma sentençaφ em Φ é verdadeira em uma das
estruturasA ouB mas falsa na outra. A conclusão é que podemos classificar asestru-
turas emK, a menos de equivalência elementar, procurando ver quaissentençasemΦ
são verdadeiras nessas estruturas.

Se as sentenças emΦ expressam alguma propriedade ‘algébrica’ de estruturas (uma
noção vaga, porém clara o suficiente para ser útil), ent˜ao reduzimos a equivalência
elementar emK a uma noção puramente ‘algébrica’. Por exemplo Tarski mostrou que
dois corpos algebricamente fechados são elementarmente equivalentes se e somente se
eles têm a mesma caracterı́stica.

(b) Provas de completude. Como um caso especial de (a), suponha queK é a classe
Mod(T ) de todos os modelos de uma teoria de primeira ordemT . Suponha que todas
as sentenças emΦ são dedutı́veis a partir deT ou inconsistentes comT . Então segue-
se que todos os modelos deT são elementarmente equivalentes, logoT é uma teoria
completa.

O Teorema 2.7.2 é um caso desse. As sentenças emΦ podem ser todas escritas
comos = t ous 6 t ondes, t são termos fechados deL. Mas todo corpo real-fechado
tem caracterı́stica0. Em corpos de caracterı́stica0, cada termo fechadot tem um valor
inteiro independente da escolha do corpo, logo podemos provar ou refutar as sentenças
s = t, s 6 t a partir dos axiomas de corpos real-fechados. Portanto o Teorema 2.7.2
mostra que a teoria de corpos real-fechados é completa.

(c) Provas de decidibilidade. Este é um caso especial de (b), por sua vez. Suponha
queL é uma linguagem recursiva (veja seção 2.3 acima). A teoriaT emL é decidı́vel
se e somente se existe um algoritmo para determinar se uma dada sentença deL é uma
conseqüência deT . O problema de decis̃ao para uma teoriaT emL é o problema de
se encontrar tal algoritmo (ou se demonstrar que ele não existe).

Agora suponha queK é Mod(T ) e que a funçãoφ 7→ φ∗ em (7.1) é recursiva.
Suponha também que temos um algoritmo que nos diz, para qualquer sentençaψ no
conjunto de eliminaçãoΦ, ou queψ é demonstrável a partir deT ou que ela é refutável
a partir deT . Então colocando-se tudo junto, derivamos um algoritmo para determinar
quais sentenças são conseqüências deT ; essa é uma solução positiva do problema da
decisão paraT . Novamente corpos real-fechados constituem um caso desse.

(d) Descriç̃ao de relaç̃oes defińıveis. Suponha queΦ é um conjunto de eliminação
paraK eA é uma estrutura emK. SejaD o conjunto de todas as relações sobreA que
têm a formaψ(An) para alguma fórmulaψ(x0, . . . , xn−1) em Φ. Então as relações
∅-definı́veis sobreA são precisamente as combinações booleanas de relações emD.

(e) Descriç̃ao de imers̃oes elementares. SeΦ é um conjunto de eliminação para
K, então as funções elementares entre estruturas emK são precisamente aqueles ho-
momorfismos que preservamψ e ¬ψ para toda fórmulaψ emΦ. Por exemplo, pelo
Teorema 2.7.1, toda imersão entre ordenações lineares densas sem extremos é elemen-
tar.

Os pontos (a), (d) e (e) foram vitais para o futuro da teoria dos modelos. O que eles
disseram foi que em certas classes importantes de estruturas, as classificações modelo-
teóricas naturais poderiam ser parafraseadas em noçõesalgébricas simples. Isso per-
mitiu que os lógicos e os algebristas conversassem uns com os outros e fundissem seus
métodos.

A principal dificuldade da eliminação de quantificadores ´e que o método se realiza
inteiramente no nı́vel da dedutibilidade a partir de um conjunto de axiomas. Isso faz
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com que ele seja altamente sintático, e pode impedir que utilizemos boas informações
algébricas sobre a classeK. Em particular o método não nos permite explorar o que
quer que saibamos sobre funções entre estruturas emK. Por exemplo, para provar
o seguinte resultado de Tarski pelo método da eliminaçãode quantificadores preci-
sarı́amos empreender um estudo razoavelmente trabalhoso de equações; porém o argu-
mento mais estrutural do Exemplo 2 na seção 7.4 adiante torna o resultado quase uma
trivialidade.

Teorema 2.7.3. A teoria dos corpos algebricamente fechados tem eliminação de
quantificadores. �

Por essa razão o exemplo feito em detalhe adiante não é um dos bem conhecidos
resultados algébricos da escola de Tarski. A maior parte daqueles resultados podem
ser tratados por métodos mais refinados hoje em dia. Ao invés de escolher um deles
escolho um exemplo em que as estruturas são elas próprias objetos sintáticos, portanto
o método engrena bem com o problema.

Mas primeiramente uma rápida palavra sobre estratégia. Temos uma linguagem de
primeira ordemL e uma classeK deL-estruturas. Temos também uma teoriaT que é
uma candidata à axiomatização deK, e um conjunto de fórmulasΦ que é um candidato
a conjunto de eliminação. SeK for definida como Mod(T ), então obviamenteT de
fato axiomatizaK. Mas seK foi dada eT é uma suposta axiomatização, podemos
chegar à conclusão durante o processo de eliminação de quantificadores que temos que
ajustarT .

O seguinte lema simples facilita bastante o fardo de mostrarqueΦ é um conjunto
de eliminação. EscrevemosΦ− para designar o conjunto{¬φ : φ ∈ Φ}.

Lema 2.7.4. Suponha que

(7.4) toda f́ormula at̂omica deL pertence aΦ, e

(7.5) para toda f́ormulaθ(x̄) deL queé da forma∃y
∧

i<n

ψi(x̄, y)

com cadaψi emΦ ∪ Φ−, existe uma f́ormulaθ∗(x̄) deL que
(i) é uma combinaç̃ao booleana de fórmulas emΦ, e
(ii) é equivalente aθ em toda estrutura emK.

EntãoΦ é um conjunto de eliminação paraK.

Demonstraç̃ao. Veja Lema 2.3.1. �

Portanto para achar um conjunto de eliminação, devemos encontrar uma maneira
de nos livrar do quantificador∃y em (7.5). Daı́ o nome ‘eliminação de quantificadores’.
Como o Lema 2.7.4 sugere, começamos com um subconjunto finito arbitrárioΘ(y, x̄)
deΦ ∪ Φ−, e objetivamos encontrar uma combinação booleanaψ(x̄) de fórmulas em
Φ tal que∃y

∧

Θ seja equivalente aψ móduloT . Tipicamente a passagem deΘ para
ψ se realiza em várias etapas, dependendo de que tipos de fórmulas aparecem emΘ.
Se esbarramos num beco-sem-saı́da, podemos adicionar sentenças aT e fórmulas aΘ
até que o processo volte a se mover novamente.
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Exemplo: álgebras de termos

Consideramos a classeK de álgebras de termos de uma assinatura algébricaL1: veja
o Exemplo 1 na seção 2.2 e o Exemplo 1 na seção 2.6. A teoriaT1, que consiste
das sentenças (2.3)–(2.7) da seção 2.2, é verdadeira emtoda álgebra emK. Nossa
eliminação será mais fácil de realizar se passamos paraa linguagemL2 e para a te-
oria T2 da seção 2.6. ComoT2 é definicionalmente equivalente aT1, tudo pode ser
traduzido de volta à linguagem deT1 se necessário.

SeL1 (e portantoL2) tem assinatura finita, podemos escrever para cada inteiro po-
sitivo k uma sentençaαk deL2 que diz ‘Existem pelo menosk elementos satisfazendo
todas as¬Éc e¬ÉF ’. Sejaβ a sentença∃xx = x.

Teorema 2.7.5. SejaK a classe déalgebras de termos na assinaturaL2 descrita
acima. SejaΦ o conjunto de f́ormulas at̂omicas deL2, juntamente com as sentenças
αk seL1 tem assinatura finita, e a sentençaβ seL1 não tem śımbolos de constante.
Então Θ é um conjunto de eliminação para a classe de todos os modelos deT2, e
portanto paraK.

Demonstraç̃ao. Nossa tarefa é a seguinte. Temos um conjunto finitoΘ0(x̄, y) que
consiste de literais deL2 (e possivelmente algumas sentençasβ, αk ou suas negações),
e devemos eliminar o quantificador∃y da fórmula∃y

∧

Θ0. Podemos supor sem perda
de generalidade que

(7.6) Nenhuma sentençaαk ouβ ou sua negação pertence aΘ0.

Razão: A variávely não está livre emαk, logo ∃y(αk ∧ ψ) é logicamente equiva-
lente aαk ∧ ∃y ψ. Igualmente comβ.

Também podemos supor sem perda o seguinte:

(7.7) não existe fórmulaψ tal que ambasψ e¬ψ pertençam aΘ0;
além dissoy 6= y não pertence aΘ0.

Razão: Do contrário∃y
∧

Θ0 reduz-se imediatamente a⊥.
Podemos substituirΘ0 por um conjuntoΘ1 que satisfaz (7.6), (7.7) e

(7.8) set é um termo deL2 no qualy não ocorre, então as fórmulas
y = t e t = y não estão emΘ1.

Razão:∃y(y = t∧ψ(y, x̄)) é logicamente equivalente a∃y(y = t∧ψ(t, x̄)), portanto
equivalente também aψ(t, x̄) ∧ ∃y y = t, ou equivalentementeψ(t, x̄). A fórmula
∃y y = t é equivalente at = t.

Podemos substituirΘ1 por um ou mais conjuntosΘ2 que satisfazem (7.6)–(7.8) e

(7.9) a variávely nunca ocorre dentro de um outro termo.

Razão: Suponha que um termos(Fi(y)) aparece em algum lugar emΘ1. Agora∃y ψ
é equivalente a∃y(ÉF (y)∧ψ)∨∃y(¬ÉF (y)∧ψ), portanto podemos supor que exata-
mente uma das duasÉF (y) ou¬ÉF (y) aparece emΘ1. Se¬ÉF (y) aparece, podemos
substituirFi(y) por y de acordo com o axioma (6.17). SeÉF (y) aparece eF é n-
ário, podemos fazer as seguintes modificações. PrimeiroseG é um sı́mbolo de função
qualquer deL1 distinto deF , substituimos qualquer expressãoGj(y) em Θ1 por y
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(novamente devido a (6.17)). Introduzimosn novas variáveisy0, . . . , yn−1, substitui-
mos cadaFj(y) por yj e adicionamos as fórmulasFj(y) = yj . Então∃y

∧

Θ1 fica
equivalente a uma expressão∃y0 . . . yn−1∃y(ÉF (y)∧

∧

j<n Fj(y) = yj ∧
∧

Θ2) onde
Θ2 satisfaz (7.9). Por (6.15) isso se reduz a∃y0 . . . yn−1

∧

Θ2. Aqui Θ2 tem mais
variáveisyj para serem descartadas, mas todas essas ocorrem em termos menores que
aqueles envolvendoy emΘ1. Logo podemos lidar com as variáveisyn−1, . . . , y0 por
sua vez, usando uma indução sobre o comprimento dos termos.

Nesse pontoΘ2 consiste de fórmulas da formay 6= t ou t 6= y (ondey não ocorre
em t), y = y, Éc(y), ¬Éc(y), ÉF (y) ou ¬ÉF (y); como em (7.6), podemos eliminar
quaisquer literais nos quaisy não aparece. Podemos substituirΘ2 por um conjuntoΘ3

satisfazendo (7.6)–(7.9) e

(7.10) não existe constantec tal queÉc(y) pertença aΘ3, e
não existe sı́mbolo de funçãoF tal queÉF (y) pertença aΘ3.

Razão:∃y(Éc(y) ∧ y 6= t ∧ ¬ÉF (y)), digamos, é equivalente a¬Éc(t) por (6.14)
e (6.16);∃yÉc(y) é equivalente a¬⊥ por (6.14). Sı́mbolos de função requerem um
argumento mais complicado. SejaF um sı́mbolo de funçãon-ária.

Afirmamos queT2 implica que para quaisquerk elementos (k > 0) existe um
elemento distinto de todos os outros que satisfazÉF (y). Por (6.15),T2 implica que
seÉF (x0) então existe um únicox1 tal queÉF (x1) eFi(x1) = x0 para todoi < n;
por (6.18),x0 6= x1. Igualmente por (6.15) existex2 tal queÉF (x2) eFi(x2) = x1

para todoi < n, e então por (6.18) novamente,x2 6= x1 e x2 6= x0. Etc., etc.; isso
prova a afirmação. Com (6.16), a afirmação permite a reduc¸ão para (7.10), a menos
que o problema seja eliminar o quantificador da fórmula∃y ÉF (y). QuandoL1 tem ao
menos uma constantec, a fórmula∃y ÉF (y) reduz-se a¬⊥ por (6.15); mas em geral
ela é equivalente aβ.

Estamos quase chegando lá. QuandoL1 tem assinatura infinita,∃y
∧

Θ3 reduz-se
a β por (6.16). Resta apenas o caso em queL1 tem um número finito de sı́mbolos.
Como no inı́cio da razão para (7.9), podemos supor que para cada sı́mboloS deL1,
Θ3 contém uma das duaśES(y) ou ¬ÉS(y), e já vimos como lidar com a primeira
delas. Portanto suponha daqui por diante queΘ3 contém¬ÉS(y) para cada sı́mboloS
deL1. Pelo mesmo raciocı́nio podemos supor que para cada termot aparecendo em
Θ3 (mesmo que dentro de outros termos), uma das duas fórmulasÉS(t) ou ¬ÉS(t)
pertence aΘ3. Podemos também supor que para cada par de termoss, t aparecendo
em Θ3, s = t ou s 6= t também aparece emΘ3. Agora

∧

Θ3 afirma (entre outras
coisas) que existem pelo menosk itens distintos, incluindoy, que satisfazem¬ÉS(x)
para todoS. Tal elementoy pode ser encontrado se e somente seαk se verifica; logo
∃y
∧

Θ3 se reduz a uma conjunção deαk e das fórmulas emΘ3 que não mencionam
y. �

Note que se tivéssemos esquecido as fórmulasαk ouβ, ou um dos axiomas que de-
veriam estar emT2, então esse procedimento nos teria mostrado nosso erro e sugerido
como corrigı́-lo.

Corolário 2.7.6. SejaK (como acima) a classe de todas asálgebras de termos de
L1, consideradas comoL2-estruturas. SeL1 é infinita, ou tem pelo menos um sı́mbolo
de constante, ou absolutamente nenhum sı́mbolo, ent̃ao Th(K) é equivalente aT2. Se
L1 é finita e tem śımbolos de funç̃ao mas nenhum sı́mbolo de constante entãoTh(K) é
equivalente aT2 ∪ {β → α1}.
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Demonstraç̃ao. Certamente toda sentença deT2 pertence a Th(K). Na outra direção,
o caso mais difı́cil é quandoL1 é finita. Sejaφ uma sentença qualquer em Th(K). Pelo
teorema,φ é equivalente móduloT2 a uma combinação booleana de sentençasβ, αk.
(A assinaturaL2 não tem termo fechado.) Da noção de conseqüência lógica, cadaαk+1

acarreta emαk eα1 acarreta emβ. SeL1 tem pelo menos um sı́mbolo de constante
entãoβ é demonstrável a partir deT2 mas não existem quaisquer outras implicações
entreβ e osαk; logo nesse casoφ deve ser demonstrável a partir deT2.

SeL1 tem sı́mbolos de função mas nenhum sı́mbolo de constante então a álgebra
de termos é vazia a menos queα1 se verifique; logoβ → α1 pertence a Th(K). Essa
fórmula não é uma conseqüência deT2, pois podemos construir um modelo deT2 no
qualα1 falha, tomando um ‘termo’ infinitamente decomponı́vel comoem (2.10) da
seção 2.2. Exemplos mostram que nenhuma outra implicaç˜ao se verifica entreβ e os
αk. Deixo ao leitor o caso em queL1 é vazia. �

Corolário 2.7.7. A teoria dasálgebras de termos de uma dada assinatura algébrica
finita, seja na linguagemL1 ou na linguagemL2 acima,é decid́ıvel.

Demonstraç̃ao. Qualquer sentença deL1 pode ser traduzida efetivamente em uma
sentençaφ deL2 pelas definições explı́citas (6.20) da seção 2.6. Então podemos com-
putar uma sentençaφ∗ deL2 que é equivalente aφ móduloT2 e é uma combinação
booleana de sentenças emΦ, ondeΦ é como no Teorema 2.7.5. O argumento para o co-
rolário anterior mostra que podemos verificar efetivamente seφ∗ é uma conseqüência
deT2 ou deT2 ∪ {β → α1} qualquer que seja o caso. �

Exerćıcios para a seção 2.7

Para estes exercı́cios, fique advertido de que o método da eliminação de quantificadores não é
intrinsecamente difı́cil, mas requer horas e muito papel.

1. Demonstre o Teorema 2.7.1.

2. Suponha que a assinaturaL consiste de um número finito de sı́mbolos de relação1-ária
R0, . . . , Rn−1. Para cada funçãos : n→ 2 sejaφs(x) a conjunçãoRs(0)

0 (x)∧. . .∧R
s(n−1)
n−1 (x),

ondeRj
i éRi sej = 1 e¬Ri sej = 0. SeK é a classe de todas asL-estruturas, demonstre

que um conjunto de eliminação paraK é dado pelas fórmulasφs(x) e as sentenças∃=kxφ
s(x)

ondes : n→ 2 ek < ω.

3. SejaL a linguagem de primeira ordem para álgebras booleanas (veja (2.29) na seção 2.2).
SejaΩ um conjunto eA a álgebra dos conjuntos das partes deΩ, considerada como umaL-
estrutura com∧ para∩, ∨ para∪, ∗ para complemento emΩ, 0 para∅ e 1 paraΩ. SejaK

a classe{A}. Para cada inteiro positivok, escrevaαk(y) para designar a fórmula ‘y tem pelo
menosk elementos’. (Isso pode ser escrito como ‘Existem pelo menosk átomos6 y’, onde
um átomo de uma álgebra booleana é um elementob > 0 tal que não existe elementoc com
b > c > 0.) SejaΦ o conjunto de todas as fórmulas atômicas deL e todas as fórmulas da forma
αk(t) ondet é um termo deL. Mostre queΦ é um conjunto de eliminação paraK.

4. Uma álgebra booleanaB é ditaatômica se o supremo do conjunto de átomos emB é o
elemento topo deB. SejaT a teoria das classes de álgebras booleanas atômicas. Mostre que
(a) uma álgebra booleanaB é atômica se e somente se para todo elementob > 0 existe um
átomoa 6 b, (b) seB é uma álgebra booleana atômica então toda fórmulaφ(x̄) da linguagem
de primeira ordem para álgebras booleanas é equivalente emB a uma combinação booleana de
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fórmulas que dizem exatamente quantos átomos estão abaixo dos elementosy0 ∧ . . . ∧ yn−1,
onde cadayi éxi oux∗

i (complemento), (c)T é a teoria da classe de álgebras booleanas finitas,
(d) T é decidı́vel.

5. SejaK a classe de álgebras booleanasB tais que o conjunto de átomos deB tem um su-
premo emB. (a) Mostre queK é uma classe axiomatizável de primeira ordem. (b) Use o
método de eliminação de quantificadores para mostrar quea menos de equivalência elementar
existem exatamenteω álgebras booleanas emK; descreva essas álgebras.

6. SejaL a assinatura consistindo de um sı́mbolo de relação2-ária<. SejaK a classe de
L-estruturas(X,<′) ondeX é um conjunto não-vazio e<′ é uma ordenação linear deX na
qual todo elemento tem um predecessor imediato e um sucessorimediato. (a) Use o método de
eliminação de quantificadores para mostrar que quaisquerduas estruturas emK são elementar-
mente equivalentes. (b) Dê condições necessárias e suficientes para que uma função deA para
B seja uma imersão elementar, ondeA e B estão emK. (c) Mostre que para todo cardinal
infinito λ existem2λ estruturas não-isomorfas emK com cardinalidadeλ. [Construa modelos
Σi<λ((ω∗ + ω) · ρi), onde cadaρi é ω ou (ω∗ + ω); demonstre que cadaρi é recuperável a
partir do modelo.]

Lidaremos com o próximo resultado de maneira diferente na seção 3.3.
7. Suponha que a assinaturaL consiste de constantes0, 1 e um sı́mbolo de função2-ária+. Su-
ponha queK consiste de uma estrutura, a saber o conjunto dos números naturaisN considerado
como umaL-estrutura da maneira óbvia. Usando o método de eliminação de quantificadores,
encontre um conjunto de axiomas para Th(N) e mostre que Th(N) é uma teoria decidı́vel. [Um
conjunto de eliminação consiste de equações e fórmulas que expressam ‘t(x̄) é divisı́vel porn’
onden é um inteiro positivo.]

8. Suponha que a assinaturaL consiste de um sı́mbolo de função1-áriaF e um sı́mbolo de
constante0. SejaK a classe deL-estruturas que obedecem ao axioma da indução de segunda
ordem, a saber, para todo conjuntoX de elementos,((0 ∈ X ∧ ∀y(y ∈ X → F (y) ∈ X)) →
∃y(y ∈ X)). Use o método de eliminação de quantificadores para encontrar (a) um conjunto de
axiomas para a teoria de primeira ordem Th(K) deK, e (b) uma classificação dos modelos de
K, a menos de equivalência elementar.

9. SejaK um corpo; sejaJ a classe de espaços vetoriais (à esquerda) sobreK, na lingua-
gem deK-módulos à esquerda (i.e. com sı́mbolos+, −, 0 e para cada escalarr um sı́mbolo de
função1-ária r(x) para representar multiplicação de um vetor porr; veja Exemplo 4 na seção
1.1 acima). (a) Mostre que o conjunto de equações linearesr0(x0) + . . . + rn−1(xn−1) = 0,
comn < ω e r0, . . . , rn−1 escalares, juntamente com o conjunto de sentenças∃=kxx = x
(k < ω), é um conjunto de eliminação paraJ. (b) Deduza que todo espaço vetorial infinito em
J é uma estrutura minimal (no sentido da seção 2.1).

Um grupo abeliano édivisı́vel se para todo elemento não-zerob e todo inteiro positivon existe
um elementoc tal quenc = b. Ele éordenadose ele dispõe de uma relação de ordenação linear
< tal quea < b implica quea+ c < b+ c para todoa, b, c.
10. Use o método de eliminação de quantificadores para axiomatizar a classe de grupos abelianos
divisı́veis ordenados não-triviais. Mostre que (a) todo os grupos nessa classe são elementarmente
equivalentes, (b) seA eB são grupos abelianos divisı́veis ordenados não-triviais eA é um sub-
grupo deB entãoA é uma subestrutura elementar deB.

11. SejaT1 a teoria das álgebras de termos de uma dada assinatura algébricaL. (a) Mostre
que seA é um modelo finitamente gerado qualquer deT1, entãoA é isomorfa a uma álgebra de
termos deL. (b) Mostre que seB é umaL-estrutura entãoB é um modelo deT1 se e somente
se toda subestrutura finitamente gerada deB é isomorfa a uma álgebra de termo deL. (Daı́ T1
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ser conhecida como ateoria deL-estruturas localmente livres.)

12. SejaR um anel eT a teoria deR-módulos à esquerda como em (2.21); sejaL a lingua-
gem deT eM umR-módulo à esquerda. Usamos a notação da seção 2.5 e Exercı́cio 2.5.9. O
exercı́cio esboça a prova de Monk doteorema de Baur–Monk, que fórmulas p.p. juntamente
com as sentenças invariantes (definidas adiante) formam umconjunto de eliminação paraT . (a)
Mostre que para toda fórmula p.p.φ(x) eψ(x) deL e todo inteiro positivon existe uma sentença
Inv(φ,ψ, n) que expressa emM : o grupoφ(M)/(φ(M)∩ψ(M)) tem cardinalidade6 n. Es-
sas sentenças são chamadas desentenças invariantes. (b) Suponha queφ(x0, . . . , xn) é uma
conjunção de fórmulas p.p. deL e negações de tais fórmulas, ed̄ é uman-upla emM . Mostre
que a afirmaçãoM � ¬∃xnφ(d̄) pode parafraseada como (*):G ⊆

S

i<k(Hi + b̄i), ondeG,
H0, . . . ,Hk−1, são certos subgrupos p.p. deMn, b̄0, . . . , b̄n−1 são certas uplas deM , cadaHi é
um subgrupo deG ek depende apenas deφ. (c) Usando o Corolário 5.6.4, mostre que podemos
por um limite finito (dependendo apenas deφ) nos ı́ndices dos subgruposHi emG. (d) Coloca-
mosH =

T

i<k Hi, e para toda uniãoX de co-conjuntos deH escrevemosN(X) para designar
o número de co-conjuntos deH emX. (Pelo item (c) esse número é finito.) Mostre que (*) pode
ser parafraseada como (**):N(G) 6 Σ16j6k(−1)j−1{ΣJ⊆k,|J|=jN(

T

i∈J (Hi + b̄i))}. (e)
Exprima (**) através de uma combinação booleanaχ(d̄) de sentenças invariantes e fórmulas
φ(d̄) ondeφ(x̄) são fórmulas p.p. deL. Comprove que em qualquer modeloM deT , χ(x̄)
depende apenas deφ e não deM ou d̄.

Leitura adicional

Os artigos originais de Tarski, em alguns casos escritos comseus estudantes, são ex-
cepcionais pela sua clareza. Dois exemplos relevantes paraeste capı́tulo são:

Tarski, A. & Vaught, R. L. Arithmetical extensions of relational systems.Com-
positio Mathematica, 13 (1957), 81–102.

Tarski, A. A decision method for elementary algebra and geometry. Berkeley:
University of California Press, 1951.

Teorias O-minimais (Exercı́cio 2.1.4) têm um lugar central no trabalho recente sobre
teoria dos modelos de corpos. Para um apanhado (em um nı́vel mais avançado que este
livro), veja

van den Dries, L. O-minimal structures. InLogic: from foundations to appli-
cations, ed. Hodges, W.et al. pp. 143–85. Oxford: Oxford University Press,
1996.

Modelos não-padrão (veja seção 2.2) são a base daanálise ñao-padr̃ao; trata-se de uma
maneira de se fazer análise, citando teoremas da teoria dosmodelos para justificar o uso
de infinitesimais. O livro de Keisler abaixo é um texto para agraduação usando análise
não-padrão, enquanto que a coleção de Cutland faz um apanhado sobre pesquisa na
área.

Keisler, H. J.Foundations of infinitesimal analysis. Boston: Prindle, Weber &
Schmidt, 1976.

Cutland, N. J.Nonstandard analysis and its applications. Cambridge University
Press, 1988.


