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Introduc ao

Mais curta que o q&?

Mais curta que um outro livro que uma vez escrevi, chamigoia dos modelos
e publicado em 1993 pela Cambridge University Press. Emgaddi72 paginas), por
isso a Cambridge University Press me pediu uma versao mdesgara ser publicada
em capa mole como um livro texto. Esta € a versao mais curta.

E o queé teoria dos modelos?

Teoria dos modelos é sobre a classificacao de estrutumtenmaticas, funcdes e
conjuntos por meio de férmulas l6gicas. Pode-se claasifistruturas de acordo com
guais sentencas logicas sao verdadeiras nelas; nadeeod&ermo ‘modelo’ vem do
uso ‘a estruturad & um modelo da sentengg, significando quep & verdadeira em
A. Teobricos de modelos buscam maneiras de construir modelsgntencas dadas;
e por isso uma grande parte da teoria dos modelos é diretarsebre construcdes
e apenas indiretamente sobre classificagao. Este lisorele algumas construcoes
muito bonitas, incluindo ultraprodutos, modelos de Eheenht—Mostowski e modelos
existencialmente fechados.

Em 1973 C. C. Chang e Jerry Keisler caracterizaram teoriaraakelos como

algebra universal mais logica

Eles queriam dizer que algebra universal estaria paratasiis assim como logica esta-
ria para féormulas logicas. Isto € bonito, mas pode sugee tebricos de modelos e al-
gebristas universais tém interesses bem proximos, @gliscitivel. A caracterizagao
também deixa de fora o fato de que quem trabalha em teorianddglos estuda os
conjuntos definiveis em uma Gnica estrutura por uma féartigica. Neste aspecto
tedricos de modelos estao muito mais proximos a ge@welgébricos, que estudam
0s conjuntos de pontos definiveis por equagdes sobre pn.ddmsloganmais atua-
lizado poderia ser o que diz que teoria dos modelos &

geometria algébrica menos corpos

De fato alguns dos sucessos mais impressionantes da tesnmaatlielos tém sido teo-
remas sobre a existéncia de solu¢des de equacdescsopos. Exemplos disso sao os
trabalhos de Ax, Kochen e Ershov sobre a conjectura de Amiri @65, e a prova da
conjectura de Mordell-Lang para corpos de fun¢des poshitruski em 1993. Ambos
os exemplos estdo além do escopo deste livro.

\
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Quais os itens do livro mais longo v@®mais se arrepende de ter deixado de fora?

Provavelmente a construcao de Hrushovski para extragmupo de uma configuracao
de Zil'ber em um conjunto fortemente minimal. A constrag¢gdificil e excitante, mas
ainda assim razoavelmente elementatambém um gostinho das coisas importantes
em teoria geométrica da estabilidade. Isto me da um gregata corrigir o descuido
mais embaracoso cometido no livro mais longo (apontad@®ganghan Kim): Lema
4.7.11(c) esta claramente errado, mas nao ha problentaetimuar sem o lema.

As trés outras omissdes sao produtos diretos (juntavmh sentencas de Horn e
o teorema de Feferman—Vaught); construcdes de muitoglm®dao-isomorfos; e um
apéndice que faz um apanhado da teoria dos modelos de @sddulipos abelianos,
grupos, corpos e ordenacdes lineares.

Vo adicionou alguma coisa?

Sim. Existe um novo capitulo demonstrando o teorema dedylerdesenvolvendo
o ferramental necessario para a demonstracao. Eleitsubst capitulo que dava uma
boa quantidade de informacao sobre categoricidade ggonplo uma teoria completa
incontavelmente categorica finitamente axiomatizada$, poucas demonstragdes. Esse
novo capitulo foi escrito de olho nos cursos de pos-gre@imantrodutérios em teoria
dos modelos.

Também adicionei a cada capitulo um conjunto de leitwgeridas. Tais leitu-
ras variam desde embasamento filosofico ou historicoxafmplos de trabalhos nas
fronteiras atuais do assunto. Elas substituem as quasertagéaginas de referéncias
bibliograficas do livro mais longo; os leitores que dessjainformacdes detalhadas
sobre as fontes dos resultados podem encontra-las ladoaquoi.

Havia coisas no livro mais longo que @éicou particularmente satisfeito de ter
sido capaz de melhorar aqui?

Felizmente nao; ha umas poucas mudancgas de conteldoaddino a oportuni-
dade de agradecer—além das pessoas que agradeci no vodisriemyo—varios cole-
gas gue generosamente me enviaram correcdes para o lisdongo, notavelmente
Matthias Clasen, Ed Hamada, Don Monk, Philipp RothmalerleriéeSabbagh. Uma
lista de correcdes esta disponivel em:
ftp. mat hs. gnul . ac. uk/ pub/ preprint s/ hodges/ ntcorrig.tex



Nota sobre nota@o

Tomo por base a teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel, EF(particular sempre
tomo como hipbtese o0 axioma da escolha (exceto onde o axioopgiamente dito
esta sob discussao). Nunca assumo a hipbtese do congixisténcia de inacessiveis
incontaveis, etc., sem ser honesto sobre isso.

A notacdor C y significa quer & um subconjunto dg; = C y significa quer
€ um subconjunto proprio dg Escrevo dorif), im(f) para designar o dominio e a
imagem de uma funcap. ‘Maior que’ significa maior que, nunca ‘maior ou igual a’.
p(x) € o conjunto poténcia de

Ordinais s&o os ordinais de von Neumann, i.e. os prede@ssde um ordinad
sao exatamente os elementosxdéJso os simbolog, 3, v, 4, 4, j, etc. para ordinais;
0 & usualmente um ordinal limite. Um cardinaé o menor ordinal de cardinalidade
e os cardinais infinitos sao listados comg w; etc. Uso os simbolos, A, u, v para
cardinais; eles nao sao tomados como infinitos por hiigdbéemenos que o contexto
claramente o requeira (embora eu tenha provavelmente noelidado desse ponto
uma ou duas vezes). NUmeros naturaisn etc. S840 a mesma coisa que cardinais
finitos.

‘Contéavel’ significa de cardinalidade. Um cardinal infinitoA & um cardinate-
gular se ele ndo pode ser escrito como a soma de menaks garelinais que sao todos
menores queé\; do contrario ele &ingular. Todo cardinal sucessor infinito™ & regu-
lar. O menor cardinal singular&, = >, _ w,. A cofinalidadecf(«) de um ordinal
« &€ o menor ordinab tal quea tem um subconjunto cofinal de tipo-ordeinpode ser
mostrado que esse ordinak finito ou regular. Ser e 8 sao ordinaisq/3 € o ordinal
produto consistindo dg copias dex ligadas de ponta a ponta. Se& A sdo cardinais,
kA € o cardinal produto. O contexto deve sempre demonstras deates produtos € o
pretendido.

Seqiiéncias sao bem-ordenadas (exceto as sequéaanalisterniveis do Capitulo
9, e esta explicito la o que esta acontecendo). Uso admtaa, etc. para seqiéncias
(0,21, ...), (ao,a1,...) etc., poréminformalmente:o-ésimo termo de uma sequéncia
z pode set:,, ouz(n) ou algo diferente, dependendo do contexto, e algumagsei s
comecam em;. Sequiéncias de comprimento finito sdo chamadagpldes. Os termos
de uma sequiéncia sdo as vezes chamadierds para evitar a ambigllidade do termo
‘termo’. A seqiiéncia € ditado-repetitiva se nenhum item ocorre nela duas ou mais
vezes. S@ &€ uma seqiiénciay, a1, .. .) € f € umafuncado, entdfa € (fao, fai,...).

O comprimento de uma sequénei& escrito Ilfc). Sec € uma sequéncia de compri-
mentom en < m, entdos|n € 0 segmento inicial consistindo dos primeiroermos
deo. O conjunto de seqiéncias de comprimentujos itens provém todos do con-
junto X & escrito” X . Logo,™2 & o conjunto dex-uplas ordenadas dés e 1's; <7X &
Ua<7 *X. Escrevay, &, 0 etc. para designar ordenacdes lineargse a ordenacag
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vista de tras para a frente.
Nao distingo sistematicamente entre uplas e cadeiag. eSeszo cadeias;’\b &
a cadeia concatenada consistindoadseguido deb; mas frequentemente, em nome
da simplicidade, escrevab. Existe um conflito entre a notagao usual de teoria dos
modelos e a nota¢ao usual em teoria dos grupos: em tearimddeloscy &€ a cadeia
consistindo de: seguido dey, mas em grupos & vezesy. E preciso conviver com
isto; mas onde ha ambigliidade tenho usatip para a cadeia concatenada €, para
o produto de grupos.
A notacao da teoria dos modelos é definida a medida quardguprecisamos. Os
itens mais basicos aparecem no Capitulo 1 e nas priméires se¢des do Capitulo 2.
‘Eu’ significa eu, ‘nds’ significa nos.



Capitulo 1

Nomeando as partes

Every person had in the beginning one only proper name, &tbepsavages of
Mount Atlas in Barbary, which were reported to be both naseknd dreamless.
William Camdem

Neste primeiro capitulo vamos encontrar o principal assde estudo da teoria dos
modelos: estruturas.

Todo matematico manipula estruturas de algum tipo — se@uos, grupos, anéis,
corpos, reticulados, ordenacdes parciais, algebraBasiach, ou qualquer que seja.
Este capitulo definira as nogdes basicas como ‘elasheéhbmomorfismo’, ‘subes-
trutura’, e as definicdes nao sao feitas para trazemgealsurpresa. A no¢ao de um
‘diagrama’ (de Robinson) de uma estrutura pode parecer wogestranha a primeira
vista, mas na verdade nada mais & do que uma generalidataloela de multiplicacao
de um grupo.

De qualquer forma existe algo que o leitor pode achar incfiimdeoricos de mo-
delos estdo sempre falando sobre simbolos, nomes @so6tum praticante da teoria
dos grupos expressara um grupo abeliano com a mesma gatisfaja multiplicati-
vamente ou aditivamente, qualquer que seja 0 mais converpana 0 problema em
guestdo. Nao é o caso do praticante da teoria dos mogelzsele ou ela o grupo com
‘. &€ uma estrutura e o grupo cort* & uma estrutura diferente. Modifique o nome e
vocé modificara a estrutura.

Isto pode parecer pedante. Teoria dos modelos tem sua ogBgemdgica ma-
tematica, e ndo posso negar que alguns l6gicos deswttadsido pedantes quando se
trata de simbolos. Entretanto existem varias boas sagéea que tedricos de modelos
assumam a perspectiva que normalmente assumem. Por agrondapme mencionar
duas delas.

Em primeiro lugar, estaremos frequentemente querendo a@nguas estruturas
e estudar homomorfismos de uma para a outra. O que & um hofiema? No
caso particular de grupos, um homomorfismo de um gr&ip@ara um grupdd & uma
funcdo que associa multiplicacdo €rcom multiplicacao ent{. Existe uma maneira
Obvia de generalizar esta nocao para estruturas ariais:’'um homomorfismo de uma
estruturad para uma estrutur® & uma funcao que associa cada operacad de
operagio cCom 0 Mesmo nome &
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Em segundo lugar, frequentemente vamos querer constraimastnutura com cer-
tas propriedades. Uma das maximas da teoria dos modelssguante:primeiro &
nome aos elementos de sua estrutura ergio decida como eles devem se comportar
Se os nomes sao bem escolhidos, eles servirao tanto corapaimpara a construcao,
guanto como matéria prima.

Aha — diz o praticante da teoria dos grupos — vejo que vooésta realmente fa-
lando sobre simbolasscritosde forma alguma. Para os objetivos que vocé descreveu,
VOCe precisa apenas de ter rotulos formais para algunrésspia estrutura. Deve ser
um tanto irrelevante que tipos de coisas 0s seus rotutlgysae pode até querer dispor
de uma quantidade incontavel deles.

Correto. Na realidade vamos seguir o exemplo de A. |. Mal'&seéo impor quais-
quer restricdes sobre o que pode servir como um nome. lRon@r, qualquer ordinal
pode ser um nome, e qualquer objeto matematico pode semio m nome para Si
proprio. Os itens chamados ‘simbolos’ nesse livro n@zigam ser simbolos escritos.
Eles nem sequer precisam ser simbolos sonhados.

1.1 Estruturas

Vamos comegar com uma definicdo de ‘estrutura’. Teria gidssivel dar a partida
no assunto com uma definicao mais agil — digamos deixaodods clausulas (1.2)
e (1.4) abaixo. Porém um algo mais de generalidade nessgi®sibs economizara
infindaveis complicacdes mais tarde.

Umaestrutura A € um objeto com os quatro seguintes ingredientes.

(1.1) Um conjunto chamado diominio de A, escrito dongA) ou domA (algumas
pessoas o chamam daiverso ou portador de A). Os elementos de ddm)
sao chamados adementosda estruturad. A cardinalidade de A, em simbolos
|Al, & definida como sendo a cardinalidddem A| de don{A).

(1.2) Um conjunto de elementos dechamados delementos constantescada um
dos quais & nomeado por uma ou n@sstantes Sec & uma constante, escre-
vemosc” para designar o elemento constante nomeade.por

(1.3) Para cada inteiro positiva um conjunto de relagdesarias sobre doiiy) (i.e.
subconjuntos dédom A)™), cada uma das quais &€ nomeada por um ou mais
simbolos de relagon-aria. SeR & um simbolo de relagio, escrevenispara
designar a relacdo nomeada por

(1.4) Para cada inteiro positive, um conjunto de operagdesarias sobre do()
(i.e. funcbes dédomA)™ para donjA)), cada uma das quais &€ nomeada por um
ou maissimbolos de fun@o n-aria. SeF' € um simbolo de fungao, escrevemos
F4 para designar a fungdo nomeada por

Exceto onde dissermos o contrario, quaisquer dos corgyftt)—(1.4) podem ser va-
zios. Como mencionado no capitulo de introdugao, esbsios’ de constante, relagao
e funcao podem ser quaisquer objetos matematicos, edessariamente simbolos es-
critos; mas em nome da paz de espirito normalmente se swgjgor exemplo, um
simbolo de relacad-aria nao aparece também como um simbolo de fufig@aa ou
um simbolo de relaga&aria. Usaremos letras maitsculésB, C, . . . para estruturas.
Seqiiéncias de elementos de uma estrutura sdo esgiitete. Umaupla em A (ou
de A) & uma sequéncia finita de elementosAjeé uman-upla se tem comprimento
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n. Usualmente deixamos para o contexto a determinacao whprdimento de uma
seqiiéncia ou upla.
Isto conclui a definicao de ‘estrutura’.

Exemplo 1: Grafos Um grafo consiste de um conjuntd (o conjunto devértices) e

um conjuntaF (o conjunto dearestag, onde cada aresta & um conjunto de dois vértices
distintos. Diz-se que uma aregta w) liga os dois vértices e w. Podemos fazer uma
figura representando um grafo finito usando pontos parantise®e a ligacao de dois
verticesv, w sendo realizada por uma linha quaridow) & uma aresta:

Uma maneira natural de fazer de um gr&fama estrutura & a seguinte. Os elementos
deG sao os vertices. Existe uma relagzo bin&fg o par ordenad¢v, w) pertence a
relagaoR“ se e somente se existe uma aresta liganda.

Exemplo 2: Ordena@es lineares Suponha que< ordena um conjunt. Entao
podemos fazer deX, <) uma estruturad como segue. O dominio dé& & o conjunto
X. Existe um simbolo de relag&o binafa e sua interpretacaB“ & a ordenacae.
(Na prética escreveriamos o simbolo de relagao cgrao invés deR.)

Exemplo 3: Grupos Podemos pensar num grupo como uma estrutimm uma
constantd nomeando a identidadé’, um simbolo de fungdonomeando a operacio
produto do grupe®, e um simbolo de fun¢ao unaria nomeando a operacao de tomar
o inversot—V“. Um outro grupoH tera os mesmos simbolas-, —!; entaol” & o
elemento identidade d&, -* & a operacao produto dé, e assim por diante.

Exemplo 4: Espacos vetoriais Existem varias maneiras de fazer de um espaco ve-
torial uma estrutura, mas aqui vai a mais conveniente. Swpqoel’ & um espaco
vetorial sobre um corpo de escalaf€s Tome o dominio d& como sendo o conjunto
de vetores d& . Existe um elemento constarit€, a origem do espaco vetorial. Existe
uma operacao binaria;"’, que é a adi¢ao de vetores. Existe uma operagiia —"
para o inverso aditivo; e para todo escala@xiste uma operacaoariak" para repre-
sentar a multiplicacao de um vetor por Dessa forma cada escalar serve como um
simbolo de funcad-aria. (Na verdade o simbole-* & redundante, porque? & a
mesma operagao que 1))

Quando falarmos de espacos vetoriais mais adiante, agsuos que eles sao es-
truturas dessa forma (a menos que algo seja dito em ca)trdi mesmo vale para
mobdulos, substituindo o corp@ por um anel.

Duas perguntas vém a mente. Primeiro, esses exemplosatgam pouco ar-
bitrarios? Por exemplo, por que atribuimos a estrut@aipo um simbolo para o
inverso multiplicativo~*, mas nao demos um simbolo para o comutad@? Por que
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introduzimos na estrutura de ordenacao linear um simpata a ordenacag, mas
nenhum para a ordenacao estrita correspondete

A resposta & sim; essas escolhas foram arbitrarias. Masals escolhas sao mais
sensatas que outras. Voltaremos a este ponto na proxj@e. sec

Em segundo lugar, o queegxatamenteima estrutura? Nossa definicao nao disse
nada sobre a forma pela qual os ingredientes (1.1)—(1a}gs#pacotados em uma
Unica entidade.

Verdadeiro novamente. Mas esta foi um descuido deliberamafranjos para o
empacotamento nao terao importancia para nos. Alguteses definend como sendo
um par ordenadgdom(A), f) ondef & uma fungdo associando a cada simisblan
item S4 correspondente. O importante & saber o que os simbolosgresientes sao,
e isso pode ser indicado de qualquer forma razoavel.

Por exemplo um praticante da teoria dos modelos pode sér @fstrutura

<Ra +a ) '107 11 <>

Com um pouco de bom senso o leitor pode adivinhar que issdese geestrutura cujo
dominio & o conjunto dos nimeros reais, com consta@rgdsnomeando os nimeros
e 1, um simbolo de relag&-aria< nomeando a relagag, simbolos de funcap-aria
+ e- nomeando adi¢ao e multiplicagdo respectivamente, simmholo de funcaa-aria
nomeando a troca de sinal.

Assinaturas

A assinaturade uma estruturd € especificada fornecendo-se

(1.5) o conjunto de constantes de e para cada > 0, 0 conjunto de simbolos de
relacaon-aria e o conjunto de simbolos de fungaaria deA.

Assumiremos que a assinatura de uma estrutura pode seeliftarda Gnica a partir
da estrutura.

O simboloL sera usado para representar assinaturas. Mais adiantzngem
servira para linguagens — pense na assinaturactemo uma espécie de linguagem ru-
dimentar para falar sobré. SeA tem assinaturéd, dizemos quel &€ umalL-estrutura.

Uma assinaturd. sem simbolos de constante or simbolos de fungdo & dwmma
de umaassinatura relacional e umal-estrutura &€ chamada éstrutura relacional.
Uma assinatura sem simbolos de relacdo as vezes é daaleassinatura algebrica.

Exerdcios para a sép 1.1

1. Segundo Tomaz de Aquino, Deus & uma estrufiigom trés elementogater, ‘filius’ e
‘spiritus sanctus em uma assinatura consistindo de uma relagao binasangtrica (telatio
oppositd) R, lida como telatio originis. Tomaz de Aquino assevera também que os trés ele-
mentos podem ser identificados univocamente em termd&“deDeduza — como o fez Tomaz
de Aquino — que se os pargsater, filius) e (pater, spiritus sanctusestao emR®, entao exata-
mente um dos pardilius, spiritus sanctusou (spiritus sanctugfilius) pertence a&R°.

2. SejaX um conjunto eL uma assinatura; escrewd X, L) para designar o numero de-
estruturas distintas que tém domidio Mostre que seX & um conjunto finito entas(X, L) &
ou finito ou no minime@*.
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1.2 Homomorfismos e subestruturas

A seguinte definicdo tem o proposito de abarcar, de umaspvirtualmente todas as
coisas que podem ser chamadas de ‘homomorfismos’ em quadgpede algebra.

SejaL uma assinatura e sejafhe B L-estruturas. Por urhomomorfismo f de
A paraB, em simbolosf : A — B, queremos dizer uma funcgode don{A) para
dom(B) com as trés seguintes propriedades.

(2.1) Para cada constantéeL, f(c?) = ¢Z.

(2.2) Para cada > 0 e cada simbolo de rela¢@oéria R de L e n-uplaa de A, se
a € R4 entaofa € RP.

(2.3) Para cada > 0 e cada simbolo de funcaoéaria F' de L e n-uplaa de A,
f(FA(a)) = FP(fa).

(Sea é (ao, . .. ,a,—1) €ntdofa significa(fao, ..., fa,—1); cf. Nota sobre notagao.)

Por umaimersao de A em B queremos dizer um homomorfisnfo: A — B que &

injetivo e satisfaz a seguinte versao mais forte de (2.2).

(2.4) Para cada > 0, cada simbolo de relacaoaria R de L e cadan-uplaa de A,
a€R* < faeRB.

Um isomorfismoé& uma imersao sobrejetora. HomomorfisnfasA — A sao chama-

dos deendomorfismosde A. Isomorfismosf : A — A sao chamados dmutomorfis-

mosde A.

Por exemplo, s&' e H sao grupos ¢ : G — H & um homomorfismo, entao (2.1)
diz quef(1¢) = 17, e (2.3) diz que para todos os elementps de G, f(a -© b) =
fla) 2 f(b) e f(a=D) = f(a) 1" Isso & exatamente o que diz a definicio usual
de homomorfismo entre grupos. Clausula (2.2) nao adiaat neste caso ja que
nao existem simbolos de relacdo na assinatura. Pelmanexzao (2.4) é vacua para
grupos. Assim um homomorfismo entre grupos € uma imers&ossenente se ele é
um homomorfismo injetivo.

Algumas vezes escrevembg para designar a fungao identidade sobre @ém
Claramente trata-se de um homomorfismo4ddem A, na realidade um automorfismo
de A. Dizemos qued éisomorfaa B, em simbolosA = B, se existe um isomorfismo
de A paraB.

Os seguintes fatos sao quase todos consequéncias fasedis definicOes.

Teorema 1.2.1. Sejal. uma assinatura.

() SeA, B, C sao L-estruturas ef : A — Beg: B — C sdao homomorfismos,
en&o a fun@o compostg f € um homomorfismo dé paraC'. Se, ainda maisf e g
s4o ambas ime®es erdo g f tamkem oé.

(b) SeA e B sdo L-estruturas ef : A — B & um homomorfismo éd 15 f =
J=1r1a.

(c) SejamA, B, C L-estruturas. Erio 14 & um isomorfismo. Sg: A — B
& um isomorfismo e@d a fun@o inversaf—! : dom(B) — dom(A) existe eé um
isomorfismo d&B para A. Sef : A — Beg : B — C sdo isomorfismos e@b g f
tamkem oé.

(d) Arelacgo= & uma relago de equiva@ncia sobre a classe de-estruturas.

(e) SeA, B sdo L-estruturas,f : A — B & um homomorfismo e existem homo-
morfismosy : B — Aeh : B — Atalquegf = 14 e fh = 1, enBo f &€ um
isomorfismog = h = f~1.
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Demonstra@o. (€)g = glg = gfh = 14h = h. Jaqueyf = 14, f € umaimersao.
Dado quefh = 1, f & sobrejetora. O

Subestruturas

Se A e B sdoL-estruturas com dofal) C dom(B) e a fungado inclusab: dom(A) —
dom(B) for uma imersao, entdo dizemos gBeé umaextensio de A, ou queA é
umasubestrutura de B, em simbolosA C B. Note que s& € a funcao inclusao
de donfA) para doniB), entdo a condigao (2.1) acima diz qefé = P para cada
constantec, condigao (2.2) diz qu&k* = RP N (domA)” para cada simbolo de
relagaoR, e finalmente condicao (2.3) diz que* = FZ|(domA)" (a restricio de
FP a(domA)™) para cada simbolo de funcaearia F.

Quando & que um conjunto de elementos de uma estruturarfoobr@ominio de
uma subestrutura? O proximo lema nos da um critério.

Lema 1.2.2. SejaB uma L-estrutura eX um subconjunto ddom(B). Enfo as
seguintes cond@ges §o equivalentes:

(a) X =dom(A) paraalgumA C B.

(b) Paratoda constantedeL, c? € X; e para todon > 0, todo $mbolo de fungo
n-aria F de L e todan-uplaa de elementos d&, F¥(a) € X.

Se(a) e (b) se verificam, eidio A € univocamente determinada.

Demonstra@o. Suponha que (a) se verifica. Entio para toda constated, ¢ =
c? pela condigao (2.1); mas' € dom(A) = X, logoc? € X. Igualmente, para cada
simbolo de funcaa-aria F' de L e cadan-uplaa de elementos d&’, a & uman-upla
emA e porissoF®(a) = F4(a) € dom(A) = X. Isto demonstra (b).
Reciprocamente, se (b) se verifica, entdo podemos defioalocando dorpd) =
X, ¢! = ¢P para cada constantede L, F4 = FB|X™ para cada simbolo de fungao
n-ariaF de L, e R4 = RB n X™ para cada simbolo de relacaearia R de L. Entao
A C B; alem do mais esta & a Unica definicdo possiveiddado qued C B e
dom(4) = X. O

Seja B uma L-estrutura €Y um conjunto de elementos de¢. Entado segue-se
facilmente do Lema 1.2.2 que existe uma Gnica subestdtdeB cujo dominio inclui
Y'; chamamosA de subestrutura de B gerada por Y, ou aenvoltoria deY em B,
em simbolosA = (Y) 5. Chamamog” de umconjunto de geradoresparaA. Uma
estruturaB é ditafinitamente geradase B & da forma(Y')p para algum conjunto
finito Y de elementos.

Quando o contexto permite, escrevemos simplesm@fiteo invés delY ) 5. As
vezes € conveniente listar os geraddresomo uma sequéncig entao escrevemos
(a) p para designafY’) .

Para muitos propositos necessitaremos de saber a céddihaba estruturdy”) 5.
Isto pode ser estimado como se segue. Defininedinalidade de L, em simbolos
|L|, como sendo o menor cardinal infinitoao nimero de simbolos em (Na verdade
veremos no Exercicio 2.1.7 abaixo que & igual ao nUmero de férmulas de primeira
ordem deL, a menos de escolha de variaveis; esta & uma razao peldféaomada
como sendo infinita mesmo quanfi@ontém apenas um nimero finito de simbolos.
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Adverténcia. Ocasionalmente & importante saber que uma assinatcoatém ape-
nas um nimero finito de simbolos. Neste caso dizemosiqédinita, apesar da
definicdo que acabamos de dar pdrp Veja Exercicio 6.

Teorema 1.2.3. SejaB umal-estrutura Y um conjunto de elementos @ Ento
[(Y) Bl < [Y[+|L].

Demonstra@o. Vamos construir(Y)p explicitamente, portanto demonstrar sua
existéncia e unicidade ao mesmo tempo. Definimos um canjgptC dom(B) para
cadam < w, por indu¢ao sobre::

Yo = Y U{cP:cuma constante d&},
Yii1 = Y U{FB(a): paraalgum > 0, F &um simbolo de
funcaon-ariaL ea & uman-upla de elementos dé,, }.

Finalmente definimo&” = J,,, ., Y. ClaramenteX satisfaz a condigao (b) do Lema
1.2.2, logo pelo mesmo lema existe uma Gnica subestrdtdeB comX = dom(A).
Se A’ & uma subestrutura qualquer BecomY C dom(A’), entdo por indugdo sobre
m vemos que cad,, esta incluido em dof!’) (pela implica¢ao (ay(b) no Lema
1.2.2), e porisso¥ C dom(A’). Por conseguintel & a menor (e (nica) subestrutura
de B cujo dominio incluiY’, abreviadamentd = (V') 5.

Agora vamos estimar a cardinalidade de Fagax = |Y| + |L|. Claramente
|Yo| < k. Para cada fixo, seZ & um subconjunto de ddiB) de cardinalidadel ,
entdo o conjunto

{FB(a): F &um simbolo de fungawo-ariaL ea € Z"}

tem cardinalidade no maxime - k™ = k, ja quex € infinito. Por conseguinte se
|Y:| < &, entéo|Y,,,+1] < k + k = k. Logo por inducao sobrey, cadaY;,| < «, e
portanto| X| < w - k = k. Como|(Y)g| = |X| por definicdo, isto prova o teorema.
O

Escolha de assinatura

Como dissemos anteriormente, um mesmo objeto mateméaiide ger interpretado
como uma estrutura de diversas maneiras. A mesma funcéeam@o pode ser nome-
ada por diferentes simbolos: por exemplo o elemento idadé em um grupo pode ser
chamad@ ou 1. Nos também temos alguma escolha até mesmo sobre gemisrebs,
funcdes ou relagdes devem ser nomeados. Um grupo cartardeveria ter um nome
como- para a operagao de produto; dever-se-ia também ter ncones ! e 1 para o
inverso e a identidade? Que fal] para o comutadofg, b] = a~'b~tab?

Um principio geral saudavel & aquele que diz que, quasdma&as sao iguais,
assinaturas devem ser escolhidas de tal forma que a8asoge homomorfismo e su-
bestrutura concordem com as i@ usuais para 0s ramos relevantes da mataa

Por exemplo no caso de grupos, se a (nica operacao nora@spiaduto, entao
as subestruturas de um grupo serao seus subsemigrugesjdscsob mas nao neces-
sariamente contendo inversos ou identidade. Se nomeagreglentidadé, entdo as
subestruturas serao os submonoides. Para assegurabgsératura coincide com sub-
grupo, precisamos também de introduzir um simbolo paraDado que os simbolos
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para- e ~! sao incluidos, obteriamos exatamente as mesmas sitbessre homo-
morfismos se também incluissemos um simbolo para o colmgta maior parte dos
tedricos de modelos usam a lamina de Ockham e o deixam ae for

Portanto para algumas classes de objetos existe uma esetlital de assinatura.
Para grupos a escolha natural &€ nomeai(oue) e ~'; chamamos esta dessinatura
de grupos Sempre assumiremos (a menos que algo seja dito em cohgae anéis
tém uml. Portanto a escolha natural de assinatura para anéis éanem—, -, 0 e
1; chamamos esta dessinatura de areis A assinatura de ordena@es parciaistem
apenas o simbolg. A assinatura de reticuladogem apenas e V.

E se quiséssemos adicionar novos simbolos, por exempieaoum determinado
elemento? As proximas definicdes tratam dessa situaca

Redugao e expanao

Suponha qud.~ e L™ s3o assinaturas, B~ & um subconjunto dé&*. Entdo sed
€ umalLT-estrutura, podemos tornar uma L~ -estrutura simplesmente esquecendo
os simbolos dé. ™ que nao estao emh~. (Nao removemos qualquer elementole
embora alguns elementos constantesepodem deixar de ser elementos constantes
na nova estrutura.) A.—-estrutura resultante &€ chamada ke-reduto de A ou o
reduto de A para L~ , em simbolosi|.~. Sef : A — B & umhomomorfismo dé™-
estruturas, entdo a mesma fung@aé também um homomorfismyo: A|L~ — B|L~
de L~ -estruturas.

QuandoA & umal*-estrutura € & o seul.~-reduto, dizemos quéd & umaex-
pansiodeC paral ™. Em geralC pode ter muitas expansdes distintas garaliferen-
tes. Ha uma notagao Gtil embora imprecisa para exgessuponha que os simbolos
gue estdo eni ™ mas nao estao e sejam as constantesd e um simbolo de funcao
F; entdoc?, d* sao respectivamente elemento$ de A, e F4 & alguma operacap
sobre donj4). Escrevemos:
(25) A= (Caavba f)
para expressar quéé uma expansao de obtida pela adicao de simbolos para nomear
a, be f. Anotacao & imprecisa porque ela nao diz quais singsfio usados para no-

meara, b e f respectivamente; mas frequentemente a escolha de sisrtbintelevante
ou Obvia a partir do contexto.

Exerdcios para a s&p 1.2

1. Verifique todas as partes do Teorema 1.2.1.

2. SejaL uma assinatura K uma classe dé-estruturas. Suponha qué e B estao enkK,
e que para toda estrutuéaemK existem homomorfismos Gnicgs: A — Ceg: B — C.
Mostre que existe um Gnico isomorfismo deparaB.

3. SejamA, B L-estruturas X um subconjunto de dofl) e f : (X)4 — Beg: (X)a — B
homomorfismos. Mostre que g&X = g|X entdof = g.

4. Demonstre a seguinte afirmacao, na qual todas as eaBg80 supostak-estruturas para
alguma assinatura fixa.

(a) Todo homomorfismg : A — C pode ser fatorado comp = hg para algum homomor-
fismo sobrejetoy : A — B e extensad : B — C-



1.3. TERMOS E BPRMULAS ATOMICAS 9

A—At——s ¢
oo N
B

A (nica estruturaB &€ chamada démagem de g, im g para abreviar. Generalizando, dize-
mos que umd.-estrutura B € umaimagem homonorfica de A se existe um homomorfismo
sobrejetorg : A — B.

(b) Toda imersaqg : A — C pode ser fatorada comp = hg ondeg &€ uma extensao k
€ um isomorfismoTrata-se de uma pequena parte da teoria de conjuntos quadrggmente é
varrida para baixo do tapete. Ela diz que quando tivermos imersao deA emC, podemos
assumir qued & uma subestrutura d€. A imers&o dos racionais nos reais & um exemplo fami-
liar.

5. SejamA e B L-estruturas comd uma subestrutura d8. Umaretracdo de B paraA &
um homomorfismof : B — A tal quef(a) = a para todo elementa de A. Mostre que (a)
sef : B — A& uma retracio, entiff = f, (b) seB & umaL-estrutura qualquer ¢ & um
endomorfismo deB tal quef? = f, entdof & uma retracdo d& para uma subestruturé de
B.

6. Sejal uma assinatura finita sem simbolos de fun¢ao. (a) Mostestodal-estrutura fi-
nitamente gerada é finita. (b) Mostre que para cada w existem, a menos de isomorfismo,
apenas um nimero finito de-assinaturas de cardinalidade

7. Mostre que podemos definir a assinatura de corpos de taafque subestrutura = subcorpo,
e homomorfismo = imersao de corpos, desde que fagamos- 0. A maioria dos matematicos
parecem resistir a isso, dai o costume normal € dar a cogposesma assinatura que se da a
anéis.

8. Muitos teodricos de modelos requerem que o dominio déggemestrutura seja nao-vazio.
Como isso afetaria 0 Lema 1.2.2 e a definicadXes ?

9. D& um exemplo de uma estrutura de cardinalidaglgjue tenha uma subestrutura de car-
dinalidadew mas nenhuma subestrutura de cardinalidade

1.3 Termos e brmulas atomicas

No Capitulo 2 vamos introduzir um nimero de linguagensfis para falar dd.-
estruturas. Todas essas linguagens serao construidasralp formulas atdmicas de
L, que agora devemos definir.

Cada formula atdmica sera uma cadeia de simbolos miduds simbolos dé.
Como os simbolos em podem ser quaisquer tipos de objeto e nao necessariamente
expressdes escritas, a idéia de uma ‘cadeia de simhlietngjue ser tomada com uma
pitada de codificacdo em teoria dos conjuntos.

Termos

Toda linguagem tem um estoqueiiaveis Sao simbolos escritas z, v, z, t, g,
x1, etc., e um dos seus propositos & servir como rotulos aefnips para elementos
de uma estrutura. Qualquer simbolo pode ser usado como an&vel, desde que
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ele ainda nao tenha sido usado para algo diferente. A esdaltvariaveis nunca &
importante, e para os propositos tebricos muitos teérie modelos as restringem as
expressdes do tip@, vy, v2, ... cCOM nUmeros naturais ou ordinais como indices.

Ostermosda assinaturd sao cadeias de simbolos definidos como se segue (onde
assume-se que os simbolds ‘)’ e ‘,’ nao ocorrem em qualquer outra parte He-
daqui por diante observactes como esta nao serao margaglas).

(3.1) Toda variavel € um termo de
(3.2) Toda constante deé& um termo ded..

(3.3) Sen > 0, F' & um simbolo de funcaoe-aria delL ety,...,t, sao termos dé
entdo a express@o(t1, . . ., t,) &€ umtermo de_.

(3.4) Nada mais & um termo de

Um termo & ditdechado(cientistas da computacao dizédsicg se nenhuma variavel
ocorre nele. Acomplexidadede um termo & o nimero de simbolos ocorrendo nele,
contando cada ocorréncia separadamente. (O que & imfoé&aue sé ocorre como
parte des entdos tem complexidade maior que a ti§

Se introduzimos um termiccomot (), isto sempre significara quee uma sequéncia
(zo,1,...), possivelmente infinita, de variaveis distintas, e tod#&val que ocorre
emt esta entre as variaveis eémMais adiante no mesmo contexto poderemos escrever
t(5), ondes & uma sequiéncia de term@s, s1, . . .); entaot(s) denota o termo obtido a
partir det colocando-se, no lugar dexg, s; no lugar der,, etc., ao longo do termp
(Por exemplo, s¢(x, y) & o termoy + z, entact (0, 2y) € oterm@y +0 e (¢(t(z, y), y)
éotermoy + (y + xz).)

Para fazer com que variaveis e termos representem elesndatama estrutura,
usamos a seguinte convencgdo. 3¢€jg um termo del, ondez = (zg, 21, ...). Seja
A umalL-estrutura & = (ag, a1, ...) uma seqiiéncia de elementostteassumimos
quea & pelo menos tao longa quantoEntaot* (@) (out4[a] quando precisarmos de
uma notagao mais diferenciada) & definido como sendaoweel® ded que € nomeado
port quandoz, € interpretado como um nome dg, e z; como um nome de;, €
assim por diante. Mais precisamente, usando inducae sobomplexidade de

(3.5) set & avariavel;, entaot4[a) € a;,
(3.6) set & uma constanteentaot“ [a] & o elemente”,

(3.7) set & da formaF (s, ...,s,) onde cada; & um termos;(z), entdot*[a] &€ o
elementaF4[s;4[al, ..., s, [a)).

(Cf. (1.2), (1.4) acima.) Seé um termo fechado ent@onao tem qualquer efeito, e ai

escrevemos simplesmerité para designar [a].

Formulas atdmicas
As formulas atbmicasde L sao as cadeias de simbolos dadas por (3.8) e (3.9) abaixo.
(3.8) Ses et saotermos dé,, entdo a cadeia= t &€ uma formula atdmica de.

(3.9) Sen > 0, R & um simbolo de relacao-aria deL ety,...,t, sdo termos dé&
entdo a express&®(ty, . . ., t,,) € uma formula atdmica de.
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(Note que o simbolo=' nao & suposto ser um simbolo de relagao na assinptumaa
sentenca abmicade L & uma formula atdmica na qual nao ocorrem variaveis.

Tal qual no caso dos termaos, se introduzimos uma formolaiaiy comog(z),
entdo¢(s) denota a formula atdmica obtida a partir decolocando-se termos da
sequéncia no lugar de todas as ocorréncias das variaveis correspoesider.

Se as variaveis em uma formula atdmica(z) sao interpretadas como nomes de
elementos: em uma estrutural, entdo¢ faz um enunciado sobrd. O enunciado
pode ser verdadeiro ou falso. Se for verdadeiro, dizemogdrerdadeiro dea em
A, ou quex satisfazg em A, em simbolos

AFE ¢la] ou equivalentemente A F ¢(a).

Podemos dar uma definicao formal a esta reldga8eja¢(z) uma formula atdmica
deL comz = (xg,x1,...). Sejad umaL-estrutura & uma sequéncigug, a1, . ..) de
elementos del; vamos assumir qugé pelo menos tdo longa quantoEntao

(3.10) sep € a formulas = ¢ ondes(z), t() sao termos, entad F ¢[a] sses?[a] =
t4[al,

(3.11) sepéaformulaR(sy,...,s,)ondes(Z),..., s,(T) sdo termos, entdd F ¢[a]
sse an-upla ordenadés; 4[al, . . ., s,[a]) pertence &R4.

(Cf. (1.3) acima.) Quandg &€ uma sentenca atdmica, podemos omitir a seqli@neia
escrever simplesmentéF ¢ no lugar ded F ¢|a.

Dizemos qued & ummodelo de ¢, ou queg € verdadeiro em A, se A F ¢.
QuandoT' & um conjunto de sentencas atdmicas, dizemosfggeaummodelode T’
(em simbolosA = T') is A & um modelo de toda sentenca atdbmicaiém

Teorema 1.3.1. SejamA e B L-estruturas ef uma fun@o dedom(A) paradom(B).
(a) Sef & um homomorfismo i, para todo termd(z) de L e uplaa de A,
f(t4[a)) = tP[fal.
(b) f € um homomorfismo se e somente se, para todaufla abmicag(z) deL e
uplaa de A,
(3.12) AF ¢la] = BF ¢[fal.
(c) f @ uma imer&o se e somente se, para todanfiula abmica¢(z) de L e upla
adeA,
(3.13) AF ¢la] & BF ¢[fal.

Demonstra@o. (a) pode ser facilmente demonstrado por inducao sobrenplexi-
dade de, usando (3.5)—(3.7).

(b) Suponha inicialmente queé um homomorfismo. Como um exemplo tipico,
suponha que(z) é R(s,t), ondes(z) et(z) sdo termos. Assumd F ¢[a]. Entao por
(3.11) nbs temos

(3.14) (s?[a], t[a]) € RA.
Entdo pela parte (a) e pelo fato de gué€ um homomorfismo (ver (2.2) acima),
(3.15) (sP[fa],t"[fa]) = (f(s*[a)), f(¢t*[a])) € RP.

Logo B E ¢[fa] por (3.11) novamente. Essencialmente a mesma demaastiagti-
ona para toda féormula atdmiga
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Para a reciproca, novamente tomamos um exemplo tipiceuna que (3.12) se
verifica para toda sentenca atomig® sequénciag. Suponha quéap,a;) € RA.
Ent&o escrevend® no lugar de(ag, a1), nds temosd F R(zg, z1)[al. Entdo (3.12)
implica queB F R(x,z1)[fa], que devido a (3.11) implica qugfao, fai) € RE
como requerido. Por conseguinté& um homomorfismo.

(c) € demonstrado como (b), mas usando (2.4) no lugar dg (2.2 O

Uma variante do Teorema 1.3.1(c) é frequentemente (ilumaf6rmula atdmica
negadade L queremos dizer uma cadeia onde¢ & uma formula atdmica de. Le-
mos o simbole- como ‘ndo’ e definimos

(3.16) ‘A E —¢la]’ se verifica sse A F ¢[a] nao se verifica.
ondeA & umalL-estrutura qualquet; & uma formula atdmica & &€ uma seqiiéncia de

A. Umliteral & uma férmula atbmica ou uma formula atdmica negadeé eimliteral
fechadose nao contém variaveis.

Corolario 1.3.2. SejamA e B L-estruturas ¢f uma fun@o dedom(A) paradom(B).
Entio f € uma imer8o se e somente se, para todo litegdli) de L, e sedjenciaa de
Al

(3.17) AE ¢la] = BE ¢[fal.
Demonstra@o. Imediata de (c) do teorema e (3.16). O

A algebra de termos

O oraculo délfico dizia ‘Conhece-te a ti mesmo’. Termosegodazer isso — eles po-
dem descrever a si proprios. Sdjauma assinatura qualquerX um conjunto de
variaveis. Definimos algebra de termos deL. com baseX como sendo a seguinte
L-estruturaAd. O dominio deA & o conjunto de todos os termos Heujas variaveis
estao emX. Colocamos

(3.18) A=c para cada constantade L,

(3.19) FA(l) = F(t) paracada simbolo de funcaeariaF deL e
n-uplat de elementos de dgm),

(3.20) R4 & vazio para cada simbolo de relagade L.

A algebra de termos dB com baseX & também conhecida comalaestrutura ab-
solutamente livre com baseX.

Exerdcios para a sé&p 1.3

1. SejaB uma L-estrutura & um conjunto de elementos dg. Mostre que(Y) s consiste
daqueles elementos d2que t&m a forma® [b] para algum terme(z) de L e alguma upla de
elementos d&”. [Use a constru¢ao d@”) g definida na demonstracédo do Teorema 1.2.3.]

2. (a) Set(z,y,z) &€ F(G(z,z),x), que saot(z,y,z), t(z,z,2), t(F(z,z),G(z, ), z),
t(t(a,b,c),b,c)?

(b) SejaA a estruturaN, +,-,0, 1) ondeN & o conjunto de nUmeros naturdisl, ... . Seja
o(x,y, z,u) aformula atdmica: + z = y - u e sejat(z, y) 0 termoy - y. Quais das seguintes
relacdes se verificam?l £ ¢(0,1,2,3); A E ¢[1,5,t4[4,2],1]; A E $[9,1,16,25]; A E
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#[56, t4[9, t4[0, 3], t4[5, 7], 1]. [RespostasF (G(z, z), z), F(G(x, 2), z), F(G(F(z, ), z),
F(z,z)), F(G(F(G(a,c),a),c), F(G(a,c),a)); n&0, sim, sim, nao.]

3. SejaA umaL-estruturag = (ao, a1, . . .) uma seqiiéncia de elementosdles = (so, s1, . ..)
uma seqiiéncia de termos fechadod.dal que, para cada s:* = a;. Mostre que (a) para cada
termot(z) de L, t(5)* = t*[a], (b) para cada formula atdmiegz) de L, A F ¢(5) < AFE
¢lal.

4. SejamA e B L-estruturasg uma sequéncia de elementos que geréra f uma funcao
de dorm{A) para doniB). Mostre quef € um homomorfismo se e somente se para toda formula
atdbmicag(z) de L, A E ¢[a] implica B F ¢[fa].

5. (Lema da leitura Gnica). Sejauma assinatura £um termo deL. Mostre quet pode ser
construido de uma Gnica forma. [Em outras palavras, (a)esema constante ent@ddambém
ndo é da forma(s), (b) set & F(so,...,5m—1) € G(ro,...,Tn—1) €NtAOF = G, m = n
e para cada < n, s; = r;. Para cada ocorrénciade um simbolo ens, defina#(a) como
sendo o nimero de ocorréncias e esquerda de, menos o nimero de ocorréncias (e

esquerda de; use#(a) para identificar as virgulas relacionadas cbremt.]

6. SejaA a algebra de termos de com baseX. Mostre que para cada term¢z) de L e
cada uplas de elementos de dam), t[5] = ¢(5).

7. SejamA a algebra de termos de assinatlir@aom baseX, e B uma L-estrutura qualquer.
Mostre que para cada funcgo: X — dom(B) existe um Unico homomorfismgp: A — B
que concorda confi em X. Mostre também que $éz) & um termo qualquer em ddm) entdo

tP[fz] = g(t).

1.4 Parametros e diagramas

As convencoes para interpretar variaveis sao algumasmis partes mais aborrecidas
da teoria dos modelos. Podemos evita-las, a um certo preganvés de interpretar
uma variavel como um nome de um eleménfeodemos adicionar uma nova constante
parab a assinatura. O preco que pagamos € que a linguagem nualadn que um
outro elemento & nomeado. Quando constantes sao adiei®asassinatura, as novas
constantes e os elementos que elas nomeiam sao chamaurdidetros

Suponha por exemplo qué &€ umal-estruturag &€ uma seqiiéncia de elementos
de A, e desejamos nomear os elementoszentdo escolhemos uma sequéricte
novos simbolos de constante distintos, do mesmo comptimgrea, e formamos a
assinatural(¢) pela adicdo das constantesa L. Na notacédo de (2.5],4,a) & uma

L(¢)-estrutura, e cada elementpé cEA"i).
Igualmente sé3 & uma outrd -estrutura & & uma seqiléncia de elementoside

mesmo comprimento que entdo existe uma (¢)-estrutura( B, b) na qual estas mes-

mas constantas nomeiam os elementos de O proximo lema & sobre esta situagao.

Vem direto das defini¢cdes, é frequentemente utilizadfmdea silenciosa.

Lemal.4.1. SejamA, B L-estruturas e suponhaqué, @), (B, b) so L(¢)-estrutu-
ras. Entilo um homomorfismp: (A, a) — (B, b) & a mesma coisa que um homomor-
fismof : A — Btal que fa = b. Igualmente uma imeé® f : (A,a) — (B,b) éa
mesma coisa que uma iméesf : A — B tal que fa = b.

0
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Na situag@o acima, s¢z) & um termo de entaot*[a] e t(¢)(“® sao o mesmo
elemento; e se(z) & uma formula atdmica entdb F ¢la] < (4, a) F ¢(¢). Estas
duas notacdes — o colchete e a notacao de parametreensermesmo proposito, e &
um peso sobre a paciéncia de qualquer um manter as duaadapaD seguinte meio-
termo funciona bem na pratica. Usamos elemeat@®moconstantes nomeando a si
proprias A assinatura expandida & entfi(i), e escrevemos’ (a) e A = ¢(a) com a
consciéncia leve. Deve-se tomar cuidado quandontém repeticdes, ou quando duas
L(¢)-estruturas separadas estdo sob discussdo. Por sgguetertho a notagdo com
os colchetes durante as proximas sec¢oes.

Sejaa a sequiéncia de elementos.deDizemos que gera A, em simbolosd =
(a) 4, Se A & gerada pelo conjunto de todos os elementos.eBuponha quel € uma
L-estrutura,(A,a) € umal(c)-estrutura ez geraA. Entéo (cf. Exercicio 1 adiante)
todo elemento del & da forma:(4-@) para algum termo fechadade L(¢); logo todo
elemento ded tem um nome eni(¢). O conjunto de todos os literais fechados de
L(¢) que sao verdadeiros e, a) & chamado deliagrama (de Robinson) ded,
em simbolos dia@gl). O conjunto de todas as sentengas atdmicas (@¢ que sao
verdadeiras eni4, @) & chamado ddiagrama positivode A, em simbolos diag(A).

Note que diagA) e diag" (A) nao s&o univocamente determinados, porque em ge-
ral existem muitas maneiras de escolher ¢ tal quea geraA. Mas isso nunca tem
grande importancia. Existe sempre ao menos uma escolsa/pbdea e ¢: simples-
mente liste todos os elementosdesem repeticao.

Diagramas e diagramas positivos devem ser pensados comgaunaializacao das
tabelas de multiplicacao de grupos. Se conhecemoéaljam diag (A), conhecemos
A amenos de isomorfismo. O nome ‘diagrama’ &€ devido a AbrahaipmRon, que foi
0 primeiro praticante da teoria dos modelos a usar diagraie'asnaticamentdé um
nome um pouco infeliz, porque nos convida a fazer uma canfags diagramas no
sentido de figuras com flechas, como em teoria das categbidagerdade o proximo
resultado, que deveremos usar varias vezes, &€ sobradiagem ambos os sentidos.

Lema 1.4.2 (Lema do diagrama) Sejam A e B L-estruturas, ¢ uma
sediéncia de constantes,(el, @) e (B, b) L(¢)-estruturas. Eréio (a) e (b) sio equiva-
lentes.

(a) Para toda sentenca amicag de L(¢), se(4, a) F ¢ en&o (B, b) F ¢.

(b) Existe um homomorfismp: (a), — B tal que fa = b.

O homomorfismg em(b) & nico se ele exist& uma imerdo se e somente se

(c) para toda sentenca amica¢ de L(¢), (A,a) F ¢ < (B,b) F ¢.

Demonstra@o. Assuma (a). Dado que a funcéo inclusao imei@e em A, o te-
orema 1.3.1(c) diz que em (a) podemos substitupor (a)4. Logo, sem perda de
generalidade, podemos supor gde= (a)4. Pelo Lema 1.4.1, para demonstrar (b)
basta encontrar um homomorfisnfia (A,a) — (B,b). Definimosf como se segue.
Comoa geraA, cada elemento dd é da forma(4® para algum termo fechadale
L(¢). Faca

(4.1) f(tAa)) = ¢(B:b),

A definicao & segura, ja quét® = ¢(4.9) implica que(A,a) F s = t, logo (B, b) F

s = t por (a) e por issx(B?) = t(B:b)  Entaof & um homomorfismo por (a) e
pelo Teorema 1.3.1(b), o que demonstra (b). Ja que qualppmomorfismof de
(A,a) para(B,b) deve satisfazer (4.1, & Gnico em (b). A reciproca (&)(a) segue
imediatamente do Teorema 1.3.1(b).
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O argumento para imersdes e (c) & semelhante, usandaf@dr8.1(c). (]

O Lema 1.4.2 ndo menciona diagramas de Robinson diretaimgott isso deixe-
me tornar a conexao explicita. Suponha gugeraA. Entao a implicacao (&} (b)
no lema diz qued pode ser mapeado homomorficamente para um reduibsmpre
que B F diag'(A). Da mesma forma a Gltima parte do lema diz quése diag(A)
entdoA pode ser imerso em um reduto e

Exerdcios para a sé&p 1.4

1. SejaB umaL-estrutura. Sé é uma sequiéncia de elementosile ¢ sao parametros tais que
(B, b) & umaL(c)-estrutura, demonstre qué) g consiste daqueles elementosBejue tém a

format(®*) para algum termo fechadade L(¢).

2. SejamA, B L-estruturas & uma sequéncia de elementos de Sejag uma funcao dos
elementos dé& para doniB) tal que para toda sentenca atdbmjcde L(a), (A, a) F ¢ implica
(B, ga) F ¢. Mostre queg tem uma (nica extensao para um homomorfigino (@) 4 — B.
(Na pratica toma-se frequentemepte g’ como idénticos.)

3. Sejam(4, a) e(B, b) L(¢)-estruturas que satisfazem exatamente as mesmas sengdipicas
deL(c). Suponha também que asestruturasA e B sao geradas par, b respectivamente. Mos-
tre que existe um homomorfisnfo: A — B tal quefa = b.

1.5 Modelos canicos

Na secao anterior vimos como se pode traduzir qualquertast em um conjunto de
sentencas atdmicas. Acontece que existe um bom camintoitdepodemos converter
qgualquer conjunto de sentencas atdmicas em uma estrutura

Sejal uma assinaturad uma L-estrutura €’ o conjunto de todas as sentencas
atdbmicas dd. que sado verdadeiras em EntaoTl tem as duas seguintes propriedades:

(5.1) Para todo termo fechadale L, a sentenca atdmica= ¢
pertence &.
(5.2) Se¢(x) € uma formula atdmica dk e a equacae = ¢ pertence a

T, entaop(s) € T se e somente s&t) € 7.

Qualquer conjuntd@’ de sentencas atdbmicas que satisfaca (5.1) e (5.2)s&ngeclo de
=-fechado(em L).

Lemal.5.1. Sejal um conjunte=-fechado de sentencadaticas de.. Enfio existe
umal-estruturaA tal que

() T & o conjunto de todas as sentenc¢a@naicas del. que .0 verdadeiras e,

(b) todo elemento dd & da format“ para algum termo fechadode L.

Demonstra@o. SejaX o conjunto de todas os termos fechadod.deDefinimos a
relacao~ sobreX da seguinte forma

(5.3) s~ sse s=telT.

Afirmamos que~ & uma relagdo de equivaléncia. (i) Por (5.4)¢ reflexiva. (ii)
Suponha que ~ ¢; entdos = ¢t € T. Mas sep(z) &€ a formulax = s, entaogd(s) &
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s = s que pertence & por (5.1); logo por (5.2)]" também contémp(t), que &t = s.
Por conseguinté ~ s. (iii) Suponha ques ~ t et ~ r. Entao sejap(z) a formula
s = x. Por hipbtese ambagt) et = r estao en¥’, logo por (5.2)I" também contém
o(r), que és = r. Por conseguinte ~ r. Isto prova a afirmacao.

Para cada termo fechadssejat™ a classe de equivaléncia dsob~, e sejaY’
0 conjunto de todas as classes de equivaléntieomt¢ € X. Definiremos uma.-
estruturad com donf4) =Y.

Primeiramente, para cada constantie L colocamos: = c¢~. Depois, sé) <
n < w e F & um simbolo de fungae-aria deL, definimosF4 por

(54) FA(SON,...,Snflw) = (F(S(),...,Snfl))w.
E preciso verificar se (5.4) € uma definicdo segura. Supopies; ~ t; para cada
i < n. Entao através de aplicacdes de (5.2) a senterfi¢és, . . ., Sn—1) = F(so, .. -,

sn—1), que pertenced por (5.1), chegamos & conclusao que a equakag, . . ., $,—1)
= F(to,...,tn—1) pertence &'. Por conseguintd&’(sg,...,s,-1)~ = F(to,...,
t,—1)~. Isto demonstra que a defini¢do (5.4) é segura.

Finalmente definimos a relac@®?, ondeR & um simbolo de relacae-aria qual-
quer deL, por
(5.5) (50™,...,80-1~) € R4 sse R(s0,--.58n-1) € T.
(5.5) € justificada da mesma maneira que (5.4), e ela complatescricao dd.-
estruturaA.

Agora & facil provar por indugao sobre a complexidade dsando (3.6) e (3.7) da
secao 1.3, que para todo termo fechade L,

(5.6) tA =1t~
Logo inferimos que se et sao termos fechados quaisquerldentdo
(5.7) AEs=t & s4=t" & ss~¥=t" & s=tcT.

Juntamente com um argumento semelhante para senteogasast ta forma (¢, . . .,
tn,—1), usando (3.11) da secao 1.3, isto demonstraeo conjunto de todas as
sentencas atdmicas deque sao verdadeiras e Também por (5.6) todo elemento
de A & da forma# para algum termo fechadale L. O

Agora seT’ &€ um conjunto qualquer de sentencas atdmicas, @xiste pelo menos
um conjuntolU de sentencas atdbmicas fajue conteni” e é=-fechado eml.. Cha-
mamosU de =-fechode T em L. QualquerL-estrutura que & um modelo detem
gue ser também um modelo @ga queT C U.

Teorema 1.5.2. Paraqualquer assinaturé, seT’ € um conjunto de sentencadaticas
de L enio existe umd.-estruturaA tal que

@AET,

(b) todo elemento dé & da format* para algum termo fechadode L,

(c) seB & umalL-estrutura eB F T enfio existe unfinico homomorfismg : A — B.

Demonstrag@o. Aplique olemaae=-fecholU deT para obter d.-estruturad. Entao
(a) e (b) sao Obvios. Agord = (@) 4 por (b). Logo (c) seguira do lema do diagrama
(Lema 1.4.2) se pudermos mostrar que toda sentenca &@mécé verdadeira er &
verdeira em todos os modeldsdeT'. Pela escolha d4, toda sentenca verdadeira em
A pertence &/. O conjunto de todas as sentengas atdbmicas que sao ge&staeim um
modeloB deT & um conjunte=-fechado contend®, logo ele deve conter e-fecho
deT, que &U. O
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Pela clausula (c), o modelé deT no Teorema 1.5.2 & (inico a menos de isomor-
fismo. (Veja Exercicio 1.2.2) Chamamos esse modelnaéelo cardnicodeT'. Note
gue ele sera a-estrutura vazia se e somentel/saao tem simbolos de constante.

Algumas vezes — por exemplo em programacao em logica@-sainclui equacdes
como formulas atdmicas. Nessa situacdo o modelo éem@ainda mais facil de
construir, porque nao existe a necessidade de fatorar elianghio de equivaléncia. Por
isso obtemos o que ficou conhecido comméverso de Herbrandde um conjunto de
sentencas atdmicas.

Aqui vai um exemplo no extremo oposto, onde todas as seages®micas sao
equacdes.

Exemplo 1: Adicionando rdzes de polibmios a um corpo SejaF um corpo e
p(X) um polinémio irredutivel sobré” no indeterminadaX. Podemos considerar
F[X] como uma estrutura na assinatura de anéis com constait@madas par&( e
todos os elementos dé. Sejal’ o conjunto de todas as equacdes que sao verdadeiras
em F[X]. (Porexemplose &b - (c + d) em F[X], entadl’ contém a equacia ‘=

b- (c+ d). Alem disso anéis satisfazem a [et © = z, logoT contém a equacao

1 -t = t para todo termo fechado) EntaoT" € um conjunto de sentengas atdmicas,
e a equacag(X) = 0’ &€ uma outra sentenca atdmica. S€ja modelo candnico do
conjuntoT U {p(X) = 0}. EntdoC & uma imagem homomorfica d€ X ], porque ele

€ um modelo d€" e todo elemento &€ nomeado por um termo fechado. Em particula
C & um anel; alem do maig(X) = 0’ se verifica emC, e por isso todo elemento do
ideal I em F'[X] gerado pop(X) vai a0 emC. Sejad uma raiz qualquer dg; entao

a extensao de corpB[d] & um modelo d§" U {p(X) = 0} também, con¥X lido como
sendo um nome para Pelo Teorema 1.5.2(ck[f] € uma imagem homomorfica de
C. ComoF[0] = F[X]/I, segue-se qué & isomorfa aF'[d).

Exerdcios para a sép 1.5

1. Mostre que a propriedade de seifechado nao é alterada se modificarmos ‘se e somente se’
em (5.2) por ‘se.. entao’.

2. SejaT um conjunto de literais fechados de uma assinafuraMostre que (a) & equiva-
lente a (b).

(a) AlgumaL-estrutura € um modelo dE.

(b) Se—¢ & uma sentencga atdmica negada’Enentaog nao pertence ae-fecho do conjunto
de sentencas atdmicas dm

3. SejaT um conjunto finito de literais fechados de uma assinafuraMostre que o item

(a) do Exercicio 2 & equivalente a (c) Algurhaestrutura finita &€ um modelo dé.

[Suponha qued F T'. SejaX o conjunto de todos os termos fechados que ocorrem como par-
tes das sentencas €M incluindo aqueles que ocorrem dentro de outros termosolEsam

ao € dom(A). Defina uma estruturd’ com dominio{t* : t € X} U {ao} tal queA’  T']

Leitura adicional

Leitores que sentirem necessidade de uma base mais solididgea elementar se
darao conta de que existem diversos textos excelentesndggis. Para nomear dois:

Cori, R. e Lascar, Dl ogique Mat@matique, cours et exerciceBaris Masson
1994 (dois volumes).
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Ebbinghaus, H. D., Flum, J. & Thomas, WMathematical logic New York:
Springer-Verlag, 1984.

Dois artigos interessantes sobre a base histérica efiitasde teoria dos modelos sao
0S seguintes:

Demopoulos, W. Frege, Hilbert, and the conceptual strectdirodel theory.
History and Philosophy of Logjd.5(1994), 211-225.

Hintikka, J. On the development of the model-theoretiaition in logical the-
ory. Synthesgr7(1988), 1-16.



Capitulo 2

Classificando estruturas

I must get into this stone world now.
Ratchel, striae, relationships of tesserae,
Inumerable shades of grey ...

| try them with the old Norn words — hraun
Duss, rgnis, queedaruns, kollyarum ...

Hugh MacDiarmid, On a raised beach

Agora que temos estruturas bem a nossa frente, a necessidéslpremente &€ comecar
a classifica-las e classificar suas caracteristicas.siitas € uma espécie de definir.
A maior parte das classificagdes matematicas é feitayiomas ou pela definicao de
equacdes — em breve, por formulas. Este capitulo paderisido intitulado ‘A teoria
elementar da classificagao matematica por formulas’.

Observe trés maneiras pelas quais os matematicos usamlé&s. Primeiro, um
matematico escreve a equacio= 42%'. Ao escrever esta equagio nomeia-se um
conjunto de pontos no plano, i.e. um conjunto de pares odibende nimeros reais.
Como diria um praticante da teoria dos modelos, a equdefine uma relafo 2-aria
sobre os reaisEstudamos este tipo de definicdo na secéo 2.1.

Ou, em segundo lugar, um matematico escreve as leis

*) Paratodost,y ez, x < yey < zimplicax < z;
para todos: e y, exatamente um destes se verificag y, ou
y < x,0uxr =y.

Ao fazer istonomeia-se uma classe de refeg a saber aquelas relacdgspara as
quais (*) &€ verdadeira. A secao 2.2 lista mais alguns gtesdeste tipo de nomeacao.
Tais exemplos cobrem a maioria dos ramos de algebra.

Terceiro, um matematico define tmomomorfismode um grupd= para um grupo
H como sendo uma fung¢ao déparaH tal quex = y - z implica f (z) = f(y) - f(2).
Aqui a equacaa = y - z define uma classe de fuigs Veja secdo 2.5 para mais
exemplos.

Muitos dos fundadores da teoria dos modelos quiseram egritentho a linguagem
funciona em matematica, e como ela deveria fazé-lo. (Bedmencionar Frege, Pa-
doa, Russell, Godel e Tarski entre outros.) Mas um ramo heedsdo da matematica
necessita mais que apenas um desejo de corrigir e catabgaisasE necessario um

19
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programa de problemas que sejam interessantes e naditimsdile resolver. O pri-
meiro programa sistematico da teoria dos modelos ficouaridh como ‘eliminagao
de quantificadores’. Seu propbsito era encontrar, em gealgituacao matematica
concreta, o conjunto mais simples de formulas que dariastad classificagcdes de que
se precisa. Thoralf Skolem pds esse programa em andanmeit®¥. Um subproduto
recente do programa & o estudo de unificagado em ciéndardputacao.

2.1 Subconjuntos defiiveis

Comecgamos com uma Unica estrutdraQuais sao 0s conjuntos interessantes de ele-
mentos deA? Generalizando, quais sao as relacfes interessafesselementos
de A?

Exemplo 1: Curvas algebricas Considere o corp@® dos reais como uma estrutura.
Uma curva algébrica no plano real & um conjunto de paresnadbs de elementos de
R dado pela equacdaz,y) = 0, ondep & um polindmio com coeficientes efn A
parabolay = z? & talvez o exemplo mais citado; esta equacao pode sétaesem
nomear qualquer elemento Becomo parametro.

Exemplo 2: Conjuntos recursivos deimeros naturais Para isto usamos a estrutura
N = (w,0,1,+, -, <) de nUmeros naturais. Qualquer subconjunto recurXivibe w
pode ser definido, por exemplo, por um algoritmo para verifssaum dado nimero
pertence aX. Mas, diferentemente do Exemplo 1, a definicdo geralmssrie muito
mais complicada para ser escrita como uma formula atdomid#o ha necessidade
de usar parametros neste caso, ja que todo elemeritoédeomeado por um termo
fechado da assinatura tie

Exemplo 3: Componentes conexos de grafosSejaG um grafo como no Exemplo
1 da se¢do 1.1, gum elemento dé&. O componente conexae g emG & o menor
conjuntoY” de vértices de~ tal que (1)g € Y e (2) sea € Y e a esta ligado &
por uma aresta, entdoe Y. Esta descri¢ao defirié, usanda; como um parametro.
Porém novamente nao existe, em geral, qualquer esgetinexpressar a definicao
como uma formula atdmica. Também sera provavelmergmiediavel tentar defink’
sem mencionar qualquer elemento como um parametro.

Descreveremos algumas relacdes simples sobre umaueatretentao descrevere-
mos como gerar relacdes mais complicadas a partir dekda €&lacao definivel sera
definida por uma formula, e a formula mostrara como a, Bel@&construida a partir de
relacBes mais simples.

Tal abordagem paga dividendos de varias formas. Primagddrmulas ddao uma
forma de descrever as rela¢des. Segundo, podemos deareestemas sobre todos os
conjuntos definiveis usando a inducéo sobre a complégidas formulas que os defi-
nem. Terceiro, podemos demonstrar teoremas sobre agakla8es que sao definidas
por férmulas de determinados tipos (tal como por exemplgegdo 2.4 adiante).

Para o nosso ponto de partida, tomamos as relacdes exppessormulas atdmicas.
Um pouco de notacao sera (til aqui. Dada ubrestruturad e uma formula atdmica
o(zo,...,xn—1) de L, escrevemos(A™) para designar o conjunto deuplas{a :
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A E ¢(a)}. Porexemplo s& & um simbolo de relagao da assinatlyr&ntéo a relagao
R4 & daformap(A™): tomeg(xg, ..., x,_1)comosendo aformulB(zg, ..., 2z, 1).
Permitimos parametros também. Sejay, ..., z,—1,y) umaformula atdbmica de
L e b uma upla ded. Entdoy(A™,b) representa o conjuntfa; A F ¢ (a,b)}. Por
exemplo sed consiste dos nUmeros reaigér, y) & a formular > y, entaoy(A,0) &
0 conjunto de todos os reais positivos.
Para construir relagdes mais complicadas, introduzioma linguagem formal
L., baseada na assinatuta como se segue. (Continue lendo por mais umas duas

paginas para ver o que os indice® ., significam.)

Construindo uma linguagem

SejaL uma assinatura. A linguagem,., sera infinitaria, o que significa que algumas
de suas férmulas serao infinitamente longas. Trata-sardelimguagem no sentido
formal ou no sentido da teoria dos conjuntos. Os simbolos.de sao aqueles dé
juntamente com alguns simbolos logicos, variaveis &iside pontuacao. Os simbolos
lbgicos sao os seguintes:

(1.2) = ‘igual’,

‘nao’,

£eY,

‘OU’,

‘para todo elemento ...,

‘existe um elemento ....

<> J

Definimos ostermos, asformulas atdomicas e osliterais de L., como sendo 0s
mesmos dd.. A classe déormulas de L., € definida como sendo a menor clagse
tal que

(1.2) todas as formulas atdmicas Hestao emX,

(1.3) seg pertence aX entao a expressaep pertence ax,
e sed C X entdo as expressopsd e \/ ® estao ambas e,

1.4) sep pertence a& ey & uma variavel entady¢ e dy¢ estao
ambas enX.

As formulas que fazem parte da constru¢ao de uma forgms#o chamadas deibfor-
mulasde¢. A formula¢ é considerada uma subformula de si propria; sudddrmu-
las proprias sao todas as suas subformulas exceto ela propria.

Os quantificadoresy (‘para todoy’) e Iy (‘existe y") ligam variaveis tal qual
em logica elementar. Assim como em logica elementar, podedistinguir entre
ocorréncias livres e ocorréncias ligadas de variavéls. variaveis livres de uma
formula ¢ sao aquelas que tém ocorréncias livres @mAlgumas vezes vamos in-
troduzir uma férmulap como¢(z), para uma sequéncia de variavejgsto significa
gue as variaveis emsao todas distintas, e as variaveis livregdedas pertencema
Entaog¢(s) representa a formula que obtemos a partipdmlocando os termos no
lugar das ocorréncias livres das variaveis correspaedarn. Isto extende a notagao
que introduzimos na se¢ao 1.3 para formulas atdmicas.

Igualmente, para uma-estrutura qualqued e uma seqiénciade elementos de
A, extendemos a notacad F ¢[a] ou ‘A E ¢(a)’ (‘a satisfazg em A’) a todas as
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formulas¢(z) de L., cOmo se segue, por inducao sobre a construcag. deéstas
definicdes tém o propobsito de adequar os significadastivds dos simbolos dados
em (1.1) acima.

(1.5) Sey € atdmica, entdaaA F ¢[a] se verifica ou nao tal qual
em (3.10) e (3.11) da se¢ado 1.3

(1.6) A E —¢[a] sse nao é verdade que- ¢[a).
(1.7) A E A\ ®[a] sse para toda formula(z) € @, A F ¢[a).
(1.8) A F\/ ®[a] sse para ao menos uma formular) € @, A E ¢lal.

(1.9 Suponha qué éVyy, ondey € (y, T). EntaoA E ¢|a] sse
para todo elementbde A, A E b, al.

(1.10) Suponha qué é Jyv, ondey €y (y, z). EntdoA E ¢[a] sse
para ao menos um elemeritde A, A = ¢[b, al.

Sez & uman-upla de variaveis(z, i) € uma formula dé .., € b € uma sequéncia de

elementos del cujo comprimento casa com o geescrevemos(A™, b) para designar

o conjunto{a : A F ¢(a,b)}. Entdog(A™, b) & arelagio definida emA pela formula
¢(2,7).

Exemplo 3continuagdo. x pertence ao mesmo componentgyd®xy € g ouxy €
ligado por alguma arestag@(em simbolosR(zo, g)), ou exister; tal que R(xo, x1)
e R(z1,9), ou existemr, ez, tais queR(xo, z1), R(z1,x2) € R(z2,g), 0u.... Em
outras palavras, o0 componente conexg @edefinido pela formula

(1.11) V({xo = g}U{Fz1 ...z A{R(zi, xix1) 1 i < n}U{R(zpn,9)}) : n < w})
com parametrg. A formula (1.11) nao é facil de ler, mas & bem precisa.

Niveis de linguagem

Podemos definir omplexidadede uma formulap, comg¢), de tal forma que ela
seja maior que a complexidade de qualquer subformulaiar@p¢. Usando ordinais,
uma possivel definicao &
(1.12) comp¢) = sup{compg(+)) + 1: ¢y & uma subformula propria dg}.
Mas a noc¢ao exata de complexidade nunca tem grande iampiat™ O que importa
mesmo & que agora seremos capazes de demonstrar teordmaasoelacdes de-
finiveis emL .., usando inducao sobre a complexidade das formulas qiefimem.
Na verdade a complexidade nem sempre & a medida mais $ifihdizes,.., suge-
rem uma outra classificacao. O segundo indigesignifica que podemos por apenas
um numero finito de quantificadores em cascata. SeguindosmmeaciocinioL ..
€ a linguagem que consiste daquelas formulag.de nas quais ndo aparece qual-
qguer quantificador; chamamos tais férmuladides-de-quantificador. Toda férmula
atdmica é livre-de-quantificador. (Logo as curvas do Exen acima foram definidas
por formulas livres-de-quantificador.)
O primeiro indice,, significa que podemaos juntar um namero arbitrario de fdaw
através de/\ ou /. A linguagem de primeira ordemde L, em simbolod.,,.,, con-
siste das formulas nas qualse \/ sdo usadas apenas para juntar um nimero finito
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de formulas a cada vez, de tal forma que a formula intefiaita. Generalizando, se

x € um cardinal regular qualquer (tal como o primeiro carblineontavelw;), entao

L., € 0o mesmo qué .., exceto que\ e/ sao usados apenas para juntar menos que
x formulas a cada vez. Por exemplo a formula (1.11) pertenkEg,.,, ja que\/ &
tomado sobre um conjunto contaveleé tomado sobre conjuntos finitos.

Desta maneira podemos escolher varias linguagens methene® del .., sele-
cionando subclasses da classe de formulas dg. Na verdadel..., propriamente
dita & grande demais para 0 uso no dia-a-dia; a maior paste tiero diz respeito ao
nivel de primeira ordeni,,,, fazendo incursdes ocasionais &,

Usaremod. como um simbolo para linguagens assim como para assisatCioano
uma linguagem determina sua assinatura, nao ha amhidgiise falarmos sobike-
estruturas para uma linguagel Além disso sel. & uma linguagem de primeira
ordem, esta claro o que se quer dizer pas,,, L. €tc.; estas sao as linguagens infi-
nitarias que extendem. Se um conjuntd de parametros & adicionadd.aformando
uma nova linguagem (X ), vamos nos referir as formulas d¢X ) comoas formulas
de L com parametros de X .

SejaL uma linguagem de primeira ordemAuma L-estrutura. Se)(z) & uma
formula de primeira ordem, entdo um conjunto de relagigformap(A™) é ditode-
finivel em primeira ordem sem pa@metros ou mais abreviadamente-definivel
(pronuncia-se ‘zero-definivel’). Um conjunto ou relag@a formay(A™,b), onde
(%, 1) & uma formula de primeira ordembeé uma upla de algum conjunfs de
elementos del, & dito X -definivel e definivel em primeira ordem com pa@ametros
(Quando as pessoas dizem simplesmente ‘definivel em parelem’, & preciso ve-
rificar se se permite parametros. Alguns permitem, outéms)n

As seguintes abreviacdes sao padrao:

(1.13) Ty para—z =y
(1 AN...Nbn)  paraA{é1,...,o,} (conjungdo finita),
(1 V...V, para\/{¢1,...,0,} (disjuncao finita),
N o para/\{¢; : i € I},
iel
\/ o para\/{¢; :i e I},
iel
(¢ =) para(—¢) v ¢ (‘se¢ entaoy’),
(¢ =) (@ =) A () — @) (¢ ssey),

Vri...x, OUVZT
dzy...x, OUdT
1

paravz; ...V,
paradz; ...3dz,,
para\/ @ (disjuncao vazia, falso sempre).

Convengdes normais para ignorar parénteses estaindeales parénteses mais exter-
nos em(¢ A1) e (¢ V1) podem ser omitidos quande ou — aparece imediatamente
fora destes parénteses. Dessa mangeira) — y sempre significég A ) — x, € nao

PN (Y — x)

Com estas convencgdes, a formula (1.11) seria normabresutita

1.14) zp=g Vv \/ Jxq... 2y ((/\R(xi7xi+1)> A R(:vn,g)> ,

n<w

<n

qgue & um pouco mais facil de ler.

A familia de linguagens que diferem entre si apenas pelaassa &€ chamada de
umalbgica Dessa maneiralégica de primeira ordem consiste de todas as lingua-
gensL,,, ondeL varia sobre todas as assinaturas.
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Observa@es sobre varaveis

Estaremos principalmente interessados em formpuas, . . . , x,,—1) COm apenas um
namero finito de variaveis. Toda formula de primeira endem um nimero finito de
variaveis, dado que tem comprimento apenas finito.

Dizemos que duas formulagz, . .., z,—1) €¥(yo, ..., yn—1) SA0EqUivalentes
naL-estruturad se¢(A™) = (A™), ou equivalentemente, seF VZ(4(Z) < ().
Dessa maneira duas formulas sao equivalentegiesa e somente se elas definem a
mesma relagdo em. Igualmente conjuntos de formul@sz) e ¥ () sdoequivalentes
emAse\ P(A™) = A\ T(A").

E claro que tais definicdes dependem da listagem dasveisiaPor exemplo se
o(z,y) ey(y,x) sdo ambas < y, entdo ndo devemos esperar die, y) seja equi-
valente a)(y, ), poisy(A?) serap(A?) de tras para frente.

Aformulag(x, ..., x,—1) e aformulap(yo, . . ., yn—1) SA0 equivalentes em qual-
quer estrutura. lgualment& R(z, y) € equivalente &z R(z, z). Dessa maneira temos
um nimero demasiado grande de formulas tentando fazesmoabalho. Para eli-
minar o excesso, diremos que uma férmula & varégante de uma outra féormula se as
duas férmulas diferem apenas na escolha de variaveisei@da uma pode ser obtida
a partir da outra por uma substituicdo consistente daveis.

A relacao ‘variante de’ &€ uma relacao de equivalésolare a classe das formulas.
Tomaremos sempre @ardinalidade de uma linguagem de primeira ordef |L|,
como sendo o numero de classes de equivaléncia de fesrmdelasob a relacao ‘va-
riante de’. Isto esta de acordo com a definicaddepara uma assinatuta dada na
sec¢ao 1.2; veja o Exercicio 7 adiante.

Tais problemas macgantes de sintaxe tém de fato uma ao#rseiq importante.
Numa dada estruturd, duas formulas de primeira ordem podem definir a mesma
relacao; portanto a familia de relacdes definiveigpeimeira ordem sobrel pode ser
muito menos rica que a linguagem usada para defini-las. @otheremos dizer exata-
mente quais sao as relacdes definiveis em primeira osdeneA? Nao ha ferramental
uniforme para responder a esta questao; frequentemetgesmeses de pesquisa e
inspiracdo. Fecho a se¢cao com dois tipos bem diferel@esemplo.

Poucos subconjuntos defitveis: minimalidade

Lema 2.1.1. SejaL uma assinaturad umal-estrutura,X um conjunto de elemen-
tos deA e Y uma rela@o sobredom(A). Suponha qué&” é defivel por alguma
formula de assinaturd. com paémetros deX. Ento para todo automorfismg de
A, se f fixa X ponto-a-ponto (i.ef(a) = a para todoa em X), entio f fixay
conjunto-a-conjunto (i.e. para todo elementde 4, a € Y < fa €Y).

Demonstra@o. Paraformulas dé ..., isto pode ser demonstrado por inducao sobre
sua complexidade; veja o Exercicio 8. Porém apelo aorlgite veja o lema como
uma idéia luminosa sobre estrutura matematica, que deaplEar igualmente bem a
formulas de outras logicas fora do ambitoldg,, . O

Por exemplo, temos o seguinte.

Teorema 2.1.2. Sejal a assinatura vazia el umal-estrutura tal qued & simples-
mente um conjunto. Sefd um subconjunto qualquer d¢, e sejaY” um subconjunto
dedom(A) queé defitvel emA por uma brmula de algumadgica de assinaturd,,
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usando padmetros deX. Ento Y & um subconjunto d& ou o complemento em
dom(A) de um subconjunto d¥.

Demonstra@o. Imediata a partir do lema. O

Note que nesse teorema, todos o0s subconjuntos finitds elseus complementos
em A podem ser definidos por formulas de primeira ordem comrpafiés emX. O
conjunto{ay, . . .,a,—1} € definido pelaformula =ag vV ... V 2 = a,—1 (Que &L
se 0 conjunto é vazio); negue essa formula para obter agidido complemento.

A situagao no Teorema 2.1.2 & mais comum do que se podeespeemos que
uma estruturad & minimal se A & infinita mas os Unicos subconjuntos de ddm
que sao definiveis em primeira ordem com parametros s#odsfiou cofinitos (i.e.
complementos de conjuntos finitos). Generalizando, umuedajX C dom(A) que
é definivel em primeira ordem com parametros & ditoimal se X & infinito, e para
todo conjuntaZ que & definivel em primeira ordem edncom parametros, oX N Z
é finito, ouX\ Z & finito. Veja sec¢do 9.2 adiante.

Muitos subconjuntos defirfiveis: aritmética

Os subconjuntos definiveis dos niUmeros naturais témasidtisados bem de perto,
devido a sua importancia para a teoria da recursao.

TomamosN como no Exemplo 2; seja sua assinatura. Escrevenmas < y)o,
(3z < y)¢ como abreviagdes pava(x < y — ¢) e3x(z < y A ¢) respectivamente.
Os quantificadore§/z < y) e (3x < y) sao ditoscotados Definimos a hierarquia de
formulas de primeira ordem di, como se segue.

(1.15) Uma formula de primeira ordem deé considerada uma
formulall, ou equivalentemente uma formatg,
se todos os quantificadores sao cotados.

(1.16) Uma formula & considerada uma formilfa, , se ela & da forma
Vz4) para alguma formulX? ¢. (A uplaz pode ser vazia.)

(1.17) Uma formula & considerada uma formbila, , se ela é da forma
Jz+ para alguma formuldl v. (A uplaz pode ser vazia.)

Logo por exemplo uma formulg§ consiste de trés blocos de quantificadofes/y3z,
seguidos de uma formula com apenas quantificadores cotBétsfato de se permi-
tir que os blocos sejam vazios, toda formiila também & uma formul?_ , e uma
formulallf, ; as classes mais altas reinem as classes mais baixas.

Sejar a sequénciéry, . . ., z,—1). Um conjuntoR den-uplas de nimeros naturais
é chamado de relagad) (respectivamente, uma relacif) se ele & da forma(N")
para alguma formulal? (respectivamente, alguma formuld) ¢(z). Dizemos quer
€ umarelacad\ seR é tanto uma relagald’ quanto uma relagds?. Uma relagzo &
ditaaritm éticase ela & para algunk (dai as relagdes aritméticas serem exatamente
as definiveis em primeira ordem).

Intuitivamente a hierarquia mede quantas vezes temos querper todo o con-
junto dos nimeros naturais se quisermos verificar atrdeé§4.5)—(1.10) se uma upla
particular pertence a relacdd Um teorema importante de Kleene diz que as relagdes
AY szo exatamente as relagdes recursivas, e as rel8§@&E® exatamente as relagdes
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recursivamente enumeraveis. Um outro teorema de Kleengudi para cadad < w
existe uma relaga® que &X)_ , mas que nao &, nem &lI). Dessa forma a hierar-
guia continua crescendo.

Exerdcios para a sép 2.1

1. Exibindo férmulas apropriadas, demonstre que o coajdetnimeros pares € um conjunto
¥ emN. Mostre 0 mesmo para o conjunto de nimeros primos.

2. SejaA a ordem parcial (em uma assinatura cethcujos elementos sao os inteiros posi-
tivos, comm <“ n ssem divide n. (a) Mostre que o conjuntél} e o conjunto dos nimeros
primos sao amboss-definiveis emA. (b) Um nimeron é livre-de-quadrado se nao existe
namero primop tal quep? divide n. Mostre que o conjunto de nimeros livres-de-quadrado &
@-definivel emA.

3. SejaA o grafo cujos vértices séo todos os conjunfes, n} de exatamente dois nUmeros
naturais, conu ligado ab ssea Nb # @ A a # b. Mostre queA nao & minimal, mas tem um
nmero infinito de subconjuntos minimais.

Uma L-estrutura & ditaO-minimal (leia ‘Oh-minimal’ — o0 O & para Ordenagao) decontém

um simbolo< que ordena linearmentdom(A) de tal forma que todo subconjunto dem(A)

que é definivel em primeira ordem com parametros &€ um@outhe um nimero finito de inter-
valos das formaga, b), {a}, (—o0,b), (a,00) ondea, b séo elementos dd. Uma teoria &
O-minimal se todos os seus modelos o sao.

4. SejaA uma ordenacgao linear com o tipo-ordem dos racionais (@egmplo 2 da secao 1.1
para a assinatura). Mostre queé O-minimal. [Use Lema 2.1.1; Exemplo 3 na sec¢do 3.2 pode
ajudar.]

5. SejaA um espaco vetorial de dimensao infinita sobre um corpoofinkostre queA &
minimal, e que os Gnicos conjuntas-definiveis emA sdo@, {0} e dom(A). No Exercicio
2.7.9 vamos remover a condi¢cao de que o corpo de escaddinid.

6. (Compartilhamento de tempo com formulas). Sejammmak-upla de variaveis &(z, 3)

(i < n) formulas de uma linguagem de primeira ordém Mostre que existe uma formula
¥(Z, g, w) de L tal que para todd-estruturad com pelo menos dois elementos, e toda apla
emA, o conjunto de todas as relagdes da fognta”, a, b) comb em A & exatamente o conjunto
de todas as relagdes da formg A*, @) comi < n. [Sejaw a sequéncidwo, . .., w,) e faca

com quey(A*,a, co, ..., cn) sejagi(A*,a) quandoc, = ¢; ecn # ¢ (i # 5).]

7. Mostre que sd. & uma linguagem de primeira ordem entdg¢ é igual aw + (0 nimero
de simbolos na assinatura g

8. Demonstre 0 Lema 2.1.1 para formulasde., com um niumero finito de variaveis, por
inducao sobre a complexidade das formulas.

9. Sejal a assinatura de grupos abelianog Bm namero primo. Sejal a soma direta de
um namero infinito de copias d&p?), o grupo ciclico de ordem?. Mostre que (a) o subgrupo
de elementos de ordesn p & @-definivel e minimal, (b) o conjunto de elementos de orgéra
@-definivel mas nao & minimal.

10. SejaG um grupo, e chamemos um subgrufiode definivel se H & definivel em primeira
ordem emG com parametros. Suponha g@esatisfaz a condicao de cadeia descendente sobre
grupos definiveis de indice finito e@. Mostre que existe um Gnico subconjunto minimal de-
finivel de indice finito entz. Mostre que esse subgrupo é na verdadeefinivel, e deduza que
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ele & um subgrupo caracteristico@eEsse subgrupo & conhecido cor®d, por analogia com
0 componente conex&® em um grupo algébrico — que & na verdade um caso especial.

2.2 Classes defitveis de estruturas

Até meados dos anos 1920, linguagens formais eram na soapasgie usadas de uma
forma puramente sintatica, ou para falar sobre conjuntetagdes definiveis em uma
Unica estrutura. A principal excecao era a geometrigieadilbert e outros tinham
usado axiomas formais para classificar estruturas gemagtrHoje em dia sabe-se
muito bem que podemos classificar estruturas perguntanel@xjomas formais sao
verdadeiros nelas — e portanto podemos falacksses defiveis(ou axiomatiavei9
de estruturasTeoria dos modelos estuda tais classes.

Comecamos com algumas definicdes. Waatencaé uma férmula sem qualquer
variavel livre. Umateoria & um conjunto de sentencas. (Estritamente dever-seéa di
‘classe’, ja que uma teoria eif,.,, poderia ser uma classe propria. Porém normal-
mente teorias sao conjuntos.)

Se¢ € uma sentenca de,, € A &€ umalL-estrutura, entdo as clausulas (1.5)—(1.10)
na secao anterior definem uma relagadd= ¢[]’, i.e. ‘a sequéncia vazia satisfazem
A’, tomandoa como sendo a sequiéncia vazia. Omitirhjasescrevemos simplesmente
‘A E ¢'. Dizemos queA & ummodelode ¢, ou queg é verdadeira em A quando
‘A F ¢’ se verifica. Dada uma teoril em L., dizemos qued € ummodelo deT,
em simbolosA F T, seA € um modelo de todas as sentencag'de

SejaT uma teoria enl..,, € K uma classe dé-estruturas. Dizemos qug axi-
omatiza K, ou queT & um conjunto de axiomasparaK, seK é a classe de todas
as L-estruturas que sao modelos’HeObviamente isto determirdd univocamente, e
dessa forma podemos escre¥er= Mod(7T') para indicar qud” axiomatizaK. Note
queT também & uma teoria efit’, , ondeL™ & qualquer assinatura contentice que
Mod(T) em L™ & uma classe diferente de M@ em L. Logo a nogao de ‘modelo de
T depende da assinatura. Mas podemos deixar que o contdetonilee a assinatura;
se nenhuma assinatura for mencionada, escolha a nigabgueT” pertenca d ...

Igualmente s€l" & uma teoria, dizemos que uma teotiaaxiomatiza 7' (ou &
equivalente a7) se ModU) = Mod(T'). Em particular seA & umalL-estrutura e
T €& uma teoria de primeira ordem, dizemos quaxiomatiza A se as sentencas de
primeira ordem verdadeiras emsao exatamente aquelas que sédo verdadeiras em todo
modelo del". (A proxima se¢ao examinara essa nogao mais de perto.

SejaL uma linguagem & uma classe dé-estruturas. Definimos &-teoria de
K, Th;(K), como sendo o conjunto (ou classe) de todas as sentérdmé tal que
A E ¢ para toda estruturd em K. Omitimos o indice, quandoL & de primeira
ordem: ateoria de K, Th(K), & o conjunto de todas as sentencapuimeira ordem
gue sao verdadeiras em toda estruturde€m

Dizemos queK é L-definivel se K & a classe de todos os modelos de alguma
sentenca enl. Dizemos queK & L-axiomatizavel, ou L-definivel generalizadg
seK é a classe de modelos de alguma teorialenPor exempldK é definivel em
primeira ordem seK & a classe de modelos de alguma sentenca de primeira ordem,
ou equivalentemente, de algum conjunto finito de sentetegsimeira ordem. Note
queK é definivel em primeira ordem generalizado se e someni€ éea classe de
todas ad.-estruturas que sdao modelos de(KY).

Classes definiveis em primeira ordem e axiomatizaveis emepa ordem sao
também conhecidas como classes EC g E€spectivamente. O E é para Elementar e
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o delta para Intersecao (cf. Exercicio 2 adiante — a palexn alemao para interse¢ao
€ Durchschnitt).

Quando se escreve teorias, nao ha prejuizo em usar abbes matematicas, desde
que elas possam ser vistas como abreviagdes de termomgsmu formulas. Por
exemplo escrevemos

(2.1) r+y+z para (z+y)+ 2,
T —y para z+ (—y),
n para 1+...+1(nvezes), ondeéum
inteiro positivo,
x+...+xz(nvezes onden é&um
inteiro positiva

nw para 0 onden €0,
—(—n)z onden & um

inteiro negativo

Ty para z -y,

" para x...zx (nvezes), onde &€ um
inteiro positivo,

T <y para <y V z =y,

T =Yy para y < z.

A seguinte notacgao € (til; ela nos permite dizer ‘Existexatamente: elementose
tais que...’, paran < w. Sejag(z, z) uma formula. Entao defing.,z¢ (‘Pelo me-
nosn elementos satisfazeny’) como se segue, por inducdo solbre

(2.2) I>ox0 e Vrax=nux.
3>1$¢ e 31‘¢
Isnt1z¢ € Fx(P(x,2) A Izny(d(y, Z2) ANy # x)) (paran > 1).

Ent&o colocamoSg¢,z¢ para—-3>,i1x¢, € finalmente3—,z¢ &€ 3>, x¢ A I, xd.
Logo por exemplo a sentenga de primeira ordémax z = = expressa que existem
exatamente elementos.

Axiomas para estruturas particulares

Até mesmo em geometria, axiomas foram primeiramente sspd@ descrever uma
estrutura particular, e ndo para definir uma classe detesisl Quando uma teoria

€ escrita de forma a descrever uma estrutura particllaizemos qued & omodelo
pretendido deT'. Frequentemente acontece — como aconteceu com a geomgtiga —
as pessoas decidem se interessar também pelos modelpeet@adidos.

Exemplo 1: A algebra de termos Sejal uma assinatura algébricA, um conjunto
de variaveis &4 a algebra de termos decom baseX (veja secao 1.3). Entdo podemos
descrever através do conjunto de todas as sentencas das seguimiesfo

(2.3) c#d ondec, d sdo constantes distintas.
(2.4) VIF(Z)#c ondeF & um simbolo de fungcaocuma constante.
(2.5) VzZgF(z)# G(y) ondeF, G sao simbolos de fungao distintos.

(2.6) Vzo...xn-1Y0 - - Yn-1F (0. . Zn-1)=F(yo.. - Yn—1) — /\:171 =1;).
<n
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(2.7) Vao...zp—1t(xo...2Hn—1) #x; ondei <n eté&umtermo qualquer
contendar; mas distinto de;;.
(2.8) [Use este axioma apenas quaiddfinita.] Escreva Vdr:) para
aformula/\{x # ¢ : ¢ @ uma constante de} A A{Vyxz # F () :
F um simbolo de fungdo dé}. Entao seX tem
cardinalidade:, adicionamos o axioma,,z Var(z).
SeX é infinito, adicionamos um nimero infinito de axiomas
IsnxVar(z) (n > w).

Esses axiomas sao todos de primeira ordem. Cada um delggdigue & obviamente
verdadeiro ded.

Pode-se demonstrar que esses axiomas (2.3)—(2.8) axctameadi (Isto de forma
alguma é 6bvio. Veja secao 2.7 adiante). Infelizmetds rao bastam para caracteri-
zar a estrutural propriamente dita, sequer a menos de isomorfismo. Por eresaja
L a assinatura que consiste de um simbolo de fuh¢iea I’ e uma constanig e seja
X o conjunto vazio. Entao (2.3)—(2.8) reduzem ao seguinte.

(2.9) VaF(z) #c. Vay(F(z)=F(y) — x=y).
VeF(F(F(...(F(x)...) # « (para qualquer nUmero positivo des).
Va(z = cV yz = F(y)).

Podemos obter um model® de (2.9) tomando o modelo pretendidce adicionando
todos os inteiros como novos elementos, colocanion) = n+1 para cada inteira:

c F F
O—Pp—0—Pp—0—p— —

(2.10)
F F F F
—— p— O —p p— 0 —Pp—0—p—0—p ——
Esse modeld claramente nao €& isomorfo4 Pode-se pensar em novos elemen-
tos deB como termos que podem ser analisados em termos menoregiddefente.

Exemplo 2: Os axiomas de Peano de primeira ordemEste & um outro exemplo de
umateoria de primeira ordem com um modelo pretendido. Gisdedou uma variante
muito proxima dele. Para ele trata-se de um conjunto deseas que eram verdadei-
ras da estrutura dos nimeros natuhdief. Exemplo 2 na secéo 2.1); seu Teorema da
Incompletude diz que a teoria falha em axiomatar

(2.11) Vex + 1 # 0.

(2.12) Vey(z+1=y+1—x=y).

(2.13) VZ(4(0, 2) AVz(d(z, 2) — ¢(z +1,2)) — Ved(z, 2))
para cada formula de primeira ordeffr, z).

(2.14) Vex+0=uz; Veyz+(y+1)=(z+y)+1.

(2.15) Vex-0=0; Vaeyz (y+1)=z-y+2.

(2.16) Ve—(z < 0); Vey(z < (y+1) o z<yVe=y).

A clausula (2.13) & um exemplo de wagquema de axiomai.e. um conjunto de axio-
mas consistindo de todas as sentencas de um certo padta@dguema expressa que
se X & um conjunto que & definivel em primeira ordem com patémsge (10 € X e

(2) sen € X entdon + 1 € X, entdo todo numero pertenceXa Este & eesquema de
inducdo de primeira ordem. Os axiomas (2.14)—(2.16) sdodefinicdes recursivas
de +, - e <; dados os significados dee 1 e a funcaar — x + 1, existe uma Unica
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maneira de definis-, - e < emN de tal forma a fazer com que estes axiomas sejam
verdadeiros.

Os axiomas (2.11)—(2.16) sao conhecidos camiton ética de Peano de primeira
ordem, ou, abreviandoP. E natural perguntar sB tem algum modelo aléem do pre-
tendido. No Capitulo 6 veremos que o teorema da compacida@drema 5.1.1) da a
resposta Sim imediatamente. ModelosFlgue nao sao isomorfos ao pretendido sao
conhecidos commodelos rao-padrao. Tais como plantas venenosas descobertas ale-
atoriamente, eles acabam tendo aplicacdes importantésieamente benignas sobre
as quais ninguém pensou antes. Infelizmente nao ha@sease livro para discutir
‘métodos ndo-padrao’; mas veja as referéncias no fiestiedcapitulo.

Uma lista de classes axiomat&veis

Segue uma lista de algumas classes que sao definiveisonatidaveis. A lista &€ para
referéncia, nao para uma leitura leve.

Na maioria dos casos as sentencas dadas na lista sdo agatefinicdes usuais
da classe, atiradas em simbolos formais. Vamos nos refessas sentencas como a
teoria da classe: logo os axiomas (2.21) formanearia dos R-modulosa esquerda
Alem de fornecer exemplos, a lista mostra quais assinas&a comumente usadas
para varias classes. Por exemplo anéis normalmenteg@imedurar, -, — (1-ario),0
el. (Um anel teml a menos que se diga o contrario.)

(2.17) Grupos (multiplicativos):
Vayz (zy)z = x(yz), Voo -1 =z, Yoz -2~ = 1.
(2.18) Grupos de expoente: (n um inteiro positivo fixo):
(2.17) juntamente comiz 2" = 1.

(2.19) Grupos abelianos (aditivos)
Veyz(x+y)+z=xz+ (y+2), Vea+0=z, Voo —z =0,
Veyx +y =y + .

(2.20) Grupos abelianos sem tor&o:
(2.19) juntamente corviz (nz = 0 — = = 0) para cada inteiro
positivon.

(2.21) R-mobdulosa esquerda ondeR & um anel
Como no caso de espacos vetoriais (Exemplo 4 da sec¢éao 1.1)
os elementos do modulo sdo os elementos das estruturas.
Cada elemento do anel & usado como um simbolo de funcao
n-aria, de tal forma que(z) representax. Os axiomas Sao
(2.19) juntamente com
Veyr(z +y) = r(z) + r(y) paratoda € R,
Vo (r+ s)(z) = r(z) + s(x) paratoda, s € R,
Va (rs)(x) = r(s(x)) paratodo, s € R,
Va 1l(z) = x.
(2.22) Anéis
(2.19) juntamente com
Vayz (zvy)z = x(yz),
Vexl = x,
Ve lx = x,
Vaeyzz(y + z) = zy + xz,
Vayz (x +y)z = vz + yz,
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(2.23) Anéis regulares de Von Neumann
(2.22) juntamente coviz3y xyz = =.

(2.24) Corpos:
(2.22) juntamente covizy zy = yx, 0 # 1,
Va(x #£0 — Jyzy = 1).

(2.25) Corpos de caracteristicgp (p primo):
(2.24) juntamente com = 0.

(2.26) Corpos algebricamente fechadas
(2.24) juntamente com
Vry...xpJyy™ + xly"_l + ...+ zhy+z, =0,
para cada inteiro positivo.

(2.27) Corpos real-fechados
(2.24) juntamente com
Vay...xp23+...+ 22 #—1 (paracada inteiro positive),
Vady (x = y? V —x = y?),
Ve ... x,dyyt + 2y .+ 21y + x, = 0 (para todon impar).

(2.28) Reticulados

Vex ANx =z, Veyz ANy =y A x,

Vey (x Ay)Vy=y,Veyz(x Ay) Az=x A (y A z2),
VexVa=uzVeyxVy=1yVuz,

Vey (xVy) ANy =yVayz(xVy)Vz=zV(yV 2).
(Em reticulados escrevemes< y como uma abreviacao de
x Ay = x. Note que em sentencas sobre reticulados, os simbolos
A eV tém dois significados: o significado de reticulado e o
significado lo6gico. Parénteses podem ajudar a mantéidtistos.)

(2.29) Algebras booleanas
(2.28) juntamente com
Veyza A(yVz)=(xAy)V(xAz),
Vayza V (yAz)=(xVy) AxVz),
VexVa*=1,VexAz*=0,0+#1.

(2.30) Algebras booleanas seratomos
(2.29) juntamente cotvizIy(z A0 — 0 < y Ay < x).
(y < € umaforma abreviadade< = Ay # x.)

(2.31) Ordenagdes lineares
Vex £ x,Vey(r =yVe<yVy<z),
Vaeyz(z <y Ay <z—z < z).

(2.32) Ordenagdes lineares densas sem extremos

(2.31) juntamente covizy(z < y — Jz(z < 2z A z < y)),
Vedzz < z,Vzdzz < z.

Todas as classes acima sao definiveis em primeira ordeenajeado. Aqui esta uma
classe com uma definicao infinitaria:

(2.33) Grupos localmente finitos
(2.17) juntamente com

Va1 ... 2, \/ (Fy1 -+ ym /\ tZ)=y1 V... t(T) = ym))-

m<w t(Z) um termo
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Exerdcios para a sé&p 2.2

1. SejaL uma linguagem de primeira ordenileuma teoria en. Mostre que: (a) s& eU
s8o teorias enL entdo7 C U implica ModU) € Mod(T), (b) seJ e K s&o classes dé-
estruturas entad C K implica Th(K) C Th(J), (¢)T € Th(Mod(T")) e K C Mod(Th(K)),
(d) Th(Mod(T")) = T se e somente sE & da forma TKK), e igualmente Mo@Th(K)) = K
se e somente 3 & da forma ModT").

2. SejaL uma linguagem de primeira ordem e para cada I sejaK,; uma classe dd.-
estruturas. Mostre que T, Ki) = ,c; Th(K:).

3. SejaL uma linguagem de primeira ordem e para cada I sejaT; uma teoria emL.
(@) Mostre que Mo@l J,; Ti) = (;c; Mod(T;). Em particular s & uma teoria qualquer em
L, Mod(T') = N4 Mod(#). (b) Mostre que o enunciado M@, ., i) = U, , Mod(T:) se
verifica quandd & finito e cadal; € da forma TKK;) para alguma classK;. Pode falhar se
um dessas condi¢des for omitida.

4. SejaL uma assinatura qualquer contendo um simbolo de relagi@ P e um simbolo
de relacad-ariaR. (a) Escreva uma sentencaklg, ., expressando que no maximo um nimero
finito de elementos: tém a propriedadé’(x). (b) Quandon < w, escreva uma sentenca de
L.,., expressando que no minimok-uplasz de elementos tém a propriedaBéz). Abrevia-se
essa sentenca assify ,ZR(T).

5. SejaL uma linguagem de primeira ordemA uma L-estrutura finita. Mostre que todo
modelo de TlA) & isomorfo aA. [Atencao: L pode ter um nimero infinito de simbolos.]

6. Para cada uma das seguintes classes, demonstre que elagpatkfinida por uma Unica
sentenca de primeira ordem. (a) Grupos nilpotentes deata@ > 1). (b) Anéis comutativos
com identidade. (c) Dominios integrais. (d) Anéis locadsnutativos (i.e. anéis comutativos
com um Unico ideal maximal). (e) Corpos ordenados. (f)dédidos distributivos.

7. Para cada uma das seguintes classes, demonstre queeskepddfinida por um conjunto de
sentencas de primeira ordem. (a) Grupos abelianos dissi(b) Corpos de caracteristi¢a(c)
Corpos formalmente reais. (d) Corpos separavelmente desha

8. Mostre que a classe dos grupos simples é definivel posemtanca dé.., ...

9. SejaL uma assinatura com um simbolg e 7' uma teoria emL que expressa que& &
uma ordem linear. (a) Defina, por inducao sobre o ordinaima formulad,, (z) de L., que
expressa (em qualquer modelo @ ‘O tipo-ordem do conjunto de predecessorestdec’.
[A idéia de (2.2) pode ajudar.] (b) Escreva um conjunto deraas emL ..., para a classe das
ordenacdes de tipo-ordem Verifiqgue que sev € infinito e de cardinalidade, seus axiomas
podem ser escritos como uma Unica sentench,de, .

2.3 Algumas no@es provenientes dedgica

O trabalho das duas sec¢8es anteriores nos permite defieisds no¢des importantes
de légica. Qualquer texto geral de logica (veja as refeids no final do Capitulo 1)
dara informacgdes basicas sobre tais no¢des. Cameszaom algumas definicdes que
estardo em vigor por todo o livro, e encerramos a secaouwnimportante lema sobre
construcao de modelos. Vale a pena ler as definicOesmpoéo vale a pena memoriza-
las — lembre-se que este livro tem um indice remissivo.
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Verdade e consegéncias

Sejal uma assinaturd, uma teoria ent..., € » uma sentenca de...,. Dizemos que
¢ € umaconseqiénciade T, ou queT acarretaem ¢, em simbolog” + ¢, se todo
modelo del" € um modelo de. (Em particular s’ nao tem modelo entdb acarreta

emao.)

Adverténcia: nao exigimos que S& - ¢ entdo existe uma prova dea partir de
T. Em todo o caso, com linguagens infinitarias ndo esta seoigro o que constitui
uma prova. Alguns autores usaffi - ¢’ para dizer quep € dedutivel a partir d&
em algum calculo formal de provas, e escrevéhiF ¢’ para expressar nossa nogao de
acarretamento (uma notacao que esta em conflito com hdssa’). Para a logica de
primeira ordem os dois tipos de acarretamento coincidemtperema da completude
para o calculo de provas em questao.)

Dizemos quep € valida, ou que & unteorema logico, em simbolos- ¢, se¢ €
verdadeira em todé-estrutura. Dizemos qug é consistentese ¢ &€ verdadeira em
algumal-estrutura. Igualmente dizemos que uma tef@tia consistentese ela tem
um modelo.

Dizemos que duas teoridse T' em L., sdoequivalentesse elas tém os mesmos
modelos, i.e. Mo@S) = Mod(7T'). Temos também uma nog¢ao relativizada de equi-
valéncia: quand@’ &€ uma teoria enl..., € (), ¥ (z) sao formulas dé .., dizemos
gue¢ eequivalente ai) modulo T se para todo modeld deT e toda segiienciade
A, AE ¢(a) & AE ¢(a). Logo¢(z) & equivalente &(z) moduloT se e somente se
T +VZ(¢ < 7). (Essa sentenca ndo pertende-a, se¢ ey ttm um nimero infinito
de variaveis livres, mas o sentido esta claro.) Ha um teetama dizendo que geé
equivalente @) moduloT, e x’ resulta dexy colocando-se no lugar dep em alguma
lugar dentro dey, entaoy’ € equivalente & moduloT. Resultados como esse sado de-
monstrados para a l6gica de primeira ordem em textos elemees e as demonstracdes
para outras linguagens nao sao diferentes. Podemosajieaea equivaléncia relativa
e falar de dois conjuntos de formuldgz) e ¥(z) sendoequivalentes ndbdulo T,
querendo dizer qu@ ® & equivalente g\ ¥ moduloT'.

Um caso especial &€ quandoé vazia:¢(z) e (Z) sao ditadogicamente equiva-
lentesse elas sao equivalentes modulo a teoria vazia. Na telogimoda secao 2.1,
isso &€ o mesmo que dizer que elas sdo equivalentes enitedautura. O leitor co-
nhecera alguns exemplosivz¢ € logicamente equivalente—¢, e 3z \/,.; ¥; &
logicamente equivalente\d, . ; 3xv);.

Outro exemplo, uma formula € dita ser umaombinagao booleanade formulas
em um conjunt@ se¢ pertence ao menor conjuntdtal que (1)U{ L} C X e (2)X
é fechado sob, v e —. Dizemos que esta ndorma normal disjuntiva sobre ® se¢
€ uma disjuncao finita de conjuncdes finitas de formelaY’, ondeY” & ® juntamente
com as negacdes de todas as formulasfemPor convencgao a disjungao vazia
€ a conjuncao vaziaL contam como formulas na forma normal disjuntivéoda
combinaéo booleanap(z) de Hrmulas em um conjuntd & logicamente equivalente
a uma brmulat(z) na forma normal disjuntiva sobr@. (O mesmo & verdadeiro se
substituirmos\ eV por A e/ respectivamente, omitindo a palavra ‘finita’; nesse caso
falamos decombinagdes booleanas infinitag forma normal disjuntiva infinit aria.)

Uma formula éprenex se ela consiste de uma cadeia de quantificadores (possi-
velmente vazia) seguida de uma formula livre-de-quaatifoe. Toda brmula de pri-
meira ordenme logicamente equivalente a untarhula prenex de primeira ordenfO
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resultado falha se se permite que assinaturas contenhaloolss de relacao-aria;
veja Exercicio 7 adiante. Essa & uma das duas consag@@&@msbaracosas do fato de
gue permitimos que estruturas tenham dominios vazios. Utmo @mbaraco &€ que
F Jdz 2z = x se verifica se e somente se a assinatura contém uma condtargetica
esses pontos nunca importam.)

Lema 2.3.1. SejaT uma teoria em uma linguagem de primeira ordéme ® um
conjunto de®rmulas del. Suponha que

(8) todarmula abmica del pertence ab,

(b) @ éfechado sob combinaes booleanas, e

(c) paratodabrmulay(z,y) em®, 3y & equivalente dduloT” a uma

formulag(z) em®.

Entio toda brmulax(z) de L & equivalente @duloT a uma brmula¢(z) em®.
(Se(c) for enfraquecido pela exéncia de quer seja réio-vazia, erio a mesma con-
clusio se verifica desde queemy(z) seja tamiém réio-vazia)

Demonstra@o. Porinducao sobre a complexidadedaisando o fato de qu&y¢ €
equivalente arJx—¢. O

Um n-tipo de uma teorid’ & um conjuntob(z) de formulas, cont = (zo, ...,
Zn—1), tal que para algum modeld de T' e alguman-uplaa de elementos del,
A E ¢(a) paratodap em®. Dizemos qued realiza o n-tipo @, e quea realiza ® em
A. Dizemos qued omite & se nenhuma upla em realiza®. Um conjunto® & um
tipo se ele & umu-tipo para algum < w. (Essas nogdes sao centrais para teoria dos
modelos. Veja se¢do 5.2 adiante para discussao e exenplo

Usualmente trabalhamos numa linguagémue & menor qué ...,, por exemplo
uma linguagem de primeira ordem. Entdo toda formula emipmgera automatica-
mente suposta vir d&.

Sejal uma linguagem el, B duasL-estruturas. Dizemos qué & L-equivalente
a B, em simbolosd =; B, se para toda sentengade L, A F ¢ <& B E ¢. Isso
significa queA e B sao indistinguiveis por meio de Duas estruturad e B sao ditas
elementarmente equivalentesA = B, se elas sdo equivalentes em primeira ordem.
Escrevemos=...,, =x. para designar equivaléncia em.,, L., respectivamente.

SeL & uma linguagem & & umal-estrutura, d-teoriade A, Th;, (A), &€ aclasse
de todas as sentencas bHejue sao verdadeiras eth Logo A =;, B se e somente se
Thy(A) = Th,(B). A teoria completade A, Th(A) sem uma linguagem especifi-
cada, sempre significa a teoria completa de primeira orderh de

Existe um outro uso da palavra ‘completa’. Séjama linguagem de primeira or-
dem €T uma teoria enl.. Dizemos qué’ & completaseT tem modelos e quaisquer
dois de seus modelos sdo elementarmente equivalente€ éspiivalente a dizer que
para toda sentenga de L, exatamente uma das duas sentengas-¢ & uma con-
seqiiéncia d&'. E claro que sel & umaL-estrutura qualquer entao Th) & completa
nesse sentido; o teorema da compaccidade implica que quadmria completa em
€ equivalente a uma teoria da forma(Ah para algumd.-estruturaA.

Dizemos que uma teori& & categprica seT & consistente e todos os modelos de
T sao isomorfos. Ficara aparente na se¢ao 5.1 que aasit@orias categoricas de
primeira ordem sao as teorias completas de estruturaadjrpor isso a no¢ao nao é
tao Util. Ao invés disso faremos as seguintes defirig&eja\ um cardinal. Dizemos
gue uma classK de L-estruturas é\-categbrica se existe, a menos de isomorfismo,



2.3. ALGUMAS NOQDES PROVENIENTES DE DGICA 35

exatamente uma estrutura déhque tem cardinalidads. Igualmente uma teori@ &
A-categprica se a classe de todos os seus modelbgategorica.

Refraseando de maneira frouxa mas bastante conveniezgeal que uma Unica
estruturad & \-categprica se TH A) & A-categorica. Trata-se de uma mudanca bem re-
cente de terminologia, e reflete um deslocamento de intedesteorias para estruturas
individuais.

Na sec¢ao 1.4 observamos qué dea) & umal(c)-estrutura cond umal-estrutura,
entdo para toda formula atdmigéz) de L, A E ¢[a] se e somente g4, a) E ¢(¢).

Isso permanece verdadeiro para todas as formaflasde L., € nos justifica ao usar

a notacao meio-termd F ¢(a) para representar qualquer das outras duas. (ccgGo
elementos del satisfazend@(z), ou constantes adicionadas nomeando a si proprias
na sentenca verdadeit@a).)

Lema 2.3.2(Lema das constantes) Sejal uma assinatura]’ uma teoria enl. .,
e ¢(z) uma brmula emL..,,. Sejac uma seiéncia de constantes distintas quion
esfioemL. EnioT F ¢(¢) se e somente S+ Vz¢.

Demonstra@o. Exercicio. O

Por tltimo, suponha que a assinatiirienha apenas um nimero finito de simbolos.
Entao podemos identificar cada um desses simbolos comuomem’natural, e cada
termo e cada féormula de primeira ordemideom um nimero natural. Se isto for feito
de uma forma razoavel, entdo as operacdes sintattaedmo formar a conjuncao
de duas formulas, ou substituir uma variavel livre por @mrto em alguma formula,
vém a ser fungdes recursivas. Nesta situacao dizenms@s temos umiinguagem
recursiva. Entao faz sentido falar d®njuntos recursivos de termos deconjuntos
recursivos de brmulas; essas nocdes nao dependem da escolha da codificag&o. U
teoriaT de L é ditadecidivelse o conjunto de suas conseqiiéncias & recursivo. Com
um pouco mais de cuidado, essas definicdes também fantiohcsguando a assinatura
de L & um conjunto recursivo infinito.

Conjuntos de Hintikka

Cada estrutural tem uma teoria de primeira ordem (th). Sera que cada teoria de
primeira ordem tem um modelo? Claramente nao. Na verdadeorema de Church

implica que nao existe algoritmo para determinar se uma tiaatia de primeira ordem

tem ou nao um modelo.

Todavia descobrimos na secao 1.5 que um conjunto de gastatdmicas sem-
pre tem um modelo. Aquele fato pode ser generalizado, consiratremos agora.
Os resultados abaixo sao importantes para a constrigawdelos; usa-los-emos no
Capitulo 5 e 6 adiante.

Considere umd.-estruturad que & gerada por seus elementos constantes. Seja
T a classe de todas as sentencad.gde, que sao verdadeiras efh Entdo7 tem as
seguintes propriedades.
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(3.1) Paratoda sentenca atomicde L, se¢ € T entdao—¢ ¢ T.
(3.2) Paratodo termo fechadale L, a sentenca= t pertence &

(3.3) Seg¢(x) & uma formula atdbmica dk, s et sao termos fechados de
es=teT,entdop(s) € T se e somente sgt) € T.

(3.4) Se-—¢pecTentdop eT.

(3.5) SeA\® e Tentdaod C T;se—~ A\ ¢ € T entao existe) € ® tal que
- eT.

(3.6) Se\/® € T entdo existe) € ¢ tal quey € T. (Em particularL ¢ T'.)
Se-\/® € T entdao— € T paratodop € P.

(3.7) Sejap daformagp(z). SeVz ¢ € T entdog(t) € T para todo termo
fechada de L; se—Vx ¢ € T entdo—¢(t) € T para algum termo
fechada de L.

(3.8) Sejap daformagp(z). Sedz ¢ € T entdog(t) € T para algum termo
fechador de L; se—3x ¢ € T entdo para todo termo fechatlde L,
—¢(t) € T.
Uma teorial’ com as propriedades (3.1)—(3.8) & chamadaaigunto de Hintikka
paralL.

Teorema 2.3.3. Sejal uma assinatura & um conjunto de Hintikka pard. Ent&o
T tem um modelo no qual todo eleme@tda format4 para algum termo fechado
de L. Na verdade o modelo cénico do conjunto de sentenca®aticas enil” &€ um
modelo deT".

Demonstrago. Escreval/ para designar o conjunto de sentencas atdmicas een
sejaA o modelo candnico d&. Asseveramos que para toda sentehge L ...,

(3.9 sep € T entaoA F ¢, e se~¢ € T entaoA F —¢.

(3.9) & demonstrada como se segue, por indugdo sobrestrogho dep, usando a
definicao dé= nas clausulas (1.5)—(1.10) da secao 2.1.

Por (3.2) e (3.3)lU € =-fechado ent. (veja sec¢ao 1.5). Logo seé atdmica, (3.9)
€ imediato por (3.1) e pela definicao de

Se¢ & da forma—) para alguma sentenga entao por hipbétese da inducao (3.9)
se verifica para). 1sso imediatamente nos da a primeira metade de (3.9)pdPara
a segunda metade, suponha guyec T'; entaoy € T por (3.4) e portantol F ¢ por
(3.9) para). Mas entacd E —¢.

Suponha agora qu¢ & da formavz . Se¢ € T entdo por (3.7)p(t) € T
para todo termo fechadode L, por issoA E ¢ (t) pela hipbtese da indugao. Ja que
todo elemento do modelo candnico &€ nomeado por um terrhadeg isso implica que
A E Vziy. Se—¢ € T entao por (3.7) novamentey)(t) € T para algum termo
fechada, e porissod E —(t). Por conseguintd F —Vz ).
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Deve estar claro que os casos remanescentes funcionam.Pasdgue quel &
um modelo d€l". O

O Teorema 2.3.3 reduz o problema de se encontrar um modelmbema de se
encontrar um tipo particular de teoria. O proximo resudtagostra onde poderiamos
procurar por teorias do tipo certo.

Teorema 2.3.4. Sejal uma linguagem de primeira ordem. Séjauma teoria eni.
tal que

(a) todo subconjunto finito d& tem um modelo,

(b) para toda sentenga de L, ou ¢ ou —¢ pertence &',

(c) para toda sentencax ¢)(x) emT existe um termo fechadode L tal que ¢ (t)
pertence &'

EntioT & um conjunto de Hintikka para.

Demonstra@o. Primeiramente afirmamos que

(3.10) seU & um subconjunto finito d€ e ¢ € uma sentenca detal que
Ut ¢,entaop € T.

SejamU e ¢ contraexemplos. Enta® ¢ T, logo por (b),—~¢ € T. Segue por (a)
que existe um modelo dé U {—¢}, contradizendo a suposi¢ao glie- ¢. Isso prova
a afirmacao, usando apenas (a) e (b).

Agora de (a) deduzimos (3.1), e da afirmacao (3.10) decax{i.2), (3.3), (3.4),
as primeiras metades de (3.5) e (3.7) e as segundas metae8)de(3.8).

Suponha queéd & um conjunto finito{«o, ..., ¥,—1}, €V ® € T masy; ¢ T
para todoi < n. Entao por (b)~; € T para todoi < n, logo por (a) o conjunto
{V®,y,...,¢,—1} tem um modelo; o que & um absurdo. Logo (3.6) se verifica.
Argumentos analogos demonstram a segunda metade de (3.5).

Finalmente (c) implica a segunda metade de (3.8), e por)&40 implica a se-
gunda metade de (3.7). O

Exerdcios para a sé&p 2.3

1. Mostre que uma teori@ em uma linguagem de primeira ordeiné fechada sob a operagao
de tomar as consequiéncias se e somerife=seTh(Mod(T")).

2. SejaT a teoria dos espacos vetoriais sobre um cadipo(TomeT como sendo (2.21) da
secao anterior, corR = K.) Mostre quel’ & A-categbrica sempre queé um cardinal infinito
> |K|.

3. SejaN a estrutura dos nUmeros naturéis, 0, 1, +, -, <); sejaL sua assinatura. Escreva
uma sentenca dB.,, ., cujos modelos s&o precisamente as estruturas isomaNag.@go exis-
tem sentencas categodricas Hg, ., com modelos infinitok.

4. Demonstre o lema das constantes (Lema 2.3.2)

5. Mostre que sd & uma linguagem de primeira ordem com um namero finito debsios
de relagao, simbolos de funcao e simbolos de comstantio existe um algoritmo para determi-
nar, para qualquer conjunto finifo de sentencas livres-de-quantificadordeseT” tem ou nao
um modelo. [Use Exercicio 1.5.2 € 1.5.3.]



38 CAPITULO 2. CLASSIFICANDO ESTRUTURAS

6. Para cada < w sejaL, uma assinatura &, um conjunto de Hintikka par&,,. Supo-
nha que para todo: < n < w, Ly, C L, € ®,, C ®,,. Mostre queJ ®,, € um conjunto
de Hintikka para a assinatugd,, ., L'n-

nw

7. SejaL uma linguagem de primeira ordem. (a) Mostre que se existe Lnestrutura va-
zia A e uma sentenga prenéxque € verdadeira em, entaog comega com um quantificador
universal. (b) Mostre (sem assumir que toda estruturacévaaia) que toda formule(z) de

L & logicamente equivalente a uma formula pregéx) de L. [Vocé necessita de um novo
argumento apenas quandoé vazia.] (C)As vezes & conveniente permitir quecontenha
simbolos de relacao-aria (i.e. letras para senten¢as)interpretamos tais letras de tal forma
que para cadd-estruturad, p* & a verdade ou a falsidade, e na definicid=deplocamos
AE p < p? = verdade. Demonstre que numa linguagem tal gupbde haver uma sentenca
gue nao é logicamente equivalente a uma sentenca prenex.

8. SejaL uma linguagem de primeira ordem. UndaestruturaA & ditalocalmente finita
se toda subestrutura finitamente geradadde finita. (a) Mostre que existe um conjurfiode
tipos livres-de-quantificador (i.e. tipos consistindo @emfulas livres-de-quantificador) tal que
para todalL-estruturaA, A & localmente finita se e somente 4eomite todo tipo ent. (b)
Mostre que sd. tem assinatura finita, entao podemos escolher o conjurgm (a) de forma a
consistir de um Gnico tipo.

2.4 Funges e as@rmulas que elas preservam

Sejaf : A — B um homomorfismo dd-estruturas e)(z) uma formula deL ..
Dizemos quef preservag se para toda sequénciale A,

(4.1) AE ¢(@) = BE ¢(fa).

Nessa terminologia, Teorema 1.3.1 e seu corolario dizeerhgunomorfismos preser-
vam férmulas atdmicas, e que um homomorfismo & uma irness& somente se ele
preserva literais. (Teodricos de conjuntos falam de umafitea como sendabsoluta
sobf se (4.1) se verifica com- substituido pot=; por conseguinte formulas atdmicas
sao absolutas sob imersoes.)

A nocao de preservagao pode ser usada nas duas dirdgésta sec¢éo classifica-
mos formulas em termos das func¢des que as preservamoxinpa 'secao classificara
funcdes em termos das formulas que eles preservam.

Classificando Bbrmulas por meio de funges

Nossos principais resultados dirao que certos tipos dgfupreservam todas as formulas
com certas caracteristicas sintaticas. Mais tarde fegjaes 5.4 e 8.3) teremos condi¢des
de mostrar que num sentido amplo esses resultados sao beresepossiveis para
formulas de primeira ordem.

Uma formulag € chamada de féormulg, (pronuncia-se ‘formula Al’), owni-
versal, se ela & construida a partir de formulas livres-de-tjfieador por meio de\,
\/ e quantificacdo universal (no maximo). Ela & chamadadadla3; (pronuncia-
se ‘formula E1’), ouexistencial se ela & construida a partir de formulas livres-de-
quantificador por meio d@,, \/ e quantificacao existencial (no maximo).

Essa definicao & o extremo inferior da hierarquia. Quasemecisaremos dos ex-
tremos mais altos da hierarquia, mas aqui vai para deix#strado.
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(4.2) Formulas sao consideradas e 3y, se elas sao livres-de-quantificador.

(4.3) Umafoérmula &,,,1 se ela pertence a menor classe de formulas
que contém as formulas, e & fechada sofj, \/ e adicionando-se
quantificadores universais na frente das formulas.

(4.4) Umaformula &, se ela pertence a menor classe de formulas
que contém as formulas, e é fechada soff, \/ e adicionando-se
quantificadores existenciais na frente das formulas.

FormulasVs, as vezes sao conhecidas como formids Note que tal qual a hie-
rarquia aritmética na secao 2.1, as classes de forrmrgasem a medida que subimos
na hierarquia: toda formula livre-de-quantificaddr£€e 3;, e todas as formulas que
saoV; ou J; sdo tambénv,. (Alguns autores usam essa classifica¢cao apenas para
formulas prenex.)

Se uma férmula é formada a partir de outras formulas pao e apenas e v
dizemos que ela & um@aombinagdo booleana positivadessas outras formulas. Se
apenas/\ e \/ sao usados, falamos @embinages booleanas positivas infinitas
Note que a classe de formulsls e a classe de férmulas, de L., para qualquer
n < w, sao ambas fechadas sob combinagdes booleanas Eisifiaias.

Teorema 2.4.1. Seja¢(z) uma brmulad; de assinatural e f : A — B uma
imersio deL-estruturas. Eréio f preservap.

Demonstra@o. Primeiro demonstramos que éz) & uma formula dd. livre-de-
quantificador & & uma sequiéncia de elementosAdjentao

(4.5) AFE¢(a) & BE ¢(fa).
Isso & demonstrado por inducéo sobre a complexidade e ¢ & atdbmica, o Teo-
rema 1.3.1(c) ja nos garante (4.5). && —, \ ® ou/ @, entdo o resultado segue da
hipbtese da inducao e de (1.6)—(1.8) da se¢ao 2.1.

Demonstramos o teorema ao mostrar que para toda foffaglér) e toda sequiéncia
a de elementos dd,

(4.6) AE ¢(a) = BE ¢(fa).
Para¢ livre-de-quantificador isto segue de (4.5)/\ee \/ ndo despertam quaisquer
guestdes novas. Resta o caso em @ é Jy ¢ (y, z); cf. (1.10) da secao 2.1. Se

A E ¢(a) entdo para algum elementade A, A E ¢(c,a). Logo, pela hipotese da
inducao,B E ¢(fc, fa) e porissoB F ¢(fa) como queriamos demonstrar. O

Dizemos que uma formulé(z) € preservada em subestruturase sempre qud
e B saoL-estruturasA € uma subestrutura d@ e a € uma seqiiencia de elementos de
Atal queB F ¢(a), entdoA F ¢(a) também. Dizemos que uma teoffieé uma teoria
V; se todas as sentencas &nsao formulay/;.

Coroléario 2.4.2. (a)Formulasy; sdo preservadas em subestruturas.
(b) SeT é uma teoriav; ento a classe de modelos @&t fechada sob a operag
de se tomar subestruturas.
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Demonstrag@o. (a) Toda formulay; € logicamente equivalente a negagao de uma
formulad;. (b) segue imediatamente. O

Parte (b) do corolario pode ser confrontada com as tedstslhs na secdo 2.2.
Depende da escolha de linguagem, é claro. Na assinaturapemas o simbolouma
subestrutura de um grupo nAo precisa ser um grupo; poma@atexiste axiomatizacao
V; da classe de grupos nessa assinatura, e torna-se nexess@mtentar com axiomas
V5. (Cf. Exercicio 4 para exemplos similares.)

Uma formula del .., € ditapositiva se— nunca ocorre nela (e consequentemente
— e «» tampouco ocorrem — mas ela pode contg¢r Chamamos uma formula dg
ou existencial positivase ela & positiva e existencial. A demonstracao do proxi
teorema nao usa qualquer idéia nova.

Teorema 2.4.3. Seja¢(z) uma brmula de assinaturd e f : A — B um homomor-
fismo deL-estruturas.

(a) Se¢ & uma bérmula3;| ento f preservap.

(b) Se¢ & positiva ef & sobrejetora, efdio f preservap.

(c) Sef & um isomorfismo efid f preservap. 0

Existem inlmeros resultados similares para outros tigoeamomorfismo. Veja
por exemplo os Exercicios 5, 6, 9, 10.

Cadeias

SejaL uma assinatura €4; : i < ) uma sequéncia dé-estruturas. Chamamos
(A; : i < ) de umacadeiase paratode < j <+, A; C A;. Se(4; :i <) é&uma
cadeia, entdo podemos definir uma outrastruturaB como se segue. O dominio de
B élJ;.,dom(4;). Para cada constantgc?i & independente da escolhailéogo
podemos colocar® = ¢4 para qualquei < +. Igualmente sé” & um simbolo de
funcaon-aria deL e a & uman-upla de elementos dB, entdaoa pertence a dofH;)
para algum < v, e sem ambigilidade podemos defififf (@) como sendd™: (a).
Finalmente s&? & um simbolo de relacao-aria R de L, fazemosi € R” sea € R4
para alguma (ou toda}; contendoa. Por construgdod; C B para todoi < 7.
Chamamog3 deunidoda cadeid 4; : i < ), em simbolos? = J,_., A;.

Dizemos que uma formula(z) de L & preservada em undes de cadeiase sem-
pre que(4; : i < ) &€ uma cadeia d&-estruturasg € uma seqiiéncia de elementos de
Ao e A; F ¢(a) paratoda < v, entad J,_, A; F ¢(a).

Teorema 2.4.4. Sejay(y,z) uma brmula3; de assinatural. comy finita. En€io
Yy 1) & preservada em udés de cadeias de-estruturas.

Demonstra@o. Seja(A; : ¢ < v) uma cadeia dé-estruturas @ uma sequéncia de
elementos del, tal queA; F Vy1(y,a) para todo < v. FagaB = {J,_, 4;. Para
mostrar queB F Vg1 (7, a), sejab uma upla qualquer de elementosBe Comob &
finita, entdo existe algur < ~ tal queb pertence a4;. Por hipotesed; = (b, a).
ComoA; C B, segue do Teorema 2.4.1 qBe= (b, a). O

Qualquer formulay, de primeira ordem pode ser trazida para a foiiya) com ¢
existencial. Logo, o Teorema 2.4.4 diz em particular qua tddmulav, de primeira
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ordem é preservada em unides de cadeias. Por exemploomsas(2.32) na se¢ao 2.2
(para ordenac0es lineares densas sem extremo¥) sf®primeira ordem, e segue-se
imediatamente que a unido de cadeias de ordenacderekn@d@nsas sem extremos &
uma ordenacao linear densa sem extremos.

Exerdcios para a sép 2.4

1. SejalL uma linguagem de primeira ordem. (a) Suponhagj@eima senten¢é, de L e A seja
umaL-estrutura. Mostre quél = ¢ se e somente sB F ¢ para toda subestrutura finitamente
geradaB de A. (b) Mostre que sel e B saoL-estruturas, e toda subestrutura finitamente gerada
B de A & imersivel emA, entao toda sentenga de L que é verdadeird & verdadeira eni
também.

2. Suponha que a linguagem de primeira ordertem apenas um ndmero finito de simbolos
de relacao e de constante, e nenhum simbolo de funcastré/que sel e B sdoL-estruturas
tais que toda sentenga de L que € verdadeira er® & verdadeira eml também, entao toda
subestrutura finitamente geradadi€ imersivel emB.

3. SejaL uma linguagem de primeira ordenYeuma teoria enti, tal que toda formulg(z) de

L que &Y, & equivalente modul®’ a uma formulad; ¢ (z). Mostre que toda formulé(z) de L

€ equivalente modul®’ a uma formulad: ¢ (Z). [Ponhap em forma prenex e elimine os blocos
de quantificadores, comegando de dentro para fora.]

4. Na sec¢ao 2.2 acima existem axiomatiza¢des de véeases importantes de estruturas. Mos-
tre que, usando as assinaturas dadas na secao 2.2, oésieepescrever conjuntos de axiomas
das seguintes formas: (a) um conjunto de axiomagara a classe dos grupos; (b) um conjunto
de axiomasv; para a classe das algebras booleanas sem atomos; (c)icmatiomad, de
primeira ordem para a classe de ordenagdes linearessiegisaextremos.

SejaL uma assinatura contendo o simbolo de relagao binariaSe A e B sao L-estruturas,
dizemos quéB & umaextensio-por-extremidadede A seA C B e sempre que & um elemento
deA eBF b < aentdob & um elemento dd também. Dizemos que uma imergao A — B

de L-estruturas & umanersao-por-extremidadese B € uma extensao-por-extremidade daima-
gem def. Definimos(Vz < y) e (3x < y) como na se¢do 2.1¥Vz < y)p évVz(z <y — ¢) e

(Hz < y)¢ €3dx(z < y A ¢), e os quantificadoreévz < y) e (Iz < y) sdo ditodimitados.

5. Sejal como definido acima. Uma formuld) & uma formula na qual todos os quantifica-
dores sao limitados. Uma formuls{ & uma formula na menor classe de formulas que contém
as formulaslI) e & fechada sol\, \/ e quantificagio existencial. Mostre que imersdes-por-
extremidade preservam formul&s.

6. SejaL uma assinatura contendo um simbatario P. Por umaP-imersao queremos di-
zer uma imerséde : A — B, ondeA e B sdoL-estruturas, tal que mapeiaP“ sobreP?”.
Sejad® a menor classe de formulas de.., tal que: (i) toda formula livre-de-quantificador per-
tence a®, (ii) ® & fechada sol\ e/, (iii) se ¢ pertence @ e = & uma variavel entagdz ¢ e
Vz(Px — ¢) pertencem &. Mostre que todadP-imersao preserva todas as formulas@&m

SejaL uma assinatura. Por umeadeia descendente dé-estruturas queremos dizer uma
seqUéncig A; : i < ) de L-estruturas tal qued; C A; sempre qué < j < .

7. Mostre que séA; : i < -y) & uma cadeia descendenteldestruturas, entdo existe uma Unica
L-estruturaB que & uma subestrutura de cadlae tem dominiq(), . dom(A;). (Chamamos
essa estrutura detersecao da cadeia, em simbolqié}i<7 A;l)

Dizemos que uma formula de L., € preservada em interseges de cadeias descenden-
tesse para toda cadeia descendefitk; : i < «y) de L-estruturas e toda upla de elementos de
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Ni<, Ai, seA; F ¢(a) paratodoj < yentdo(),_, A F ¢(a).

8. (a) Mostre que, s¢ & uma formula dd .., da formavz3—_,y ¥ (Z,y, zZ) ondey ndo tem
quantificadores, entap & preservada em intersecdes de cadeias descendentesstieituras.
(b) Escreva um conjunto de axiomas de primeira ordem dess@mfpara a classe dos corpos
real-fechados. (c) Podemos encontrar axiomas dessa faraamlasse de ordenacdes lineares
densas sem extremos?

SejaK a classe de todas ak-estruturas que portam uma ordenacgao parcial (nomeada pe
simbolo de relacdec) que ndo tem elemento maximal. Quandl@ B sao estruturas eriK,
dizemos qued & umasubestrutura cofinal de B (e que B &€ umaextensio cofinal de A) se

A C B e para todo elementb de B existe um element@em A tal que B F b < a. Uma
formula¢(z) de L & preservada em subestruturas cofinaise sempre quel € uma subestru-
tura cofinal deB ea & uma upla e tal que B E ¢(a), entdoA F ¢(a).

9. SejaL uma assinatura @ a menor classe de formulas de.., tal que (1) todos os literais
de L estao emb, (2) ¢ é fechada solf\ e \/, e (3) segp(x,y) & uma formula qualquer erh,
entao la também estao as formutasey e 32V (z < x — ¢). Mostre que toda formula ed &
preservada em subestruturas cofinais.

Dizemos que um simbolo de relagBe positivo naformula¢ de L., Se¢ pertence a menor
classeX de formulas tal que (1) todo literal d& que nado conténR pertence aX, (2) toda
formula atdmica dd. pertence aX, e (3) X & fechada sol\, \/ e quantificacéo. (Por exemplo
R & positivo enVz(Qx — Rz), mas nao o é ez (Rx — Qx).)

10. SejaL uma assinatura £* a assinatura obtida adicionando-s& aim novo simbolo de
relagaon-aria P. Sejaz uman-upla de variaveis &(z) uma formula de.* na qualP & po-
sitivo. Sejad uma L-estrutura; suponha qu¥ e Y sao relacdes-arias sobre dof) com
X C Y. E 6bvio que a fungao identidade sobtdorma uma imersae : (4, X) — (A,Y) de
LT -estruturas. (a) Mostre quepreservap. (b) Para qualquer relagaparia X sobre domA)
definimos=(X) como sendo a relagadf@m : (A, X) E ¢(a)}. Mostre que seX C Y entdo
m(X) Cn(Y).

2.5 Classificando fun@es por meio de érmulas

SejaL uma assinaturg, : A — B um homomorfismo dé-estruturas & uma classe
de formulas dd....,. Chamamog de um®-funcao se f preserva todas as formulas
emo.

De longe o0 mais importante exemplo & quadd® a classe de todas as formulas de
primeira ordem. Um homomorfismo que preserva todas as fl@aswle primeira ordem
tem que ser uma imersao (pelo Corolario 1.3.2); chamaat@gricao de umanersao
elementar.

Dizemos queB & umaextensio elementarde A, ou queA & umasubestrutura
elementarde B, em simbolosd < B, seA C B e a fung¢ao inclusdo & uma imersao
elementar. (Essa fungao €& entao descrita comoinchasdo elementar) Escrevemos
A < B quandoA & uma subestrutura elementar propriaitle

Note queA < B implica emA = B. Mas existem exemplos para mostrar que
A C B e A = Bjuntos nao implicam emd < B; veja o Exercicio 2.

Teorema 2.5.1. (Critério de Tarski—Vaught para subestruturas
elementares) Sejal uma linguagem de primeira ordem e sejaim B L-estruturas
comA C B. Enfio as seguintes condies §io equivalentes:

(a) A & uma subestrutura elementar e
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(b) Para toda brmula ¢ (z,y) de L e toda uplaa de A, se B E Jy(a,y) ento
B E ¢(a,d) para algum elementad de A.

Demonstra@o. Sejaf : A — B afuncao inclusdo. (&}(b): SeB F Jy¢(a,y)
entdaoA F Jy¢(a,y) ja quef & elementar; logo exist¢ em A tal que A E v (a,d),

e chegamos em® F 1 (a, d) aplicandof novamente. (b}(a): tome a prova do Te-
orema 2.4.1 na se¢ao anterior; nossa condicao (b)tareeate o que se precisa para
fazer aquela prova mostrar qiiee elementar. O

O Teorema 2.5.1 por si s6 nao & muito Gtil para se deteatagstruturas elementa-
res na natureza (mesmo assim veja Exercicios 3, 4 adi@#a)principal uso &€ em se
construir subestruturas elementares, como no Exercicio 5

Se ® & um conjunto de formulas, dizemos que uma caddia: i < ) de L-
estruturas & umé-cadeiaquando cada fungao inclus@p C A; &€ umad-fungdo. Em
particular umacadeia elementare uma cadeia na qual as inclusdes sao elementares.

Teorema 2.5.2(Teorema de Tarski—Vaught sobre ubés de cadeias elementares)
Seja(A; : i < ) uma cadeia elementar de-estruturas. Erdéo (J, ., A; &€ uma
exten&io elementar de cadd; (j < 7).

Demonstrago. Facad = Ul.<7 A;. Sejag(z) uma formula de primeira ordem de
assinatural.. Demonstramos por inducao sobre a complexidadé dee para todo
j <y etodaupla: de elementos dd;,

(5.1) AjE¢@) & AF¢(a).

Quandap & atdmica, temos (5.1) pelo Teorema 1.3.1(c). Os cago$yAx) e (V)
sdo simples. Suponha entao qué da formady ¢ (Z,y). SeA E ¢(a) entdo existe
algumb em A tal queA E ¢(a,b). Escolhak < ~ tal queb pertenca a do() e

k > j. EntaoA, F ¢ (a, b) por hipbtese da indugao, logh, F ¢(a). EntdoA; F ¢(a)
como queriamos, ja que a cadeia & elementar. Isso dermarditecao da direita para a
esquerda em (5.1); a outra direcéo & mais facil. O arguonEaravy ¢ (z,y) & similar.

O

Lema 2.5.3(Lema do diagrama elementar) Suponha qud. &€ uma linguagem de
primeira ordem,A e B sdo L-estruturas,c &€ uma upla de constantes distintas que
ndo esiio emL, (A,a) e (B,b) sdo L(¢)-estruturas, en gera A. Enfio as seguintes
condi@es §o equivalentes.

(a) Para toda brmula¢(z) de L, se(A, a) F ¢(¢) enfio (B, b) F ¢(¢).

(b) Existe uma ime#o elementayf : A — B tal que fa = b.

Demonstrag@o. (b) claramente implica em (a). Para a reciproca, deficamo na
prova do Lema 1.4.2. S& & uma upla qualquer de elementos dle ¢(z) & uma
formula qualquer dd., entdo escolhendo-se uma sequéncia apropfiattavariaveis,
podemos escrevel(z) comow(z) de tal forma ques(a’) seja a mesma formula que
Y(a). EntdoA E ¢(a’) implica emA F (a), que por (a) implica enB E ¢ (fa) e
portantoB E ¢(fa’). Por conseguintg & uma imersao elementar. O

Definimos odiagrama elementarde umal-estruturad, em simbolos eldigg!),
como sendo T4, a) ondea é qualquer sequéncia que getaPor (a)=(b) no lema
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temos o seguinte fato, que sera usado constantementegpesastruir extensdes ele-
mentares:se D € um modelo do diagrama elementar Heestrutura A, entio existe
uma imerfio elementar del no redutoD|L.

A noc¢ao ded-funcao tem outras aplicacdes.

Exemplo 1: Extenes puras Este exemplo & familiar aos tedricos de grupos abeli-
anos e aqueles que trabalham com médulos. Sdj@® R-mobdulos a esquerda, £

um submoddulo dé3. Dizemos qued € pura em B, ou queB & umaextensio pura
de A, se a seguinte condicao se verifica:

(5.2) paratodo conjunto finité) de equacdes com parametros am
se E tem uma solucao e entaoF ja tem uma solucao em.

Agora o enunciado que diz que um certo conjunto finito de dipgcom parametros
a tem uma solucao pode ser escrtd(y1 (Z,a) A ... A Ye(Z,a)) comaby, ... Uy
atbmicas; uma férmula de primeira ordem dessa formaaepdiinitiva positiva , ou
p.p. abreviadamente. Logo podemos definir uma imers@a como sendo aquela
gue preserva as negacdes de todas as formulas prinpthgits/as.

Exerdcios para a s&p 2.5

Nosso primeiro exercicio & um pequeno refinamento do ffeo&e5.1.

1. Sejal uma linguagem de primeira ordemRuma L-estrutura. Suponha qu€ & um con-
junto de elementos dB tal que, para toda formulé(z, y) de L e toda uplaz de elementos de
X, seB F Jyy(a,y) entdoB F i (a,d) para algum elementd em X. Mostre queX & o
dominio de uma subestrutura elementaiie

2. D& um exemplo de uma estrutuacom uma subestrutur® tal que A = B masB nao
€ uma subestrutura elementarde[Tome A como senddw, <).]

3. SejaB uma L-estrutura eA uma subestrutura com a seguinte propriedadea seuma
upla qualquer de elementos dee b € um elemento d&, entao existe um automorfisnfode B
tal quefa = a e fb € dom(A). Mostre que se&(z) & uma formula qualquer d.., € @ uma
uplaemA, entdaoA F ¢(a) < B F ¢(a). (Em particulard < B.)

4. Suponha queB & um espaco vetorial & & um subespago de dimensao infinita. Mostre
queA < B.

O proximo exercicio sera refinado na se¢ao 3.1 adiante.

5. SejaL uma linguagem contavel de primeira ordenBeuma L-estrutura de cardinalidade
infinita . Mostre que para todo cardinal infinifo< p, B tem uma subestrutura elementar de
cardinalidade\. [Escolha um conjuntd de A elementos de&B, e fecheX de tal forma que o
Exercicio 1 se aplique.]

6. Seja(A; : i < v) uma cadeia de estruturas tal que para tbdo j < v, A; & uma su-
bestrutura pura ddl ;. Mostre que cada estruturly (j < +) & uma subestrutura pura da uniao

Ui<w Ai.

Os proximos dois exercicios nao séo particularmenfeeelis, mas eles usam coisas de se¢des
vindouras.

7. Mostre que se € um inteiro positivo, entao existem uma linguagem de eiiaordemr e L-
estruturasd e B tais queA C B e para toda:-uplaa em A e toda formulap(zo, . .., xn—1) de
L,AF ¢(a) & BE ¢(a), masB nao & uma extensao elementartldUse limites de Fraissé
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(Capitulo 6) para construir uma estrutura contavel na qual um simbolo de relagg2n + 2)-

aria F define uma relacao de equivaléncia aleatoria sobremamios den + 1 elementos, e um
simbolo de relaca2n + 2)-aria R arranja randomicamente essas classes de equivaléncia em
uma ordenacao linear cujo primeiro elemento & definido gkenbolo de relacatn + 1)-aria P.
FormeC desprezando o simbol® deC*. Encontre uma imersao: C' — C cuja imagem nao
contém o primeiro elemento da ordenagao.]

8. Suponha queé? &€ um anel e4, B sao R-modulos a esquerda corh C B, e, para todo
elementoa de A e toda formula p.pg(z) sem parametrosd F ¢(a) < B E ¢(a). Mos-

tre que A & pura emB. [Mostre por inducao sobre que se¢(zo,...,z,) € uma formula
pura ea uma(n + 1)-upla emA tal que B F ¢(a) entdoA F ¢(a). SeB F ¢(a) entdo
B E 3z, ¢(a|n, z»), portanto pela hipbtese da inducao existem A tal que A E ¢(aln, ¢),

logo por subtragao (justifique issaB F ¢(0, ..., 0, an — c¢); portantoA F ¢(0,...,0,a, —c),

e a adi¢ao fornecd F ¢(a).]

9. SejaR um anel eL a linguagem deR-modulos a esquerda. Sejd um R-mobdulo a es-
querda ep(xo, ..., xn—1) uma formula p.p. de&. (a) Mostre ques(M™) & um subgrupo de
M™ considerado como um grupo abeliar®rupos dessa forma s&o conhecidos comgros

pos p.p.-definiveisde M ™. Leia o Exercicio 2.7.12 para ver sua importanc{®) Mostre que
se¢(Z,7) &€ uma formula p.p. d& e b uma upla deM, entiog(M™, b) € vazio ou um cocon-
junto do subgrupo p.p.-definivel(M™, 0, ...,0). Mostre que ambas as possibilidades podem

ocorrer.

2.6 Traducles

Na teoria dos modelos tal qual em qualquer outro lugar, pdugrar varias maneiras
de dizer a mesma coisa. Diga-se da maneira errada e pod® sbter os resultados
gue se pretendia.

Esta secdo & uma introdugdo a alguns tipos de parajteséeoricos de modelos
acham UteisEssas parafrases nunca alteram a classe de fdagefifveis sobre uma
estrutura — elas apenas afetam d@srhulas que podem ser usadas para definir tais
relagbes.

1: Formulas desaninhadas

Sejal uma assinatura. Por unfidrmula atdmica desaninhadade assinaturd que-
remos dizer uma formula atdmica de uma das seguintes forma

(6.1) T =y,

(6.2) c=uy para alguma constantede L;

(6.3) Fz)=y para algum simbolo de func@ode L;
(6.4) Rz para algum simbolo de relac@bde L.

Chamamos uma formula dkesaninhadase todas as suas subférmulas atdmicas sao
desaninhadas.

Formulas desaninhadas sao praticas quando querenesdieimicdes ou provas
por inducédo sobre a complexidade de formulas. O casmiatdfica particularmente
simples: nunca precisamos considerar quaisquer terma@tcexariaveis, constantes
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e termosF'(z) onde F' &€ um simbolo de fun¢ao. Existirdo exemplos nas sego@
(jogos de vai-e-vem) e 4.3 (interpretacdes).

Teorema 2.6.1. SejaL uma assinatura. Eéab toda brmula abmica¢(z) de L &
logicamente equivalente arimulas desaninhadas de primeira ordeM(z) e ¢=(z)
de assinaturd. tais queg” & uma érmulaV; e ¢ &€ uma brmula3;.

Demonstrag@o por meio de exemplo. A formula F(G(x),z) = ¢ & logicamente
equivalente a

(6.5) Vuw(G(z) =u A Flu,z) =w — ¢=w)
ea
(6.6) Juw(G(z) =u ANF(u,z) =w A ¢ =w). O

Corolario 2.6.2. SejaL uma linguagem de primeira ordem. Bottoda 6rmula
¢(z) de L & logicamente equivalente a untarhula desaninhad&(z) de L. Genera-
lizando, toda®rmula delL ..., & logicamente equivalente a un@arhula desaninhada
deL.oy.

Demonstra@o. Use o teorema para substituir todas as subformulas aéSngior
formulas desaninhadas de primeira ordem. O

Se¢ no corolario & uma formuld;, entéo escolhendo-se sabiamente efitred?
para cada subformula atdmiéale ¢, podemos fazer com queno corolario seja uma
formula3; também. Na verdade podemos sempre escathde forma que esteja no
mesmo lugar que na hierarquia&’,,, 3,, (ver (4.2)—(4.4) na secao 2.4 acima), a menos
gueo nao tenha quantificadores.

2: Expansdes definicionais e extertes

Sejal e L assinaturas comh C L™, e sejak um simbolo de relagdo det. Entao
umadefinicdo explicita deR em termos deL & uma sentenca da forma

(6.7) VZ(RT < ¢(T))

onde¢ &€ uma formula dd.. Igualmente se & uma constante £ & um simbolo de
funcao deL T, definigdes explicitas de:, F' em termos deL s3o sentencas da forma

(6.8) Vy(c=y < o(v)),
Vay(F(z) =y < ¥(Z,y))

onde ¢, ¢ sao formulas dd.. Note que as sentencas em (6.8) tém conseqiuiéncias
na linguagent.. Elas implicam respectivamente em

(6.9) -1y o(y),
Vfﬂ:ly 1/’(1_77 y)
Chamamos as sentencas (6.9)cdadigdes de admissibilidadedas duas definicbes
explicitas em (6.8).
Definicdes explicitas tém duas propriedades prinsigamo segue.
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Teorema 2.6.3(Unicidade de exparies definicionais) SejamL e L™ assinaturas
comL C L*. SejamA e B LT-estruturas,R um $mbolo de relago deL™ e 6
uma defini@o expicita de R em termos dd.. SeA e B sdao ambas modelos dte
A|L = B|L, entio R* = RP. Similarmente para constantesienolos de furio.

Demonstra@o. Imediata. O

Teorema 2.6.4(Existéncia de expanes definicionais) SejamlL e L™ assinaturas
comI C L*. Suponha que para caddnsbolo S de LT\ L, 5 & uma definigo
expicita de.S em termos dé ; sejaU o conjunto de tais definigs.
(a) SeC éumal-estrutura qualquer que satisfaz as coriig de
admissibilidade (caso existam) das defi@st s, enfio podemos
expandirC' para formar umal*-estruturaC™ queé& modelo dé/.
(b) Toda brmulay(z) de assinaturd.* & equivalente @duloU a
uma brmulax*(z) de assinaturd..
(c) Sey etodas as sentencés sdo de primeira ordem, e@b x*
tamkem oé.

Demonstrago. As definicdes nos dizem exatamente como interpretar o0s
simbolosS em C™T, portanto temos (a). Para (b), use o Teorema 2.6.1 paraitsirost
toda formula atdmica em por uma férmula desaninhada, e observe que as definicdes
explicitas traduzem cada formula atdmica desaninhagétadthente em uma formula

de assinaturd. Entao (c) esta claro também. O

Uma estruturaC* como no Teorema 2.6.4(a) & chamadaedpansio definici-
onal de C. SeL e L* sAo assinaturas coih C Lt, e T & uma teoria de assina-
tura L, entdo umaextensio definicional de T' paraL* & uma teoria equivalente a
T U{fs : S &um simbolo eni\L"} onde para cada simbofem L™\ L,

(6.10) 65 & uma definicao explicita d&¢ em termos dd., e

(6.11) seS é uma constante ou simbolo de fungdp&a condigdo de
admissibilidade parés entaorl” - .

Os Teoremas 2.6.3 e 2.6.4 nos dizem qud'seé uma extensao definicional de
paral ™, entdo todo model® deT tem uma Gnica expansds™ que & um modelo de
T+, eC™ & uma expansao definicional de

Sejal+ umateoria na linguagei™, e L uma linguagent L. Dizemos que um
simboloS de LT & explicitamente definivel emI"™ em termos del seT* acarreta
alguma definigao explicita dgem termos dd.. Portanto, a menos de equivaléncia de
teorias, I+ & uma extensao definicional de uma tedfiam L se e somente se (1)
e TT tém as mesmas conseqgliénciasiem (2) todo simbolo d& ™ & explicitamente
definivel enI’'* em termos dé..

Extensdes definicionais sao Uteis para se substituinitas complicadas por formulas
simples. Por exemplo, em teoria dos conjuntos elas nos fegmeiscrevey(z Uy) ao
invés da formula menos legivet(¢(z) AVi(t € z — t€x V t €y)).

Adverténcia - particulamente para quem trabalha com desenvolvimergoftigare
usando l6gica de primeira order& importante que os simbolos sendo definidos em
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(6.7) e (6.8) nao ocorram nas formulasy. Se os simbolos pudessem ocorrer&m
ou ), ambos os Teoremas 2.6.3 e 2.6.4 falhariam.

Existe uma armadilha aqu?ks vezes encontra-se umas coisas chamadas ‘defini¢cdes’
que parecem definicdes explicitas exceto que o simleoldasdefinido ocorre em am-
bos os lados da formula. Essas podem ser definicdescitagli que sao inofensivas
— ao menos em logica de primeira ordem; veja o teorema de, Bethrema 5.5.4
adiante. Por outro lado se elas tém babados lilas por aiolinhas cor-de-rosa
por cima, elas quase certamente daéinigoes recursivasAs definicdes recursivas de
‘mais’ e ‘vezes’' em aritmética, (2.14)—(2.15) na se¢a@ 2onstituem-se num exemplo
tipico; pode-se reescrevé-las de forma que elas parpeagpsamente com definicdes
explicitas. Em geral, definiges recursivas defineninsbolos sobre uma determinada
estrutura, e Ao sobre todos 0s modelos de uma teorid@oNéa garantia de que elas
podem ser traduzidas para defifigs exgdkitas em uma teoria de primeira orderA
nocao de defini¢ao recursiva esta alem da teoria datetos e eu ndo direi mais nada
sobre isso aqui.

Antes de deixar extensdes definicionais para tras, aquimaxemplo extendido
que sera (til na proxima segao.

Suponha quéd; e L, sao assinaturas; para simplificar a proxima definicanos
assumir que elas sao disjuntas. Sejane 7> teorias de primeira ordem de assinaturas
L4, L, respectivamente. Entao dizemos ques T, saodefinicionalmente equivalen-
tesse existe uma teoria de primeira ordéhma assinaturd, U L, que &€ uma extensao
definicional de ambdg; e Ts.

Quando teoriad} e T sao definicionalmente equivalentes como no caso acima,
podemos transformar um modely de7; em um modelcdd, de 7> primeiro expan-
dindo A; para um modelo d& e depois aplicando a restricao a linguagksm pode-
mos retornar &, a partir deA; fazendo o mesmo na direcao oposta. Nessa situacao
dizemos que as estruturds e A; saodefinicionalmente equivalentes

Exemplo 1: Algebras de termos em uma outra linguagemNo Exemplo 1 da se¢ao
2.2 escrevemos algumas sentencas (2.3)—(2.7) que sieadedtas em toda algebra de
termos de uma assinatura algébricdixa. Chamemos essas sententa® sejal;
sua linguagem de primeira ordem. Sdja uma linguagem de primeira ordem cuja
assinatura consiste dos seguintes simbolos:

(6.12) simbolos de relagaeélrial'zC (para cada constantgde 1) e
Er (para cada simbolo de func#ode L,);

(6.13) um simbolo de relacdearia F; para cada simbolo de func&bde
L, e cada < aridade(F).

Afirmamos quel; é definicionalmente equivalente a seguinte tedsiam L.
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(6.14) 3_,yE.(y) para cada simbolo de
constante: de L.
(6.15) Vo ...2n_13-1y(Er(y /\F = z;) paracada simbolo
= de funcaol’ de L.
(6.16) Va—(E.(z) A Eq(x)) ondec, d séo simbolos de

constante ou simbolos
de funcao distintos.

(6.17) Va(-Ep(z) — Fi(z) = z) para cada simbolo
de funcaar;.
(6.18) Va(t(Fi(z)) = z — —Ep(x)) para cada simbolo

de funcaor; e cada
termot(y) de Lo.

Para mostrar isso, devemos escrever definicdes exqaicit de simbolos dd.. em
termos del1, e definigdes explicital> dos simbolos dé,; em termos dd.., de tal
forma queT; implique as condi¢cdes de admissibilidade payd: = 1,2), eTy U U,
seja equivalente @, U Us. Aqui vao as definicdes db, em termos dd., ondec é
uma constante qualquer de, F' € um simbolo de funcdo qualquer e com aridade
ney<<n.

(6.19) Vy(Ec(y) < y = o).
Vy(Er(y) « ITFT =y).
Vay (Fix =y < (Jyo - - - Yim1Yit1 - - - Yn—1
F(yo, -y Yi-1,Y,Yit1,--+>Yn—1) = T)
V(z =y A-JgFy = x)).
E aqui estao as definicdes explicitasldeem termos dd.,, ondec & uma constante
qualquer del.; e F um simbolo de fungao qualquer de:

(6.20) Vy(y = c < Ec(y));

Vo ... Tn_1y(F(zo, ..., Tn-1) =y < ( EF /\F =1;))
<n
Essas duas teoridg e 7> fornecem maneiras opostas de se olhar para a algebra de
termos:T; gera os termos de seus componentes, enquantecupera 0s componen-
tes a partir dos termos. Uma caracteristica curiosa &€lguesa apenas simbolos de
funcao e de relagab-arias, enquanto que nao ha limite para as aridadesiodoks
emT;. AteoriaTy sera (til para analisar; na proxima secao.

3: Atomizacao

Aqui temos uma teorid’ numa linguagend,, e um conjuntceb de formulas dd. que
nao sado sentencas. O objetivo é extedpara uma teorid ™ numa linguagem maior
LT de tal forma que toda formula efh seja equivalente modulb™ a uma formula
atdmica. Na verdade o conjunto de novas sentefi¢gad’ acabara por depender ape-
nas del e ndo der".

Esse dispositivo € as vezes chamado de MorleyizacacenPele &€ bem conhe-
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cido desde 1920 quando Skolem o introduziu, e ndo tem natiayparmente a ver
com Morley. Por isso achei melhor usar um nome mais deszritSkolemizacao’ ja
significa algo diferente; veja a se¢ao 3.1 adiante.

Teorema 2.6.5 (Teorema da atomizaép). Seja L uma linguagem de
primeira ordem. Eriio existem uma linguagem de primeira ordé® O L e uma
teoria® emL® tal que
(a) todalL-estruturaA pode ser expandida de uniaica maneira para uma
L®-estruturaA® queé modelo d®,
(b) todabrmulag(z) de L® & equivalente dulo® a uma brmulay(z)
de L, e tami&m (quanda@ néo é vazio)
a uma brmula abmicay(z) de L®,
(c) todo homomorfismo entre model@orvazios d&® & uma imerdo

elementar,
(d) [L®]=|L].
Demonstra@o. Para cada formula(zo,...,z,—1) deL comn > 0, introduza um

novo simbolo de relagao-aria Rs. Tome L® como sendo a linguagem de primeira
ordem obtida a partir dé pela adi¢éo de todos os simbolgg, e tome© como sendo
0 conjunto de todas as sentencas da forma

(6.21) Vi(Ry < 6(Z)).

Entdo (d) &€ imediato. A teori® &€ uma extensao definicional da teoria vazia em
logo temos (a) e a primeira parte de (b). A segunda parte dentip segue devido a
(6.21).

Agora, devido a (b), toda formula deé que nao & uma sentenca € equivalente
modulo® a uma formula atdmica. S¢ € uma sentenca dé entaogp Az = x €
equivalente modul® a uma formula atdmicg(z); todo homomorfismo entre mode-
los nao-vazios d® que preserva deve também preservar Logo (c) segue devido
ao Teorema 1.3.1(b). O

Pode-se aplicar a mesma técnica a um conjunto partidulde formulas del,
caso se deseje estudar homomorfismos que preservam asdéemd. SeA e B sao
modelos de®, entao toda imersao (na verdade todo homomorfismd) daraB deve
preservar as formulas efin, devido ao Teorema 1.3.1(b).

Teorema 2.6.6. Seja© ateoria constrida na demonstraip do Teorema 2.6.5. Eam
para toda teorial’ emL®, T'U © & equivalente a uma teoriz.

Demonstrago. Devido ao item (b) do teorema, toda formulaikfé com pelo menos
uma variavel livre & equivalente moduoa uma formula atdmica dé®. LogoT U ©

€ equivalente a uma teorfd U © onde toda sentenga d& &, no pior caso. Basta
agora demonstrar que a propéeé equivalente a uma teona.

Seja®’ o conjunto de todas as sentencas das seguintes formas:
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(6.22) Vz(¢(z) < Ry(T)) onde¢ & uma formula atdmica dg;

(6.23) Vi(Ry() A Ry(z) — Rony());
e igualmente para no lugar den;

(6.24) VZ(—Ry(Z) < R-4(T));

(6.25) VZ(Vy Ry(z,4)(Z,y) < Ryypz.y)(2));
e igualmente parad no lugar dev.

Apo6s um pequeno rearranjo das sentencas (625§ uma teoriav,. Demonstra-
remos qued € equivalente ®’. Claramente® implica em todas as sentencas ém
Reciprocamente, suponha goé se verifica. Entdo (6.21) segue por indug¢ao sobre a
complexidade de. O

Uma teoria de primeira ordem & ditaodelo-completase toda imersao entre seus
modelos & elementar. A atomiza¢ao mostra que podemusforanar qualquer teoria
de primeira ordem em uma teoria modelo-completa de uma forofansiva. Mas o
real interesse da nogao de modelo-completude esta aaléagjue um bom nimero
de teorias em algebra tém essa propriedade sem qualquitanpeévia. Pensaremos
sobre isso na se¢ao 7.3.

Exerdcios para a sé&p 2.6

Podemos eliminar simbolos de funcao em favor de sirslugaelacao:

1. SejaL uma assinatura. Forme uma assinatiifaa partir deL da seguinte forma: para
cada inteiro positivon e cada simbolo de fun¢ae-aria F de L, introduza um simbolo de
relacao(n + 1)-aria Rr. Se A & umalL-estrutura, sejad” a L'-estrutura obtida a partir de
A interpretando-se cadar como a relagad(a, b) : A = (Fa = b)} (o grafo da fungaoF*).

(a) Defina uma tradugap — ¢ de formulas de.. para formulas dd.", que seja independente
de A. Formule e demonstre um teorema sobre essa traducao swaresA, A". (b) Extenda
(a) de tal forma a traduzir toda formula depara uma formula que nao contém simbolos de
funcao nem simbolos de constante.

Uma formula¢g € ditanormal negativa se em¢ o simbolo— nunca ocorre exceto imediata-
mente na frente de uma formula atdmica. (Recordemosygue x &€ uma abreviacdo para
-V x.)

2. Mostre que sd. & uma linguagem de primeira ordem, entao toda forngia) de L & lo-
gicamente equivalente a uma formula normal negatiar) de L. (Sua demonstracao deve se
adaptar facilmente para demonstrar o mesmo para no lugar deL.) Mostre que se era
desaninhada entaf’ pode ser escolhida de tal forma a ser também desaninhada.

3. Sejal uma linguagem de primeira orderii,um simbolo de rela¢a® de L e ¢ uma formula
de L. Mostre que as seguintes afirmacdes sao equivalen)eB.§@ositiva em alguma formula
de L que €& logicamente equivalentea(b) ¢ &€ logicamente equivalente a uma formula/dem
forma normal negativa na qu&l nunca tem- imediatamente antes dele.

Aqui esta uma reescrita mais perversa, que depende dasi@iaples de uma teoria particular.
4. Sejal’ a teoria de ordenacgdes lineares. Para cada inteiroyamaitiescreva uma sentenca de
primeira ordem que expressa (moddlp ‘Existem pelo menos elementos’, e que usa apenas
duas variaveisy e y.

5. SejamTy, 11 e T; teorias de primeira ordem. Mostre que’Eeé uma extensao definici-
onal deTy eT & uma extensao definicional @g, entadl: &€ uma extensao definicional @g.
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O meétodo do exercicio seguinte & conhecido cométodo de Padoa Nao é limitado a lin-
guagens de primeira ordem. Compare-o com o Lema 2.1.1 acWfeg também a discussao
apos o Teorema 5.5.4.

6. SejamL e L™ assinaturas comi C L*; sejal” uma teoria de assinatufa” e S um simbolo
da assinaturd,*. Suponha que existem dois modeldés B de T tais queA|L = B|L mas
54 £ SB. Deduza ques nao & explicitamente definivel efem termos de. (e por issal’
nao & uma extensao definicional de nenhuma teoria deafissit.).

7. SejaL™ a linguagem de primeira ordem da aritmética com simb6los, +, -, e sejal’
ateoria completa dos nimeros naturais nessa linguaggenL ®dinguagem.™ com o simbolo
+ removido. Mostre que- nao é explicitamente definivel €Mem termos dd..

SejamL e L™ linguagens de primeira ordem comC L, e sejanil’, T'" teorias emL, L™
respectivamente. Dizemos dli¢ & umaextengio conservativade T’ se para toda sentenga
deL, T+¢ & T F¢.

8. (a) Mostre que s& C T e todaL-estrutura que & um modelo depode ser expandida
para formar um modelo dE™, entadl’ & uma extensao conservativaBeEm particular toda
extensao definicional & conservativa. (b) Prove que pmeca da afirmacao (a) falha. [S&ja
tal que diga que< & uma ordenacao linear com primeiro elemefitdodo elemento tem um
sucessor imediato e todo elemento exdetem um predecessor imediato. S&ja a aritmética
de Peano. Mostre quE & completa em sua linguagem, dai (uie & uma extensao conservativa
deT. Mostre que todo modelo contavel @& tem tipo-ordemw ouw + (w* + w) - n onde
w* & o reverso dev e i) € o tipo-ordem dos racionais; logo nem todo modelo cohided’ se
expande para um modelo @&".]

Mesmo a definicao de adi¢cao (uma definicdo recursizm mma definicdo explicita) pode le-
var a novas consequéncias de primeira ordem.

9. SejaL a linguagem com o simbolo de constafite o simbolo de funcaa-aria S; seja

L™ a mesmaL mais um simbolo de funga®-aria +. SejaT™ a teoriaVzz + 0 = =,
Vzyz + Sy = S(x + y). Mostre queT™ nao & uma extensao conservativa da teoria vazia
emL.

10. Mostre que a teoria de algebras booleanas é defininiente equivalente a teoria de anéis
comutativos convz z2 = .

2.7 Eliminacao de quantificadores

O primeiro programa sistematico para a teoria dos modglasegeu na década apos a
primeira guerra mundial. Esse programa & conhecido agiminacao de quantifica-
dores Deixe-me resumi-lo.

Tome uma linguagem de primeira ordeine uma class& de L-estruturas. A
classeK poderia ser, por exemplo, a classe de todas as ordenagdaiel densas, ou
poderia ser o conjunto unitari®} ondeR & o corpo dos numeros reais. Dizemos que
um conjunto® de férmulas dd. € umconjunto de eliminacao paraK se

(7.1) paratoda formula(z) de L existe uma formula* (z)
gue &€ uma combinacao booleana de formulaem¢ &
equivalente @* em toda estrutura el.

O programa pode ser enunciado brevemente: Baa@ancontre um conjunto de elimirég
paraK. Existem programas analogos para outras linguagens, roasoode primeira
ordem & o mais interessante.
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E claro gque sempre existe a0 menos um conjunto de elinorgra uma classe
qualquerK de L-estruturas: tom& como sendo o conjunto de todas as férmulas de
L. Mas com cuidado e atencao podemos frequentemente eacant conjunto de
eliminacado muito mais revelador que esse.

Por exemplo, aqui estdo dois resultados que devemos ao&gmnde Varsovia
organizado por Tarski no final dos anos 20. (Uma ordenag&an édensase para
todos elementos < y existez tal quex < z < y; cf. (2.31) e (2.32) na se¢ao 2.2.)

Teorema 2.7.1. SejalL a linguagem de primeira ordem cuja assinatura consiste do
simbolo de relago biraria <, e sejaK a classe de todas as order@ss lineares den-
sas. Suponha que consiste dedfrmulas del. que expressam cada um dos seguintes
enunciados:

(7.2) Existe um primeiro elemento.
Existe umiltimo elemento.
x € 0 primeiro elemento.
x € odltimo elemento.
T <y.

Entdo ® & um conjunto de eliminag paraK.

Demonstrag@o. Exercicio 1 adiante. O

Teorema 2.7.2. SejalL a linguagem de primeira ordem de&is, cujos Bnbolos 0

+, — - 0, 1. SejaK a classe dos corpos real-fechados. Suponhadeensiste das
formulas
(7.3) yy® =t(z)

ondet varia sobre todos os termos de que r&o coném a varavely. Entio ¢ &
um conjunto de elimind&p paraK. (Note que (7.3) expressa qt(e:) > 0.)

Demonstrag@o. Veremos uma demonstracao algébrica disto no Teoremd @
ante. O

O nome ‘eliminacao de quantificadores’ refere-se ou aogsso de se reduzir uma
formula a uma combinacao booleana de féormulasemu ao processo de se descobrir
em primeiro lugar o conjunto apropriado Deve-se distinguir o método de eliminagao
de quantificadores daropriedade de elimindip de quantificadoregjue & a proprie-
dade que algumas teorias tém. Uma te@tieem eliminacdo de quantificadoresse
o conjunto de férmulas livres-de-quantificador forma umjaoato de eliminacao para
a classe de todos os modelosfe (Cf. secdo 7.4 adiante, e note que algumas das
formulas em (7.2) e (7.3) nao sao livres-de-quantificado

O proposito da eliminago de quantificadores

Suponha que temos um conjunto de elimina@gmara a classK. O que é que ele nos
diz?
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(a) Classifica@o a menos de equiv@icia elementar Suponha qued e B s&o
estruturas na clasd€, e A nao & elementarmente equivalent®a Entao existe al-
guma combinacao booleana de sentenca®eayue € verdadeira e mas falsa em
B. Segue-se imediatamente que alguma sentérgm ® € verdadeira em uma das
estruturasd ou B mas falsa na outra. A conclusao & que podemos classifiemtias
turas emK, a menos de equivaléncia elementar, procurando ver gaatencagm ¢
sao verdadeiras nessas estruturas.

Se as sentencas @brexpressam alguma propriedade ‘algébrica’ de estruturaa (
nocao vaga, porém clara o suficiente para ser Gtilla@m¢duzimos a equivaléncia
elementar enK a uma nogao puramente ‘algébrica’. Por exemplo Tarslstroa que
dois corpos algebricamente fechados sao elementarnmunt@kentes se e somente se
eles tém a mesma caracteristica.

(b) Provas de completud€omo um caso especial de (a), suponhal§juea classe
Mod(7T") de todos os modelos de uma teoria de primeira or@derfBuponha que todas
as sentencas efin sao dedutiveis a partir d€ ou inconsistentes coffi. Entao segue-
se que todos os modelos @lesdo elementarmente equivalentes, [@gé uma teoria
completa.

O Teorema 2.7.2 & um caso desse. As sentencad podem ser todas escritas
comos = t ous < t ondes, t sdo termos fechados de Mas todo corpo real-fechado
tem caracteristice. Em corpos de caracteristibacada termo fechadatem um valor
inteiro independente da escolha do corpo, logo podemospoomefutar as sentencas
s = t, s < t a partir dos axiomas de corpos real-fechados. Portanto eeifen2.7.2
mostra que a teoria de corpos real-fechados & completa.

(c) Provas de decidibilidadeEste &€ um caso especial de (b), por sua vez. Suponha
gueL & uma linguagem recursiva (veja secao 2.3 acima). Aagoam L € decidivel
se e somente se existe um algoritmo para determinar se ura@édaténca dé € uma
conseqiéncia d€. O problema de decigio para uma teorid’ em L & o problema de
se encontrar tal algoritmo (ou se demonstrar que ele n&te@xi

Agora suponha qu& & ModT') e que a funga® — ¢* em (7.1) & recursiva.
Suponha também que temos um algoritmo que nos diz, pargugraentenca no
conjunto de eliminaca®, ou quey & demonstravel a partir dé ou que ela é refutavel
a partir deT'. Entao colocando-se tudo junto, derivamos um algoritmra daterminar
quais sentengas sao conseqiiéncids;dessa € uma solugao positiva do problema da
decisao pard’. Novamente corpos real-fechados constituem um caso desse.

(d) Descrigo de relades defifveis Suponha qu@ & um conjunto de eliminacao
paraK e A & uma estrutura efK. SejaD o conjunto de todas as relacdes sohrgue
tém a formay(A™) para alguma formula(zo, ..., z,—1) em®. Entao as relacdes
@-definiveis sobred sdo precisamente as combinagdes booleanas de rekagie.

(e) Descrigao de imerdes elementaresSe® & um conjunto de eliminacao para
K, entao as funcdes elementares entre estruturak es@io precisamente aqueles ho-
momorfismos que preservaime —) para toda formula) em ®. Por exemplo, pelo
Teorema 2.7.1, toda imersao entre ordenacgdes linearesad sem extremos & elemen-
tar.

Os pontos (a), (d) e (e) foram vitais para o futuro da teorgrdodelos. O que eles
disseram foi que em certas classes importantes de esguasralassificacdes modelo-
tebricas naturais poderiam ser parafraseadas em nat@fwicas simples. Isso per-
mitiu que os logicos e os algebristas conversassem uns samitms e fundissem seus
métodos.

A principal dificuldade da eliminacao de quantificadazegie o método se realiza
inteiramente no nivel da dedutibilidade a partir de um gotg de axiomas. Isso faz
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com que ele seja altamente sintatico, e pode impedir glieemtios boas informacdes
algébricas sobre a clas#& Em particular o método ndao nos permite explorar o que
guer que saibamos sobre funcdes entre estruturaKerPor exemplo, para provar

0 seguinte resultado de Tarski pelo método da eliminatgquantificadores preci-
sariamos empreender um estudo razoavelmente trabalb@zudcdes; porém o argu-
mento mais estrutural do Exemplo 2 na sec¢éo 7.4 adiamna toresultado quase uma
trivialidade.

Teorema 2.7.3. A teoria dos corpos algebricamente fechados tem elindioade
guantificadores. O

Por essa razao o exemplo feito em detalhe adiante nao @sibein conhecidos
resultados algébricos da escola de Tarski. A maior pad@elas resultados podem
ser tratados por métodos mais refinados hoje em dia. Asideéescolher um deles
escolho um exemplo em que as estruturas sao elas propjee®sintaticos, portanto
0 método engrena bem com o problema.

Mas primeiramente uma rapida palavra sobre estratégimo$ uma linguagem de
primeira ordeml e uma class& de L-estruturas. Temos também uma tedfigue &
uma candidata a axiomatizacaolee um conjunto de féormulab que & um candidato
a conjunto de eliminagado. 3¢ for definida como Modr"), entdo obviament# de
fato axiomatizaK. Mas seK foi dada eT' € uma suposta axiomatizagao, podemos
chegar a conclusao durante o processo de eliminagaoaidificadores que temos que
ajustarT’.

O seguinte lema simples facilita bastante o fardo de mogtra® € um conjunto
de eliminagdo. Escrevemds™ para designar o conjunfe-¢ : ¢ € ®}.

Lema 2.7.4. Suponha que

(7.4) todarmula abmica deL pertence ab, e

(7.5) paratoda brmulad(z) de L queé da formaﬂy/\wi(f, y)
i<n
com cada); em® U ¢, existe umadrmulad*(z) de L que
(i) € uma combin&ip booleana dedrmulas emb, e
(ii) € equivalente & em toda estrutura eriK.

Entio ® & um conjunto de eliminag paraK.

Demonstrago. Vejalema 2.3.1. O

Portanto para achar um conjunto de eliminacdo, devemusnérar uma maneira
de nos livrar do quantificadaly em (7.5). Dai o nome ‘eliminagao de quantificadores’.
Como o Lema 2.7.4 sugere, comegcamos com um subconjuntoditiitrario® (y, z)
ded U &, e objetivamos encontrar uma combinacgao boolegnaa de formulas em
® tal quedy A\ © seja equivalente & modduloT. Tipicamente a passagem @epara
1 se realiza em varias etapas, dependendo de que tiposrdeléSraparecem ef.
Se esbarramos num beco-sem-saida, podemos adicionemgantl” e formulas &

até que o processo volte a se mover novamente.
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Exemplo: algebras de termos

Consideramos a clas€ de algebras de termos de uma assinatura algébiicaeja
0 Exemplo 1 na secao 2.2 e o Exemplo 1 na secao 2.6. A téprigue consiste
das sentencas (2.3)—(2.7) da secao 2.2, & verdadeitadaralgebra enK. Nossa
eliminacao sera mais facil de realizar se passamosénguageml, e para a te-
oria Ty da secao 2.6. Com®, & definicionalmente equivalentela, tudo pode ser
traduzido de volta a linguagem dg se necessario.

SeL; (e portantal,) tem assinatura finita, podemos escrever para cada intiro p
sitivo k uma sentenca;, de L, que diz ‘Existem pelo mendselementos satisfazendo
todas asﬂéc e ﬂI'EF’. Sejafg a sentencazr x = .

Teorema 2.7.5. SejaK a classe deilgebras de termos na assinatufa descrita
acima. Sejab o conjunto deGrmulas abmicas deL,, juntamente com as sentencgas
oy Se L tem assinatura finita, e a senten@ase L; ndo tem &§mbolos de constante.
Entio © & um conjunto de elimin&p para a classe de todos os modeloside e
portanto parak.

Demonstrag@@o. Nossa tarefa & a seguinte. Temos um conjunto fi@igéz, y) que
consiste de literais dB, (e possivelmente algumas sentengas; ou suas negacoes),
e devemos eliminar o quantificadey da formulady A\ ©¢. Podemos supor sem perda
de generalidade que

(7.6) Nenhuma sentengg, ou 5 ou sua negagao pertenc®g.

Razao: A variavel ndo esta livre emyy, logo Jy(ay A ¢) € logicamente equiva-
lente ac, A Jy . Igualmente congd.
Também podemos supor sem perda o seguinte:

(7.7) nao existe formula tal que ambag e —¢ pertengam ®;
aléem dissqy # y nao pertence @,.

Razao: Do contréari@y A ©¢ reduz-se imediatamentela
Podemos substitu®, por um conjuntd®; que satisfaz (7.6), (7.7) e

(7.8) set &€ um termo dd., no qualy nao ocorre, entdo as formulas
y =tet=ynao estdo em;.
Razao3y(y = t Ay(y, T)) & logicamente equivalentedg(y = t A (¢, T)), portanto
equivalente também &(¢,z) A Jyy = t, ou equivalentementg (¢, z). A formula
Jyy =t & equivalente a= t¢.
Podemos substitu®; por um ou mais conjuntd®, que satisfazem (7.6)—(7.8) e

(7.9) a variavely nunca ocorre dentro de um outro termo.

Razao: Suponha que um term(d’; (y)) aparece em algum lugar e@. Agorady ¢

€ equivalente ély(EF(y) ANY)V Hy(ﬁép(y) A1), portanto podemaos supor que exata-
mente uma das du#&s-(y) ou—Er(y) aparece en®,. Se—Er(y) aparece, podemos
substituir F; (y) por y de acordo com o axioma (6.17). $e(y) aparece & & n-
ario, podemos fazer as seguintes modifica¢des. Priraeifbé um simbolo de fungao
qualquer deL; distinto deF, substituimos qualquer express@g(y) em ©; pory
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(novamente devido a (6.17)). Introduzimosiovas variaveisy, . . ., y,—1, substitui-
mos cadal’;(y) pory; e adicionamos as formulds;(y) = y;. Entao3y A ©; fica
equivalente a uma expressag, . .. y,—13y(Er(y) A Nj<n Fi(y) = yj A\ ©2) onde
O, satisfaz (7.9). Por (6.15) isso se reduzw . .. y,—1 /\ ©2. Aqui O, tem mais
variaveisy; para serem descartadas, mas todas essas ocorrem em termuoossigie
aqueles envolvendgem©,. Logo podemos lidar com as variaveis_1, . . ., yo por
sua vez, usando uma inducao sobre o comprimento dos termos

Nesse pont®- consiste de formulas da formea# ¢ out # y (ondey nao ocorre
emt), y = vy, Ec(y), —“Ec(y), Er(y) ou—Ep(y); como em (7.6), podemos eliminar
guaisquer literais nos quajanao aparece. Podemaos substitiyrpor um conjunt@®;
satisfazendo (7.6)-(7.9) e

(7.10) na&o existe constanteal queE.(y) pertenca s, e
nao existe simbolo de func@otal queEr(y) pertenca @s.

Razao: Jy(E.(y) Ay # t A —~Er(y)), digamos, & equivalentesE.(¢) por (6.14)
e (6.16);3yEc(y) € equivalente anL por (6.14). Simbolos de fung¢ao requerem um
argumento mais complicado. Sdjaum simbolo de fun¢ae-aria.

Afirmamos quel;, implica que para quaisquér elementos > 0) existe um
elemento distinto de todos os outros que sauEfaZy) Por (6.15),75 implica que
seEF(xo) entao existe um Gnico, tal queEF(xl) e F;(z1) = xo paratoda < n;
por (6.18),z # . Igualmente por (6.15) existe, tal queEr(x2) e Fy(xs) = 1
para todoi < n, e entdo por (6.18) novamente, # =, e x2 # xo. Etc., etc.; isso
prova a afirmac¢ao. Com (6.16), a afirmacao permite a @upara (7.10), a menos
que o problema seja eliminar o quantificador da fornﬂz,lEF( ). Quandal; tem ao
menos uma constante a formulady EF( ) reduz-se a~L por (6.15); mas em geral
ela é equivalente 4.

Estamos quase chegando la. Quahddem assinatura infinitaly A ©5 reduz-se
a [ por (6.16). Resta apenas o caso em gydem um nimero finito de simbolos.
Como no inicio da razao para (7.9), podemos supor que pala simbolaS de L,
©3 contém uma das dua‘sg( ) ou ﬁEs( ), € ja vimos como lidar com a primeira
delas. Portanto suponha daqui por d|ante©ge:ontemﬁES( ) para cada simbol8
de L,. Pelo mesmo raciocinio podemos supor que para cada teaparecendo em
O3 (mesmo que dentro de outros termos), uma das duas férrﬁy(a$ ou ﬁEs(t)
pertence @®3;. Podemos também supor que para cada par de tesnicgparecendo
em©Os, s = t ous # t também aparece ef3. Agora/\ ©3 afirma (entre outras
coisas) que existem pelo menb#ens distintos, incluindg, que satisfazemés(x)
para todaoS. Tal elementq, pode ser encontrado se e somentergae verifica; logo
Jy A\ O3 se reduz a uma conjungao dg e das formulas er®; que nao mencionam
Y. (Il

Note que se tivessemos esquecido as formuylasu 3, ou um dos axiomas que de-
veriam estar erfis,, entdo esse procedimento nos teria mostrado Nosso ergedd
como corrigi-lo.

Corolario 2.7.6. SejaK (como acima) a classe de todas @gebras de termos de
L4, consideradas combs-estruturas. Sé; & infinita, ou tem pelo menos ufimbolo
de constante, ou absolutamente nenhimbslo, enfio Th(K) é equivalente &%. Se
L, éfinita e tem®nbolos de furio mas nenhunimbolo de constante e Th(K) &€
equivalente d» U {3 — a1 }.
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Demonstrag@o. Certamente toda sentencaligoertence a T{K). Na outra direcao,
o caso mais dificil € quandb, é finita. Sejap uma sentenca qualquer em(En). Pelo
teoremag € equivalente moduld, a uma combinacado booleana de senteri;as,.
(A assinaturd., nao tem termo fechado.) Da nogao de consequénciedpgadayy. ;1
acarreta emy, € o acarreta enff. SeL; tem pelo menos um simbolo de constante
entaos &€ demonstravel a partir d&; mas nao existem quaisquer outras implicagdes
entreS e osay; logo nesse casp deve ser demonstravel a partir deg

Se L, tem simbolos de funcdo mas nenhum simbolo de constat#ie a algebra
de termos & vazia a menos quese verifique; loggd — a; pertence a T(K). Essa
formula nao & uma consequénciadg pois podemos construir um modelo @gno
qual a; falha, tomando um ‘termo’ infinitamente decomponivel coemo (2.10) da
secao 2.2. Exemplos mostram que nenhuma outra implicag verifica entrg e os
ayg. Deixo ao leitor o caso em que, € vazia. O

Corolario 2.7.7. A teoria dasalgebras de termos de uma dada assinatura&hlira
finita, seja na linguagen; ou na linguageni., acima,é decidvel.

Demonstrago. Qualquer sentenca de, pode ser traduzida efetivamente em uma
sentenca de L, pelas definicdes explicitas (6.20) da secao 2.6. &pedElemos com-
putar uma sentenga® de L, que & equivalente @ moduloT; e € uma combinagao
booleana de sentencas éyonded & como no Teorema 2.7.5. O argumento para o co-
rolario anterior mostra que podemos verificar efetivaraese* € uma conseqiiéncia
deT; ou deTy U {8 — a1} qualquer que seja o caso. O

Exerdcios para a s&p 2.7

Para estes exercicios, fique advertido de que o métodoimiénel;ao de quantificadores nao &
intrinsecamente dificil, mas requer horas e muito papel

1. Demonstre o Teorema 2.7.1.

2. Suponha que a assinatutaconsiste de um namero finito de simbolos de relat@oia
Ro, ..., R, 1. Paracadafuncao: n — 2sejag®(z) aconjungadzy'” (z)A.. ARV (z),
ondeR{ éR;,sej =1e-R;sej = 0. SeK € a classe de todas asestruturas, demonstre
gue um conjunto de eliminacdo pakaé dado pelas formulag’(z) e as sentengas-,z¢°(x)

ondes:n — 2ek < w.

3. SejalL a linguagem de primeira ordem para algebras booleanas (26§9) na secao 2.2).
Sejaf) um conjunto eA a algebra dos conjuntos das partestfjeconsiderada como uméa-
estrutura com\ paran, V parau, * para complemento e}, 0 parag e 1 paraf). SejaK

a classe{A}. Para cada inteiro positivl, escrevax(y) para designar a formula ‘tem pelo
menosk elementos’. (Isso pode ser escrito como ‘Existem pelo mén@®mos< ', onde
um atomo de uma algebra booleana & um elemédnts 0 tal que nao existe elementocom

b > ¢ > 0.) Seja® o conjunto de todas as formulas atdbmicad.detodas as formulas da forma
ai(t) ondet & um termo de.. Mostre qued & um conjunto de eliminagao paka

4. Uma algebra booleanB & ditaatdmica se o supremo do conjunto de atomos &né o
elemento topo dé3. SejaT a teoria das classes de algebras booleanas atdmicasteMast
(a) uma algebra booleand & atdmica se e somente se para todo eleminto 0 existe um
atomoa < b, (b) seB & uma algebra booleana atdmica entao toda form(ia da linguagem
de primeira ordem para algebras booleanas & equivalenté @ uma combina¢ao booleana de
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formulas que dizem exatamente quantos atomos estaxoatbas elementogo A ... A yn—1,
onde caday; éx; ouzx; (complemento), (CY' € a teoria da classe de algebras booleanas finitas,
(d) T & decidivel.

5. SejaK a classe de algebras boolearfagais que o conjunto de atomos detem um su-
premo emB. (a) Mostre queK & uma classe axiomatizavel de primeira ordem. (b) Use o
método de eliminacdo de quantificadores para mostraaquenos de equivaléncia elementar
existem exatamente algebras booleanas €k; descreva essas algebras.

6. SejaL a assinatura consistindo de um simbolo de relazada <. SejaK a classe de
L-estruturag X, <’) onde X & um conjunto n&o-vazio €' & uma ordenacao linear dé na
qual todo elemento tem um predecessor imediato e um sudesstiato. (a) Use o método de
eliminacao de quantificadores para mostrar que quaistpes estruturas el sao elementar-
mente equivalentes. (b) D& condi¢bes necessariasaesiiéis para que uma funcao depara
B seja uma imersao elementar, ondee B estao emK. (c) Mostre que para todo cardinal
infinito \ existem2* estruturas nao-isomorfas €ifi com cardinalidade.. [Construa modelos
Sica((w® + w) - p;), onde cada; éw ou (w* + w); demonstre que cada é recuperavel a
partir do modelo.]

Lidaremos com o proximo resultado de maneira diferenteegas 3.3.

7. Suponha que a assinaturaonsiste de constantés1 e um simbolo de fun¢&®-aria+. Su-
ponha quéK consiste de uma estrutura, a saber o conjunto dos nUmexa®is&l considerado
como umal-estrutura da maneira dbvia. Usando o método de elirdimalg quantificadores,
encontre um conjunto de axiomas pargWhe mostre que T{N) & uma teoria decidivel. [Um
conjunto de eliminag&o consiste de equagdes e fosmua expressant(z) € divisivel porn’
onden & um inteiro positivo.]

8. Suponha que a assinatutaconsiste de um simbolo de funcaearia F' e um simbolo de
constantd). SejaK a classe dd.-estruturas que obedecem ao axioma da indugao de segunda
ordem, a saber, para todo conjudtode elementos(0 € X AVy(y € X — F(y) € X)) —

Jy(y € X)). Use o método de eliminagdo de quantificadores para é&acga) um conjunto de
axiomas para a teoria de primeira ordemKh de K, e (b) uma classifica¢cdo dos modelos de
K, a menos de equivaléncia elementar.

9. SejaK um corpo; sejal a classe de espacos vetoriais (a esquerda) sebnea lingua-
gem deK-mobdulos a esquerda (i.e. com simboles—, 0 e para cada escalarum simbolo de
funcaol-ariar(x) para representar multiplicacao de um vetor ppveja Exemplo 4 na se¢ao
1.1 acima). (a) Mostre que o conjunto de equagdes lineafes) + ... + rn—1(zn—1) = 0,
comn < w ero,...,r,—1 €Scalares, juntamente com o conjunto de sentefigpsr = =

(k < w), @ um conjunto de eliminagao pa¥a (b) Deduza que todo espaco vetorial infinito em
J & uma estrutura minimal (no sentido da secao 2.1).

Um grupo abeliano &livisivel se para todo elemento nao-zére todo inteiro positiva: existe

um elemente tal quenc = b. Ele éordenadose ele dispde de uma relagéo de ordenagéo linear
< tal quea < bimplica quea + ¢ < b + ¢ para todoa, b, c.

10. Use o método de eliminacao de quantificadores paoartizar a classe de grupos abelianos
divisiveis ordenados nao-triviais. Mostre que (a) todgpos nessa classe sao elementarmente
equivalentes, (b) sd e B sao grupos abelianos divisiveis ordenados nao-tsiai & um sub-
grupo deB entaoA & uma subestrutura elementar Be

11. SejaT; a teoria das algebras de termos de uma dada assinatubmicdge. (a) Mostre
gue seA & um modelo finitamente gerado qualquerldeentaoA & isomorfa a uma algebra de
termos delL. (b) Mostre que s & umal-estrutura entad? & um modelo d€3 se e somente
se toda subestrutura finitamente geradaBdeisomorfa a uma algebra de termoHe(Dai 71
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ser conhecida comotgoria de L-estruturas localmente livres)

12. SejaR um anel eT" a teoria deR-modulos & esquerda como em (2.21); skja lingua-
gem deT" e M um R-modulo a esquerda. Usamos a notacado da se¢do 2.5edxe.5.9. O
exercicio esboca a prova de Monk mrema de Baur—-Monk que férmulas p.p. juntamente
com as sentencgas invariantes (definidas adiante) formaoonjunto de eliminagao paf&. (a)
Mostre que para toda formula pg)z) e (z) de L e todo inteiro positiva: existe uma sentenca
Inv(¢p,1,n) que expressa ed!: o grupogp(M)/(¢(M) N (M)) tem cardinalidadeC n. Es-
sas sentengas sdo chamadassdatencas invariantes (b) Suponha queé(zo, . ..,z») € uma
conjuncio de formulas p.p. dee negagdes de tais formulasd & uman-upla emM/. Mostre
que a afirmagads F -3z, $(d) pode parafraseada como (0: C (U, (H: + b;), ondeG,

Ho, ..., H,_1,s80 certos subgrupos p.p.8®E, by, . . ., b,—1 S30 certas uplas de, cadaH; &

um subgrupo dé&- e k depende apenas de (c) Usando o Corolario 5.6.4, mostre que podemos
por um limite finito (dependendo apenasd)eos indices dos subgrupés emG. (d) Coloca-
mosH = (., H;, e paratoda uniad de co-conjuntos d& escrevemosV (X) para designar

0 nimero de co-conjuntos dé em X . (Pelo item (c) esse nUmero & finito.) Mostre que (*) pode
ser parafraseada como (*V(G) < Si<;<k (=17 {S ck, 1= N (Nic, (Hi + b:))}. (€)
Exprima (**) através de uma combinacao boolear{d) de sentencgas invariantes e formulas
#(d) onde@(x) sao formulas p.p. dé&. Comprove que em qualquer modelé de T, x(z)
depende apenas dee n&o deM oud.

Leitura adicional

Os artigos originais de Tarski, em alguns casos escritossgrs estudantes, sao ex-
cepcionais pela sua clareza. Dois exemplos relevanteeptraapitulo sao:

Tarski, A. & Vaught, R. L. Arithmetical extensions of relatial systemsCom-
positio Mathematical3 (1957), 81-102.

Tarski, A. A decision method for elementary algebra and geomebgrkeley:
University of California Press, 1951.

Teorias O-minimais (Exercicio 2.1.4) tém um lugar cemiatrabalho recente sobre
teoria dos modelos de corpos. Para um apanhado (em um rdishwancado que este
livro), veja

van den Dries, L. O-minimal structures. Lmogic: from foundations to appli-
cations ed. Hodges, Wet al. pp. 143-85. Oxford: Oxford University Press,
1996.

Modelos ndo-padrao (veja secao 2.2) sao a basedlse réio-pad@o; trata-se de uma
maneira de se fazer analise, citando teoremas da teorfaalbslos para justificar o uso
de infinitesimais. O livro de Keisler abaixo & um texto pagraduacado usando analise
nao-padrao, enquanto que a cole¢ao de Cutland faz unhaga sobre pesquisa na
area.

Keisler, H. J.Foundations of infinitesimal analysi8oston: Prindle, Weber &
Schmidt, 1976.

Cutland, N. JNonstandard analysis and its applicatior@ambridge University
Press, 1988.



