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1. (2,0)
Umasubstituiç̃ao é uma funç̃aos : X → PROP (ondeX é o conjunto de variáveis
proposicionais). ComoPROP é livremente gerado porX e {f¬, f∧, f∨, f→}, toda
substituiç̃ao se estende a umaúnica funç̃ao ŝ : PROP → PROP definida por re-
curs̃ao. Sejaϕ uma proposiç̃ao qualquer contendo os sı́mbolos proposicionais{x1, . . . , xn},
es1 es2 duas dessas substituições tais que para todoxi ∈ {x1, . . . , xn}, as proposiç̃oes
s1(xi) e s2(xi) são logicamente equivalentes (istoé, s1(xi) ↔ s2(xi) é uma tautolo-
gia).
Prove que as proposiçõesŝ1(ϕ) e ŝ2(ϕ) são logicamente equivalentes. (Dica: indução
sobre a complexidade deϕ.)

2. (2,0)
Prove que para todo conjuntoΓ de proposiç̃oes

Se Γ, ϕ |= θ e Γ, ρ |= θ ent̃ao Γ, (ϕ ∨ ρ) |= θ

3. (3,0)
Suponha que consideremos proposições expressas unicamente por meio dos conectivos
∧,∨,¬. A dual de uma proposiç̃aoϕ, denotada porϕd, é definida recursivamente da
seguinte forma:

pd = p, para todo śımbolo proposicionalp
(¬ϕ)d = ¬ϕd

(ϕ ∨ ρ)d = (ϕd ∧ ρd)
(ϕ ∧ ρ)d = (ϕd ∨ ρd)

(a) Prove que, para quaisquer proposiçõesψ eσ,
ψ é logicamente equivalente aσ sseψd é logicamente equivalente aσd

(b) Se modificarmos a definição deψd de modo que para todo sı́mbolo proposicionalp
(i.e. toda varíavelp), pd = ¬p, prove queψd e¬ψ são logicamente equivalentes.

4. (3,0)
Podemos ver a relação |= ϕ → θ como uma esṕecie de ordenação sobre o conjunto
PROP de todas as proposições. Vamos dizer queϕ é menor queθ se:

|= ϕ→ θ e 6|= θ → ϕ.

Exemplo:(ρ∧σ) é menor que(ρ∨σ), pois|= ((ρ∧σ) → (ρ∨σ)), mas6|= ((ρ∨σ) →
(ρ ∧ σ)).
(i) para cada par de proposiçõesϕ, θ tal queϕ < θ encontreσ tal queϕ < σ < θ;
(ii) dê um exemplo de uma seqüênciaϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . tal queϕ1 < ϕ2 < ϕ3 < . . .;
(iii) mostre que para cada parϕ, θ comϕ e θ incompaŕaveis, existe umaσ mı́nima tal
queϕ < σ eθ < σ.


